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PROLOGO
DEL
TRADUCTOR

Es sabido que las funciones anali-
ticas se emplean con frecuencia
en distintas disciplinas teéricas y
aplicadas: en la teoria analitica de
los nimeros, ecuaciones diferencia-
les, geometria, hidromecénica, me-
canica celeste, ete. El conocimiento
de los principios fundamentales de
la teoria de las funciones analiticas
es una premisa indispensable en la
educacién matemdatica moderna.
Actualmente esta teoria se ha de-
sarrollado tanto que resulta dificil
abarcar en un solo libro todas
sus multiples ramificaciones. Entre
las diversas obras que se han escrito
sobre esta disciplina, la «Teoria
de las funciones analiticasy de
A. I. Markushévich posee una serie
de méritos particulares. En primer
lugar, abarca un amplio material,
debido a lo cual se edita en dos
tomos. Por otra parte, es accesible
para agquel gque no conozca adn
los elementos de la teoria de las
funciones de variable compleja y
desee emprender un estudio indivi-
dual de la misma. Ademds, consi-
deramos que es una de las obras
més completas y mejores de Ja teoria
en cuestién. Para poder compren-
derla basta con tener los comoéi-
mientos que se exigen en los dos
primeros cursos de la Facultad de
Matemdticas de Ja Universidad.
Puede ser util también para los
que preparan la tesis doctoral y
deseen especializarse en teoria de
funciones. Posiblemente, para al-
gunos lectores esta obra servird de
punto de partida para ampliar sus
investigaciones sobre algin tema.

El autor expone en este curso
tanto los elementos de la teoria de
las funciones analiticas como sus
secciones modernas. Las demostra-
ciones de los teoremas y, en ge-



neral, las cuestiones mds dificiles,
se analizan con todo detalle y de
manera muy razonada.

11 libro contiene numerosos
ejemplos  que, frecuentemente,
ilustran los temas que son objeto de
estudio. En muchos casos estos e¢jem-
plos desempefian un papel decisivo,
comprobando gue el teorema estu-
diado pierde su valor en condicio-
nes mas moderadas.

Al final del segundo tomo y como
apéndice, se incluye un articulo del
mismo aulor ¢«Sobre la base en el
espacio de las funciones analiticass.
Los enunciados y teoremas expues-
tosfen él se deben también al
profesor Markushévich.

Al final de cada tomo s¢ inserta
una amplia bibliogralia sobre los
distintos problemas estudiados.

Esperamos que la edicion espa-
fiola de esta obra sea bien acogida.
Al final del primer tomo de la pre-
senteedicion espaiola incluimos un
apéndice del traductor—«Seudopo-
linomios ortogonales»—en el que
so hace una generalizacién de los
polinomios de Legendre, expuestos
en el libro.

Quedaremos muy agradecidos

. a todos aguellos que deseen dar-
nos su opinién acerca de la traduc-
cion.

E. Aparicio Bernardo



PREFACIO
A LA
EDICION

ESPANOLA

En el presente curso de «Teoria de
las Funciones Analiticas» en dos
volimenes se han recopilado las
lecciones dadas a lo largo de varios
afios por el autor en la facultad
Mecanico-Matematica de la Uni-
versidad Lomonésov de Mosci.
Abarca con suficiente amplitud la
teoria de lasfunciones de una varia-
ble compleja, incluyendo las
transformaciones conformes, inter-
polacién de las funciones por poli-
nomios, elementos de la teoria
de las funciones arménicas y subar-
moénicas, fundamentos de la teoria
de las funciones enteras y mero-
morfas, el concepto de superficie de
Riemann y prolongacién analitica.

El lector que desee estudiar los
importantes problemas de la teoria
modefna de las funciones analiticas
de varias variables complejas de-
berd’ consultar otros libros.

Ll autor espera que su obra serd
Gtil para los que deseen estudiar
una de las partes mas interesantes
del andlisis cldsico y de la teoria
de las funciones.

Iis para mi sumamente grato que
a las ediciones en ruso, inglés
y chino venga ahora a sumarse esta
edicion en uno de los idiomas uni-
versales, como es el espafiol.

Aprovecho la ocasién para ex-
presar mi sincero agradecimiento al
traductor, . Aparicio, por su esme-
rada v competente traduccion.

A, Markushévich
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CAPITULO
PRIMERO

CONCEPTOS
FUNDAMENTALES

i
§ 1. EL OBJETO DE LA TEORIA

1.1. La disciplina matematica que se expone en este libro lleva
dos denominaciones: teoria de las funciones ana-
liticas y teoria de las funciones de varia-
ble compleja. Cada una de éstas estd justificada.

Una funcién de variable real, delinida en cierto intervalo (a, b)
sellama an4alitica enunpunto z,de este intervalo, si en un entorno
de este punto la funcidén se puede expresar en forma de la suma de
una serie de potencias convergente, dispuesta seglin las potencias
de z — zq:

aa-l—ag(x—xu}—‘—ﬂq(x—xo)z-F sa +an($—.?:u)"+ R

Una funcién que es analitica en cada uno de los puntos del inter-
valo se llama analitica en este intervalo. Todas las funciones ele-
mentales que se estudian en el andlisis son analiticas en toda la
region de su definicién, a exeepcién, posiblemente, de algunos pun-
tos. Por ejemplo, un polinomio P, (x) = a4 -+ ayx + . .. + a,z™,
la funcién exponencial €%, las funciones trigonométricas (sen z
y cos z), son analiticas en todos los puntos, puesto que para cual-
quier x4 subsisten los desarrollos:

; Pr. (o) P (z5)
P (2) = P (20) + 20 () +- - - 4 B (g™,
Pl &0
=0 (T @)+ o (@)
1t
sen | Zg+n =
sen & = sen ¥y 4+~ cots!xo {(z—x)+ ... +—(E_T“)' (®—zp)" ... .

gen 2o os(ro-l-n-g«-)
0S8 & == €08 Zo— —; (z—z)+ ...+ i (x—zo)" 4. . .
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3 ia 1 fes
la funcion —= €3 analitica para zs%a, puesto que
T | . 1 .
a—z = a—zg 1 %0 E
G—Ig
1 1

1 n
ety o 5 b R e i C SRR

'::f_: I<1; la funcién }/z es analitica para z=40,

puesto que
1
1 =
Vimad (14252)'=
1 1 1 1
1 = -5 —1 —_—n41
T SN ¢ e e
= n—
z3 nlezg °
X {z—z)"+ ...,

si xps=0 y ‘-ﬂ"—|<1; la funeién Inz es analitica en todo el
campo de su definicién, puesto que

lnx=lnzo—i—1n( =0 ':_x" )=lnx0+%n{x—xg}—

‘Tia(x_"“‘)g"' . ..+(—1)“-1“*7(x—x‘,}"+ —_—

si gg>0y

Como el resu]tado de las principales operacionss alpebraicas
y analiticas (suma, resta, multiplicacién, division, derivacion
e integracion), efectuadas con las series de potencias, se expresa
también, generalmente *), por una serie de potencias convergente,
es posible hacerse ahora una idea de la amplitud e importancia de
la clase de las funciones analiticas. En realidad, su importancia
es todavia mayor puesto que son también analiticas en los corres-
pondientes intervalos, por ejemplo, las funciones analiticas de
funciones analiticas, las funciones inversas a las analiticas, las
funciones que satisfacen a una ecuacién de la forma

Py @)+ Pi(x) f @)+ ... +Pal@ [f (@)1"=0

*} En el caso de la divisién, son excepcionales solamente los puntos ais-
lados en los que se anula el divisor.
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(ecuacién algebraica de grado n con respecto a f(z)) o a una ecua-
¢i6on de la forma
df (z)

po(2) F (&) Py (@) 5=+ . .. +Pa(3) dz,(f’ =g (=)

(ecuacion diferencial linpcal de orden n con respecto a f (), donde
Po{z)y - ... pa (z), g (x) son funciones analiticas.

Por lo tanto, no es de extrafiar que todas las clases mas importan-
tes de funciones que aparecen en el analisis clisico y en sus apli-
caciones a los problemas de mecdnica y fisica, sean analiticas
a excepcion de algunos puntos singulares de estas funciones.

De aqui se deduce la extraordinaria importancia que tiene un
estudio especial de las propiedades generales de las funciones ana-
liticas.

1.2. A pesar de lo amplia que es la clase de funciones analiticas,
ésta forma solamente una parte regular de la clase de funciones
infinitamente derivables (o sea, de las funciones
que poseen derivadas de cualquier orden). Aqui demostraremos la
siguiente proposicion: una funcién f (z), definide en un entorno de
un punito iy, es analitica en este punto cuando, y s6lo cuando, se cum-
plen las condiciones:

1) ésta es indefinidamente derivable en cierto entorno de este punto,
2) existen wunos nimeros positivos & y M {lales, que para cualquier x

del intervalo (xq — 6, o + 0) y para cualguier natural k, se verifican
las desigualdades:

¢ o (x)1<M§ : (1.2:1)

Demostracién. Las condiciones son necesarias. En efecto,
si f{x) es analitica en el punto =z, en ecierto intervalo (z;—p,
Zy—p) se expresa por una serie de potencias

fzy=an-tay(z—z)+ ..o Fan(z—z)" 4. .., (1.2:2)

que, comd es sabido por el andlisis, admite derivacién término a
término la cantidad de veces que se desee, de modo que existen
derivadas de cualquier orden X, expresables también por series de
potencias:

0 {x)=k!ak+ﬁ—a’)i—a’ﬁ (&“—xo)-i-%lﬂ‘ﬁ*{x—xu)ﬁ—k —
(1.2:3)

(| z—xy | << p). Fijemos 8 de manera que sea: 0<C 26 <Zp. Entonces,
la serie (1.2:2) convergerd |para x=u,-28; por consiguiente,
lim a,(28)"=0, de donde se deduce que la sucesién {a,(28)"} es

Flep o0
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acotada, o sea,
| @n (20)™ | << M (=0 4.2 0% (1.2:4)

Acotemos ahora [_f“‘]' (z)| en el intervalo (2,—&, z,—+8); apli-
cando (1.2:3) y las desigualdades (1.2:4), obtenemos:

Ij”ll (x)]ékl |ah|+ (k'!'i)![l sy | &+ (k‘i'z)zl!i a2l 69+ o

k—l—i)l M o (k2

( 2
<K (26)!& o %ﬁlhﬂ = 2] (25)?&2 8 oo s
kI M’ k+t 1 (1) (k-1 2) 1
= okl [1T '2_+ 21 "ﬁ+]:
M 1y -t , &
=g (1_7) =M

Ahora no quoda mis que poner 2’ = M para obtener las desi-
gualdades {1.2:1).
Demostremos que las condiciones del teorema son suficientes.
Sea f {x) una funcién indefinidamente derivable cn el intervalo
xg — 8, xo + ), ¥y supongamos que se cumplen las de51g11a]dades
{1 2:1). Escrlbamus f (z} segin la f6rmula de Taylor con el tér-
mino complemenlario en forma de Lagrange:

1@ = e+ 5 @ —a)+ ... + 20

X (@— ot + L8 (o — ). (1.2:5)

Se tiene:

20— < 2= (150

y, por comsiguiente, el término complementario tiende a cero
cuando n—sco, si |z—a,]<C08. De esto se deduce que en el
intervalo {z;—28, x5+ 8} la funcidbn f(x) se expresa en serie de
potencias:

1 (2) =1 (m) + L @) 4. L0 (i

es decir, es analitica en el punto z,.

IE1 criterio de analiticidad establecido en este teorema es satis-
factorio en el sentido de su determinabilidad abscoluta y su per-
feeeion. Sin embargo, resulta muy incémodo para las aplicacivnes,
asi como para las cuestiones tedricas, puesto que estd basado en el
conocimiento del comportamiento de las derivadas de cual-
quier orden en cierto entorno del punto dado (designaldades
(1.2:1).
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1.3. El mérito de Cauchy consiste en haber desarrollado los
fundamentos de la teoria general de las funciones analiticas saliendo
al campo de la variable compleja. Para las funciones analiticas
esta salida se efectia de un modo simple y natural. No hay mds que
goncralizar los principios bisicos de la teoria de limites alcampo
de los niimeros complejos y observar que la serie

ot a (Z—2g) ..o Fan{z—z)" + ...,

que es convergente para todos los valores de la variable real z que
cumplen la condicién | £ — x4 | << p, sigue siondo convergente tam-
bién para todos los valores de la variable compleja 2 = x + iy que
cumplen la econdicién | 2 — x4 | << p ¥, por consiguiente, determina
una funcién de la variable compleja z que se puede considerar como
la prolongacidén (o generalizacién) de la funcién analilica
de variable real al campo de los nlimeros complejos. Ya hace mucho
que se empleaban prolongaciones de este género. Estas son bien
conocidas en el algebra para el caso de polinomios donde, por cierto,
no se mecesitan estudiar las cuestiones de convergencia, sino que
es suliciente establecer las reglas de las operaciones algebraicas sobre
los niimeros complejos, y también ¢n el curso de andlisis, por ejem-
plo, para el caso de la funcién exponencial ¢®, donde de un modo
semejante se deduce la férmula clasica de Euler

et = cos -+ i sen z.

El mérito histérico de Cauchy, mencionado anteriormente, no
radica on que €l comenzé a reemplazar en las series de potencias
la variable real z por la variable compleja z. IEsto ya lo hacian
antes, en el siglo XVIIL. Su mérito consiste en quo Cauchy fundé
una teoria sistomética de las funciones de variable compleja, seme-
jante a la teoria de las funciones de variable real (aqui tenemos
en cuenta el andlisis eldsico), gque incluye la teoria de limites, el con-
cepto de descontinuidad, la derivada, la integral y la teoria dec
series. Con esto, quedd claro el hecho fundamental de que el concepto
do funcién de variable compleja, analitica en un recinto &, es decir,
de funcién que admite una representacién de la forma

fel=ai+ai(z—2))+ ... +an(3—5)" +... (1.3:1)

en cierto entorno de cada punto 2z, del recinto (todos los nlimeros que:
figuran aqui son complejos y, en particular, reales), coincide total-
mente con el concepto de funcién derivable en el mismo recinto.
Uno de ellos implica ol otro, y la existencia de la derivada primera
de la funcion f (z) da lugar a que la funcién sea desarrollable enscrie
de potencias. Ya se vio en el apartado 1.2 lo complicada gque es la
relacidn entre la derivabilidad de la funcién y su analiticidad cuando
nos limitamos solamente a valores reales de la variable indepen-
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diente. La salida al plano complejo tiene también muchas mds ven-
tajas ante el estudio de las funciones en el campo real solamente.
En particular, agui se observa que las propiedades de analiticidad
se pueden caracterizar también muy sencillamente considerando
la integral de la funci6n compleja f (z), o estudiando sus desarrollos
en series de polinomios arbitrarios, etc.

Esta pluralidad de propiedades y relaciones simples entre ellas
sirven de verdadero fundamento de la teoria de las funciones anali-
ticas de variable compleja, llamada también [recuentemente teoria
de las funciones de variable compleja. Desde luego, las conclusiones
obtenidas acerca de las funciones analiticas de variable compleja
aclaran también, particularmente, las cuestiones rcferentes a las
funciones analiticas de variable real en las que se convierten las
primeras funciones cuando los nimeros a@p, . . ., Gy, - . ., Zp, CN 12
expresion (1.3:1) son reales y a la variable z se le atribuyen valo-
res reales.

El presente curso esti dedicado a la teo-
ria de las funciones de variable ecompleja.

§ 2. LOS NUMEROS COMPLEJOS

2.1. Se suponen conocidos por el curso de é4lgebra *) los n 1 -
meros complejos, su representacién geométrica y las ope-
raciones con los mismos. Para facilitar la lectura, haremos aqui
an resumen de las definiciones y conclusiones fundamentales rela-
tivas a los ntimeros complejos,

Todo nimero complejo es de la forma a 4- bi, donde a y b son
nimeros reales. El primero de ellos se llama parte real, y el
segundo, parte imaginaria del nimero complejo. Desig-
nando ¢ 4+ bi mediante ¢, escribiremos:

ea=Rec v b=Ime,

donde Re son las primeras letras de la palabra latina realis (real)
e Im son las primeras letras de la palabra imaginarius (imaginario).
Dos nimeros complejos se suponen iguales cuando, y sélo cuando,
son ignales las partes reales e imaginarias por separade. Un ntamero
complejo con la parte imaginaria igual a cero: ¢ = a + 0-i, se
escribe asi: ¢ = @, y se identifica con el nimero real a. En particular,
el nimero 0 <+ 0.; se identifica con el cero. Por lo tanto, los nime-
ros reales representan un caso particular de los complejos. Un niimero
complejo con la parte real igual a cero: ¢ = 0 -} b-i, se escribe
asi: ¢ = bi. Si también b = 0, entonces, ¢ es como antes igual a cero
{a=5b=0). 8 b0, el nimero ¢ se llama imaginario

*) A,Kurosch, Curso de digebra superior, Editorial MIR, Mosed, 1968.
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puro. En particular, enando b = 1 resulta la unidad ima-
ginaria 1.i=i. [En general, un nimero complejo a -+ bi
sellamaimaginario, sisuparleimaginaria es distinta de cero. Por
lo tanto, los ndmeros imaginarios puros representan un caso parti-
cular de los imapinarios (que corresponden al caso, en que la parle
real es igual a cero).

Los nameros complejos forman un ¢ a m p o *). Lslo signilica
que para ellos estin definidas las operaciones de sumar y mulli-
plicar, cumpliéndose las leyes conmulativa, asociativa y distributiva

Zi

I'z1
Z b ¥
argz
a i‘—'ﬁr—’z

z
FIG. 1

(para la mulliplicacién econ respecto a la suma), y ademis, para
la suma existe la operacion inversa: la resta, y para la multiplica-
¢i6én, la operacion inversa: la divisién. IIn otras palabras, las ccua-
ciones @ + & = b y a-x ='b siempre tienen solucién con respecto
a la incognita x (esto nltimo con la condicion complementaria de
que a == 0).

Los nimeros 0 y 1 se laman cero y unidad, respectiva-
mente, del campo de nimeros complejos. Desde el punto de vista de
las operaciones cn el campo de los ndmeros complejos, todo nimero
imaginario puro bi puede ser ‘inteérpretado como el producto del
niimero rcal b por la unidad imaginaria i, y todo niimero complejo
@ + bi, como la suma del nimero feal @ y el nimere imaginario
puro bi. ; : :

2.2. Lo mas sencillo para representar geomélricamente los name-
ros complejos son los puntos o los vectores del plano, en el gue se
ha elegido un sisltema cartesiapo de coordenadas rectangulares.
Por imagen geométrica del nmimero complejo ¢ = a + bi sc puede
tomar con igual ventaja, tanto el punto de abscisa @ y ordenada b
(en este caso, el nimero @ + bi se llama afijo de este punto,
que proviene de la palabra latina affizus; que significa, sujeto a algo)
como el veetor cuya proyeccién sobre el eje de abscisas cs igual
a a y su proyeeeion sobre el ejo de ordenadas, igual a b,

*} O sea, un cucrpo conmutative. (Note del T.)
2—1198
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Empleando el idioma geométrico se puede hablar entonces del
punto o del vector, en lugar de hablar del niimero complejo corres-
pondiente.

Conservando para la abscisa y ordenada las designaciones ordi-
narias & ¢ y, escribiremos frecuentemente los nimeros complejos
en la forma z = « + iy. El plano, cuyos puntos (o vectores) se
wlilizan para representar geométricamente a los nimeros complejos,
lo llamaremos plano complejo, o bien z-pl ano; el cje
de abscisas, eje real, y ol eje de ordenadas, eje imagi-
nario. Estd claro que los nimeros reales se representan por puntos
del eje real {o por vectores paralelos al mismo); los nimeros imagi-
narios purog, por puntos del eje imaginario (o por vectores paralelos
al mismo), y, en general, los nimeros imaginarios, por puntos ne
situndos en el eje real (o por vectores no paralelos al mismo). Si
un niimero complejo es diferente de cero, su punio delerminativo
es distinto del origen de coordenadas. 1in este caso, para su delermi-
nacion, ademis de las coordenadas cartesianas x e y pueden utili-
zarse también las polares: el radio vector r = 0 y el dngulo polar (@
(que se determina salvo un entero arbitrario, multiplo de 2i).

Con respecto al afijo del punte z = = + iy, estos nlimeros se lla-
man médulo y argumento, respectivamente, y se desig-
nan del siguiente modo:

r=|z|, @®=Args.

Para z=0 el mdédulo es ignal a 0, mientras que el argumento
no estia definido (carece de sentido).
Como, evidentemente,

z=rcos® e y=rsen®,

s¢ tiene
=zt iy=r(cos ®--isen D).

Hemos obtenido la expresién de un nimero complejo en coorde-
nadas polares (o, como suele decirse, la forma trigono-
métrica del nimero complejo). Es comprensible que el modu-
lo de un nimero complejo es al mismo tiempo la longitud del veclor
que representa a este nimero,,mientras que el argumento, es el
ingulo que forma este vector con la direccién posiliva del eje real
(determinado, como siempre, salvo un entero arbitrarie, miltiplo
de 2n).

Elztre los valores del argumento del nimero z 5= 0, existe uno,
v solo iino, comprendido entre —n y -+ (pesiblemente, incluyendo
este dltimo valor). Bste se denomina valor principal
del argumento y se designa mediante arg z. Asi, pues,

—n<Cargz<n
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¥
Argz=argz+4 2nn,

donde n tecorre todos los mameros enteros (0, 4= 1, £ 2, ...).
Seiialemos las relaciones:

5|~ VEFT,
lg (arg z) =% Z

De esta fltima se puede sacar la conclusién que el arg z coincide
con uno de los valores de Aretg % Designando el valor principal
de Arclg % , 0 sea, el valor comprendido entre — i;- ¥ -'} (incluyendo,
pusiblemente, este ultimo), mediante arctg 3} , tendremos:

arg z = arctg —i’:—., si x>0,

argz=—n+am£g%. si x<<0, y=0,

a_rgzm——-—:rt-;,—arch%, si =<0, y<<0,
args=-2£, si z=0, y>>0,
arg z=— ——-f-;-, si =0, y=<<O.

L.os nimeros complejos z 4 iy e & — iy se llaman conju-
gados ({entre sf). Estos se representan por puntos simétricos con
respecto del eje real, y son iguales entre si sélo cuando son ndmeros.
reales. Si x -+ iy = 2z, el nimero conjugado con éste se designa.

mediante z: 2 — iy = 2.

Como el conjugado con = — iy es z + iy, resulta (z) = z.

De la definicién misma de nimeros conjugados se deduce que sus
modulos son iguales y los valores de sus argumentos se¢ obtienen
uno del oiro permutando sus signos, o sea, son opuestos. Obsérvese,

por otra parte, que si z = z << 0, entonces, z = x << 0, y los valores
principales de los argumentos de los nimeros z y z son iguales
enire si:
argz=arg Z= .

2.3. Las operaciones sobre los niimeros complejos se efcclian

segin las siguientes reglas:
2y + 2= (Ty + X} -+ i (U + ¥2),
24 2y = (TyTs ~ Y1 ¥2) -+ L (1Y +- T201),
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de donde se obtienen las reglas para las operaciones inversas:

By By = (Ty — &) — L (Y1 — Yo,
S mTaE gl o Zolii—Tals (2% 1 == 0)
o “LEL? T

PR T E RS

L3

Si los nimeros complejos z, y 2z vienen expresados cn coorde-
nadas polares

zy=ry(cos Dy isendy), zy=r;y(cos D, isendy),

las reglas de la multiplicacién y divisién proporcionaran los
siguientes resullados:

22y = ryrg [cos (D 4 D) + i sen (D, 4 D)1,

2L = 2k [oos (0 — @) - isen (B — D)) (re =< 0).

es decir, al multiplicar dos ndmeros complejos se mulliplican sus
mdédulos y se suman sus argumenlos, mientras que al dividirlos
se dividen sus moédulos y se restan sus argumentos.

Todas estas operaciones tienen un significado peomélrico sen-
cillo. Representando z; y z, por vectores del plano complejo sacamos
la conclusién de gue la suma z, ++ z, se represénla por la diagonal
del paralelogramo construido sobre los vectores z; v z,. Para repre-
sentar geométricamente la dilerencia es convenienle representar
los puntos z, ¥ z; por puntos (o, lo que al fin y al cabo se veduce
a lo mismo, por vectores gue parten del origen de coordenadas).
Entonces, la diferencia’z; — z, se representara por un veclor cuyo’
(}llg(.ﬁ coincide con el punto z, y su extremo, con ¢l punto’z;. De
aqui se deduce gque el méodulo de’ Ti"diferencia | 2, — 35 | es igual
a la distancia entre los puntos z, y z,; esta observacién resulta muy

atil. En particular, la ecuacidn |z — zg | = p represenla una gir-
<cunferencia con cenlro enz, v de radio p; la desigualdad. |z — 24 | <Z p
representa el interior de esta cirepnferencia. Lo

. La suma de unos cuantos nitmeros complejos se representa por un
V(,(;Lur que cierra la poligonal opnstruld'l con los vectores que repre-
sentan a los sumandos.

Mediante el significado geoiliélrico indicado de las bperaciones
de adicién y sustraccion (o bien, directamente, es decir, de un modo
puramente algebraico) se establecen unas desigualdades muy impor-
tantes que permiten acotar el médulo de la suma o el médulo de la
diferencia de mimeros complejos. Estas son: ’

|z|‘:"52 L .+8n!§.‘;|31| '1'17’2!'1‘ . “_'}'Jz?!|s
B ETEE R T e E- Y (B
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En cada una de estas desigualdades se alcanza el signo de igual-
dad cuando, y s6lo cuando, los argumentos de los nlimeros complejos
21 22, - . . Z, Som dguales entre =i, es decir, enando los veclores
correspondientes son paralelos a una misma recta y llevan una misma
direccion.

QOhbsérvese que, para expresar el mdodulo de la suma de unos cuan-
tos niimeros complejos por estos niimeros, frecubntemente p:oucden
del siguienle modo. De la regla de multiplicacién de los niimeros

complejos se dednce que z-z = 2* + y* = [z |2, os decir, |2 | =

=V i+ ¥*%). Haciendo aqui ¢ = z, + Z2 - oF 3, ¥ Obser-
vando que enlonces z = z; 4+ 23 + ... + z,,, oblenemos:
12)=|zs4 21 ol za|=V + @+ amt ... +2) @} B+ ... 2 7n)e

Lste es ¢l resultado gue se necesila.

- Tl signilicado geométrico de 1a mulliplicacion se observa inmes
diatamente de la regla enunciada anteriormente. Precisando, el
veetor gue representa :al produeto 3.z, se obliene del vector zg
haciéndole givar un dngulo igual a Arg 2z, (es decir, igual a uno de los
valores de Arg z;), y alargindolo, o sea, cambiando su longitud
| 2z | veces. En particular, a Ia multiplicacién por un niimero com-
plejo z;, enyo moédulo es igual s la unidad:

2g = ¢0Ss Dy =i sen By,

corresponde solamente una rotacion del veclor z; alrededor del
origen de ecoordenadas en el dngulo @,

De un modo andlogo se iulerpreta el significado geomélrico de
la division. De las reglas de sustraceiéon y division se deduce inme-
dintamente que el dngulo bajo el que se ve desde el punto z, el par
de puntos z, y 2z, es jgual (salvo un entero miltiplo de 2r) al argu-
mento del cociente de las diferencias z; — 2, v 2z — 24

Ft—3p
Arg—— el

Agqui hemos tomado z; — z, por dividendo y 2z, —z, por divisor.
fisto ¢orresponde a suponer que el dngulo con el vérlice en el punto
zp se caleula desde el vector z, — 2z, hasta el vector z; — 2, en direc-
cién contraria a Ia del movimiento de las agujas del reloj.

Detengamonos, finalmente, en las operaciones de elevacidon a po-
tencia y extraccion de raiz. Como ordinariamente, por potencia de
un mimero ¢complejo 2z, siendo nalural el exponente n, se entiende
el producto de n factores, cada uno de log cuales es jgual a z.

: n— ; : ,
*) Mediante 3 r designamns el valor positiva de la raiz de grado » del
namero pegitivo r, o2 decir, el valor aritinético de la raiz.
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Si

z=r(cos @+ isend),
de aqui se deduce gue
" =r" (cos n®@ + i sen n®@);
para r=1, oblenemos:
(cos @ 4 i sen M)* = cos n@ | i sen nD

que es la fédrmula de Moivre.

El lector puede convencerse fiacilmente de que la regla de ele-
vacion a una potencia (en particular, la féormula de Moivre) con-

serva su valor también para cualquier exponente entero m, si se hace

=1y e

zm -
Se llama raiz ,]‘/Z de grado n (n es natural} del ntmero com-
plejo z cualquier namere complejo £ que salisfaga a la ecuacién
=gz

Si z=0, se tiene {=0. 8i 240, haciendo las notaciones
z=r(cos®+isen M) y L=p(cos A4 isend), obtenemos:

p"(cos nd +isennd) =r(cos O+ isen D),
de donde

Pﬂ=r1 F':V:;

nA =@+ 2%kn =Argz, A—A82

Por consiguiente,
g:VZ:V-{-r (cos m;‘ge ~+- i sen m}z ) .

Para unos mismos valores de z y n se pueden obtener distintos valo-
res de la raiz, tomando valores del Arg z que se dilercncien entre
si en 2kx, donde & no es divisible por n. Por ejemplo, considerando
los siguientes valores del Arg z:

args, argz-—2m, ..., argz4+2(n—1)m,

hallamos r wvalores distintos de la raiz, con los cuales sc agotan
todos sus valores posibles. puesto que cualguier valor del Argz
se dilerencia de uno de los clegidos previamenle en un nimero
de la forma 2mnn, donde m es un nimero entero. Asi pues, la raiz
de grado n del nimero z tiene n valores distintos (siendo z s& (),
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que estdn conlenidos en la férmula:

n e— | pre— z 3 g e
|-’z _—; 1_13] [c()s Arg -Lisen Arg ] o
n n

Al valor de 1n z, igual a

L

K Alzl(cou .rg +-isen ngz ) )

llamaremos valor principal de ]a raiz y lo designaremos

3 np— . o
mediante ¥ +z (cuando z es un admero real positivo, su valor

principal coincide con el valor aritmético).
Como Argz = arg z - 2mn = arg z - Arg 1, se ticne:

r;/; . -;}l,{':r’é—! (cus nrg.-,-:ﬁrg 1 i Eseu"“’z':'\rgi) —
:['fﬁi?.[ cos 2 EL - 1sen 52 )] X

b (c ‘s‘“g i sen mfl ) V2V,

o sea, todos los valores de ’f/'z_se pueden ohtener del principal mul-
tiplicando este iltimo por Jos valores distintos de la raiz del mismo
grado de la unidad.

Finalmente, inlroduzeamos la potencia con un ¢xponente racio-
nal arbitrario haciendo por de[inicién‘

o _(nr_

(m es un numero ¢ntero, n ey natural, m y n son primos enire
si). I:r:tom;t.-q tendremos:
Ar,
2 4 isen g ]}

z" = { V'-+1 z| [cth

m : Mmoo
= {;/47.[) . (LU&T.\Igz—l—lscrl = .-\rgz) >
m
Si convenimos en entender por ]z]” el nimero positive V+|z|"‘

la altima relacién se escribe asi:
m m

- T cos" Avg z 4 i sen 2 Ar
" =]z (LQS,; Argz—-isen Z Argz] .

Froponemos al leclor comprobar que la definicion de potencia
con exponente racional mediante la igualdad
m

N m—
—_— zrfl
z | Jp—

es cquivalente a la anterior.
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§ 3. CONJUNTOS Y FUNCIONES. TEORIA DE LIMITES.
LAS FUNCIONES CONTINUAS

3.1. A continuaeidn, hablando de ndmeros complejos, empleamos
el idioma geomélrico. Por lo tanto, el estudio de diversos eonjuntos
de nameros complejos se reduce al estudio de dislintos conjuntos
de punlos en el plano.

Sea I un conjunto de puntos del plano z. Suponemos que ésle
no es vaeio, es decir, que contiene al menos un punto y que, en gene-
ral, es un conjunto infinito de puntos. Si a cada punto z € E*)
se lia puesto en correspondencia algin conjunto de pnatos no vacio
&, se dice que en E estd definida (o determinada) wuna funcidn
para la cual los puntos z € E representan 1os valores de la
variable independicnte {odel argumento) y los pun-
tos de &;, los valores de la funcidn Por ejemplo,
Arg z 08 una Inncion definida en el conjunto de todos los puntos del
plano, distintos de c¢ero, v el conjunto &, esti formado aqui por
los nimeros arg z + 2k (k= 0, =1, =2, .. .).

Iin nuestra definicién se supone gue, en general, las funciones,
son multilormes, Sicada §. contiene solamente un punlo,
obtenemos una funcién uniforme, : :

Designemos los valores do la funeion medianle w = u —+ iv,
Entonces, las funciones definidas en £ se pueden representar en I
forma w = f{z}, w=/F(2), w= (2}, ... (g€ E); por cierlo, la
indicacion del conjunto £ se puede omilir siempre gue esto no dé
lugar a incompresiones. Como z toma valores complejos que. genc-
ralmente, son imaginarios, se dice que s¢ lrata de funciounes de
variable compleja.

P:trLicuIarmenLa, todos los valores de la funcion pueden ser
reales: w = u (v = 0). Fin este caso, la funcidn de variable compleja
puede cunslderarsc como una funcién de dos variables reales, = e ¥,
que toma valores reales u. Yn efeclo, gi al complejo 2 = = | iy
se ha pueslo en correspondencia el némero (0 los niimeros) u, oslo
signilica que al par de nimeros reales & e y se ha puesto en corres-
pondencia el niimero real u.

Veamos ¢l caso general. Como 1odo nimero complejo w se deter-
mina por su parte real u y su parle imaginaria v, definir una Mincion
w = f {z) en el conjunto E significa delinir en este mismo conjunto
dos funciones de dos variablesrealeszey: o = @ (=, y), v =} (2, ¥).
[Reciprocamente, si en el conjunto E estin definidas dos funciones
w=1q (z, ¥) v v =1 (z, ). que toman valores reales una inde-
pendienlemente de lu otra, entonces, queda definida también una

*) Eseribimos z € E para decir que z es un punto del conjunto E (z perte-
nece a £



§ 3, CONJUNTOS 'Y FUNCIONES. TEORIA DE LIMITES 25

funcién compleja:
w=u4iv=e9(r, y)+ipx y=7F(2.
Por ejemplo, teniendo la funcidn de variable compleja
) w=2% = (x4 ip)* = r* —y* + iy,
tenemos a la vez también dos [unciones reales de z ¢ y:
w=a2—yt y p=—2ay. '

A las dos funciones veales: w—=a? —y%, v=e23 corresponde
la funcién de la variable compleja z=a L iy:

W=t iv = (% — y*) -+ ie**+30* = f (z).

listas observaciones mucstran que toda la teoria de la [uncidn
de la variable compleja z se podria interprélar como la teoria de los
pares de funciones de dos variables reales 2 e y. A veces, utilizaremos
esta interpretacién.

e lo anterior se deduce que el concepto de funcion real de dos
variables reales es un caso pacticular del conceplo de luncion de
variable compleja. Del mismo modo, el concepto de funcién real
de una variable esta contenido en el conceplo de funcidn de variable
compleja como un caso particular. Para obtenerlo, es sulicienle
suponer que ¢l conjunto £ estd situado en el eje real {enlonces,
z = x) y que log valores de la funcion son nineros reales (w0 = u).

A continuacion, hablando de funciones tendremos en cuenta las
funciones de variable compleja.

3.2. Supongamos que £ es el conjunto de Lodos los ndmeros nalu-
vales: 1, 2. 3,4, ..., n, ... Toda funcion wniformoe definida en £
se llama sucecsidn, y sus valores, términos de la sucesion.
Designindolos medianle wy, ws, ..., W, ..., de modo que w,
corresponde al valor z = 2, denolavemos la sucesidon mediante el
simbolo {5, }. Si ky, ko, k3, . . . es algiin conjunto infinite de nime-
ros naturales (distintos entre si), los términos correspondientes de
la sucesién {w,} : Wiy, Wigy @Wiqs « - o1 Wiy - - -, 1OTMAN wna nUEVA
sucesion {wy,} que, con respeclo a la sucesion {w,} se denomina
sucesion parecial (ocontenida en {w,}). Asi, por ejemplo,
Wi, Way o« v ooy Wan gy -« -7 Wa, Wy, Wy, Wy, . -« -y Wap, « . .3 Wy, Wy,
Wy, ...y Wa, ..., son distinltas sucesiones parciales de la suce-
sion {w, }.

Sea z, algiin punto del plano. Cualquier circulo gue conlenga
en su interior a este puntlo, se llama entorno del mismo. En
particular, todo eirculo con centro en z,, se denomina enlorno del
punto 240 |2 — 2o | <<p (p = 0).

El punto z5 se¢ llama punto de acumulacion de
1a sucesiodon {w,}), si para cualquier enlorno del punio z,
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exisle una sucesién parcial {wy,} cuyos términos todos pertenccen

a esle entorno. Por ejemplo, el punto 0 es un punto de acumulacién
para la sucesién 1, —i- P s —:; .. .; los puntos U y 1 son puntos
de acumulacién para la sucesién 0, 1,0, 1,0, 1, . .. (para el punto 0
la sucesién parcial que figura en la definicién de punto de acumula-
cién esta formada por los términos de indice impar: 0, 0, 0, 0, . . .;
para el punto 1, por los términos de indice par: 1, 1, 1,1, .. .).

¥

ls

F1G. 2

Obsérvese que, si {wy,) es una sucesion parcial de la sucesién
{wan}, ¥ {wxa) es una sucesién parcial de la sucesion {wn}. entonces,
{wi,} es una sucesion pareial de la sucesion {w,}. De aqui se deduce
que todo punto de acumulacién de una sucesion parcial s también
punto de acumulacién de la sucesién misma. Lo veciproco puede no
ser cierto, como muestra el ejemplo 0, 1, 0, 1, . . ., donde la suce-
sibn parcial 0, 0, 0, . . . tiene solamente un punto de acumulacién,
mientras que la sucesién misma tiene dos puntos de acumulacion.

Se dice que una sucesién {w,} es ac o tad a,si existe un entor-
no del origen de conrdenadas que contiene todos los términos de la
swucesion, es decr, si existe o p > 0 tal, que |w, | <<p (n = 1, 2,
3, . . .). Demostremos ahora el siguiente teorema: .

Teorema 1. (Prineipio de Bolzano-Weier-
strass para las sucesiones). Toda sucesion acotada
{w, } tiene al menvs un punto de acumulacién.

Demostracion. Sea Dy un cuadrado con los lades para-
lelos a los ejes coordenados y con el centro en el origen de coorde-
nadas que contenga a todos los términos de la sucesién. Los ejes
coordenados le dividen en cunatro cuadrados, al menos uno de los
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cuales, sea éste D, contiene en su inlerior o en sus lados un conjunio
infinito de términos de la sucesién. Dividiendo a éste cn cuatro
cuadrados iguales obtenemos un nueve cuadrado D3, que contiene
un conjunto infinito de términos de la sucesion (fig. 2). Continuando
eslos razonamientos, hallaremos una sucesion de cuadrados encajados

s Do Do D3 oDy DDy ... DDyD L M),

c¢ada uno de los cuales contiene en su interior o en los lados un con-
junto infinito de términos de la sucesién.

Sus proyecciones sobre los ejes z e y forman dos sucesiones de
segmentos encajados

St Sty e DA e
o P 1 e 3.2 SN 0o LRI

gue se cifien a los puntos E y 1, respectivamente. El punle § per-
tenece a cada uno de los segmentos d,, el punto n, a cada uno de los
segmentos 6,; por lo tanto, el punto § = § + in pertenece a cada
uno de los cuadrados D,. Demostremos que § es un punto de acu-
mulacidén de la sucesion {w, }. lin efecto, cualquiera que sea el entor-
no U: [z — & | << p del punto L, es posible elegir n tan grande que
¢l cuadrado D, csté completamente contenido en U. Para esto cs
suficiente exigir que la diagonal del cuadrado sea menor que p.
Pero su longitud es, evidentemente, igual a 21-—,, , donde [ es la lon-
51.—. << p-
Como I, contiene un canjunto infinito de términos de la sucesién
{w, )}, también U conlendrd un conjunto infinite de éstos, de donde
s¢ deduce que ¢ es un punto de acumulacion de la sucesion {w,}.

Il teorema queda demostrado.

Una sucesién acotada {wy,}, que tiene solamente un punto de
acumulacién z,, se llawma convergente, ¥y 3o se llama |1i-
mite de la sucesion.

También se dice que {w,} converge a 3, (0 hacia z;) y se denota
asi: w, — z, para n —» oo (0, cuando 2 — oo), o bien, lim w, = z,.

gitud del cuadrado Dy, y nucstra condicion se cumplird si

n-400
Evidentemente, toda sucesién parcial {ws, } de una sucesitn
convergente {w,} converge al mismo limite z,. ¥n efeclo, {w }
es acotada, puesto que es acolada toda la suecesion {w,}; por con-
siguiente, (segiin el teorema 1) {wy } Lieue al menos un punto de
acumulacién. Pero los puntos de acumulacién para {wy } son a la
vez puntos de acumulacién para {w,}; por esto, {wy } tiene sola-

#) Escribimos: D, _y 23 D, queriendo decir que D, _; contiene a D,,.
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mente un punto de acumulaciéon z,, de donde sc deduce nuestra
afirmacion.

Demostremos que {w, } converge a 3, enando, y s6lo cuando, cual-
quier entorno del punto z, contione todos los 1érminos de la sucesion
{w, )} comenzando desde uno de ellos; en otras palabras, si para cual-
gquier p >0 se cumplen las desigualdades: | w, — 2, | <<p para
n> N {p).

En efeclo, supongamos que {u,,} converge u zy. Si, para cierto
p >0, en el exterior de la cireunferencia |z — z, { = p, 0 en esta
misma circunferencia, hay un conjunto infinite de térininos de la
sucesion {w,): Wuy, Way Wogy + « oy Woyy o - (< Rp< Mg .-
cew << np << ...), éstos forman a su vez una sucesion que, al
igual gue la sucesién dada, serd acolada. Por consiguiente, segin
el teorema 1, ésta tiene que tener al menos un punto de acumulacién
2. Pero zp == 24, puesto que el entorno |z — zo | << p del punlo z,
no contiene ningdin punto de {w,lk}; por otra parte, z;, siendo un pun-
Lo de acumulacion para {wy, }, ticoe que ser tawhién un punto de
acumulacidon para toda la sucesidn {w, }.

Henos oblenido un punto de acumulaneion de {w, }, distinto de
2y, lo cual contradice a la hipdtesis. De aqui se deduce que, en el
exterior de la civcunferencia |z — z5 | = p y en la cirenuferencia
misma, solamente puede haber un mimero {inito de térininos de fa
sucesion {w,}, y que, por consiguiente, Lodos los Lérminos de esta
sucesion, comenzando desde cierto niimero, estin situados en el
interior de la circunferencia,

Asi, pues, [a condicién mencionada es necesaria para la conver-
gencia de la sucesidn. Pero ésta es tambidn suliciente. En cfecto,
la sucesion {w,}, para la que se cumple esta condicién, es acolada,
puesto gue todos los puntos do {w, }, comenzando desde uno de ellos,
estin situados en el interior del cireulo |z — zp | << 1 (aqui o = 1),
y siempre se puede Lomar un entorno del punte z = 0 de un radio
tan grande que incluya también al eireulo |2 — z; | << 1, asi como
a los puntos {w,} (que hay una cantidad finita de ellos), que no
esliin situados en el interior del Gltimo cireulo. En virtud del teo-
rema 1, la sucesién considerada tiene que tener al menos un punto
de acumulacion, Pero, ningdn punto z,, distinto de z,, puede ser
punto de acomulacion de esta sucesion. En efecto, tomando p <<

i ; ¥ %o R
< = | 2, — 3y | y observando que sélo un nimero finito de términos

de la sucesion {w, } puede estar sitnado fuera del ¢irenlo |z — 24 | <<
<< p, hacemos la conclusién de que solamente un ndmero finito
de ellos estd sitnado en el cireulo |z — 3z, | << p. Pero esto signi-
fica que z; no #s un puntoe de acumulacidu. Por lo tanto, z, es el
finico punto de acumulacién de la sucesion {w, }, es decir, {w,} con-
verge haecia z,.
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Demostremos que cualguier sucesion acotada {w,} posee una
sucesidn parcial convergente. Sea, en efeclo, z, un punto de acumu-
lacién de la sucesién {iw,} {Lal punto existe en vietud del Leorema 1).
Bulonces, cualguier entorno del punto z, couliene un conjunto
infinitlo de términos 1,. Consideremos cl entorno |z — zy | << 1
¥y sea wy, un punto’conalguiera situado en este entorno. Tomemos
fuego el entorno |z — zo | < —:—‘ y del conjunto infinito de térininos
w, contenidos en €], tlomemos un término wy,, con un subindiee mayor
que ry. Supongamos que ya hemos tomado los términos w,,, wy,, . . .
s« .y Wy, Situados respectivamente en los entornos: |z — z, | << 1,

|3—zo|<%a i |z-—zol<_:1¥ y lales que ny < n. <
< ng << ... << 2y Entonees, entre ¢l conjunto infinilo de tér-
minos w, siluados en el enlorno |z — 2z, | < 1—1——“ Lomaremos
por w,, - un término coalquiera con el sabindice Imny’ur gne ny.
Por lo tanlo, existe una sucesidn parcial {wray } de la sucesion {w, )
tal, que |wn, — zp | << -;‘- .

Lvidentemente, todos los términos de esla sucesion, enyos sub-
indices 1, cumplen la condicion k > 17 , estin sitnados en ol entorno
| 2 — zo | << p. De aqui se deduce que {w,lh} converge hacia z,, o sca,
{1, } posee una sucesion parcial convergenie.

Veamos un crilerio de convergencia que no se basa en ¢l cono-
cimiento del limite de la sucesion (eriterio de Cawuch y).

Teorema 2. Pare que una sucesion {w, ) sea convergente, es
necesario y suficiente que, para cualguier & > 0 exista cierto N (#) fal,
que s¢ erwmpla la desigualdad | w, — wy,,, | << & para inodos los n =
> N (&) y cualyuier nidmero natural p.

Demostracidn. La condiciéon es necesaria. KEn cfeclo,
si {10, } converge hacia un limite z,, se tiene

A
' l| Wy — 2y | << o
para n>> N (¢) y, por consiguiente,
4 3
| Wnip— 2 |<'£_

para los mismog valores de » y para cualesguiera nimeros natura-
les p. De agui que
“”nf—wn+n|= | (wn— 20) — (n4p— 20} | < | 1Wn— 20| +Fwn+p'—30| <&

- para.n>=>.V (g}, es decir, se cumple la condicidn.
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Demostremos shora que esta condicién también es suficiente

para la convergencia. En efecto, tomando £=1, obtenemos
|wu—wm-ri |< 1,

comenzando desde cierlo valor de n. Fijando uno de tales n, por
cjemplo 2 = ng, obtenemos que | wn, — Wagy | << 1, es decir, todos
los PUNLOS Wagsts Wagez, - - - eSt4n situados en el circulo de radio
1 con centra cn el punto 1wy,

Tomando ahora un entorno |z | << p del origen de coordenadas
que contenga el circulo indicado y también todos los puntos wy,

.
:HI 2y =Zaf

FIG. 3

Wy, . .., Wy, obtenemos un entorno que contiene todos los tér-
minos de la sucesion, de donde se deduce que {w,} es una sucesién
acotada. Por consiguiente, segiin el ieorema 1, ésta tiene al menos
un punto de acumulacion.

No queda mis que demostrar que no pueden existir dos puntos
de acumulacién distintos. Supongamos, por el contrario, que z,
Y 1, 2o 5 Z;, son dos puntos de acumulacién de la sucesién {w,}.

Haciendo e = = |z — |, hallamos que las desigualdades

100 — g | << 5 1 51— 20 | (3.2:1)

se cumplen comenzando desde un valor de n snficienlemente grande:
n>XN. Por otra parte, cada uno de los entornos

1 1
iz—zol<;—;l31“f'ﬂl y i5—31l<"§15:—50!

de los puntos z, y z liene gue contener un conjunto infinito de
términos de la sucesion {w,}. Sea wy, un término de subindice mayor
gque N, perteneciente al primero de eslos entornos, y Sea Wy
un término perieneciente al segundo entorno. Enlonces, evidente-
mente, (fig. 3), ;

1
]wﬂo_ wﬂo-l-pu[) T 1 &= ZDL

lo cual, sin embargo, contradice a la desigualdad (3.2:1). De esta
contradiccion se deduce que {w,} posee solamentle un punto de acu-
mulacién, es decir, es convergente. El teorema queda demostrado.
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3.3. MHagamos w, = u, + iv,, donde u, y v, son las partes real
e imaginaria de w,. Entonces, junto con la sucesion de nlmeros
co?-xplejos {i,}, oblencmos dos sucesiones de mimeros reales {u,}
¥ {v)-

Demostremos la siguiente proposicién.

Teorema. Una sucesin {w, = u, + iv,} converge hacia el
limite z, = wxg + iy, cuando, y sdlo cuando, las sucesiones de niime-
ros reales {un} v {vn} convergen hacia los limites x4 e y,, respecti-
vamente.

Demostracidn, Supongamos que hm w, = 2g: enlonces,

N=s
para cualquier ¢ > 0, la desigualdad | w, — zo | << & se cumplirid
para n > N (&) Pero

|t — x| = | Re (1wn — 2o} | < | wn — 29|

| vn —Yol = Im (n —zp) | < | wn— 2o |s
por lo tanlo, para » >N (¢} se cumplen las desigualdades
|tn—ap| <& y |oa—yy| <&,
de dende se deduce que
lim u, =2 ¥y lim vp = y,.

n-—roo f=+00
Reciprocamente, si se sabe que

- o

lim u, =24 y lim v, =y,,
T 00

entoncesy para cualquier € >0 se eumplen las desigualdades

e i
|H-n—5-“01-<7 3 |""n—yot<-:,_-

para n>> N (e). Pero
Y — 20| = | (tn— o) 4- i (n — Yo} | < | un— 2o | + | va—yo;
por consiguiente,
| wn—2zo| <&
para 7 >N (g), de dounde se deduce que
lim wy, = zg.

Ti =% O3
Il teorema queda demostrado.
En virtud de este teorema, cualquier cuestién acerca de la con-
vergencia de una sucesién de nimeros complejos es equivalente al
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problema do la convergencia de dos sucesiones de miineros reales.
Por ello, por ejemplo, las proposiciones conocidas sobre el limile
do Ja suma, diferencia, producLo o cociente de dos sucesiones con-
vergenles se extienden sin cambio alguno al caso de sucesiones de
lérminos complejos. Precisando, si las sucesiones {w,} y {wh} con-
vergen hacia los limites z; y z;, las sucesiones {w), + w,l} {u,,, — w,.}.
{w,;- wn} también convergen hucia los limites z; = z), z, — 3,
B By 1'%11¢‘ct1va|nenl,c. Si w0 (n=1, 2, .} y z, 5= U,

sucesidn l } también es convergente y su limile es igual a =3,
Uru -

Obsérvese que la proposicion expresada por el viltimo teorema
s podria tomac por definicién de convergencia de una sucesidn
de términos complejos. Enlonces, todos los teoremas del precedente
apartado se podrian dedocir de los teoremas correspondicentes sobre
las sueesiones de nimeros reales.

Yara resolver el problema de la convergencia de la sucesion
‘{Wu} en lugar de considerar las sucesiones de las parbu real ¢ imagi-
naria {up} y {v.}, se pueden considerar las sucesiones de Jos mo-
dulos y de los valores principales de los argumentos: { |w, | }

{arg wy,}. Por ejemplo, eslo resulta conveniente al estudiar las
*‘nubeswnes que convergen hacia cero, puesto que, para que una suce-
sion de nimeros complejos {w,} lienda a cero, es necesario y snfi-
cienle que tienda a cero la sucesion de los médulos {lw, 1) (En
este caso no hace falla examinar la sucesion {avg w,}; ésta pue-
de ser incluso divergenle.) Para convencerse que es cierto lo
dicho, es suliciente obhservar que ¢l eumplimiento de la desigualdad
|y, — 0| = |w, | << e pararn > N (&) significa, simultincamente,
la convergencia a eero, tanto de la sucesion de los niimeros comple-
jos {w,} como de la sucesién de los mimeros reales { | w, |'}.

En el caso general, la convergencia simultinea de las sucesiones
{ |y |}y {arg w,} es suficiente para la convergencia dela sucesion
{w,}; ademas, si lim |w, |=r y limargw, = ¢, enlonces,

T =

lim w, -- r{cos q 4 isen @). En efecto, Lenemos: u, = e (w,) =

-} wy, | cos (arg wy,), v, = Im (w,) = | w, | sen (arg w,); por lo

tanto, limu, = lim{ |w, |cos (argw,)|l =rcosq¢ y limuv, =
Ti—+00 n—oo Tk 0 -

= lim [ | w, | sen (arg w,)] = r sen ¢, de donde se deduce la afir-

M- Um
macion pedida.

Reciprocamente, si la sucesion {w,} es conv ergente, también lo
es la sucesion de los mddulos: { |w, | }. En efecto, |w, | =

V : + %, ¥ como las sucesiones {u,} y {v,} son convergentes:

llx_n iy, = u, limuy, = v, existe también el limile: lim {w, |,
P Ti— 00 T 20
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igual a ¥ uf +— 2. Obsérvese que la sucesién de los argumentos

{arg w,} de upa sucesién convergente {w,} puede ser divergente

incluso cuando lim w, = 0. Supongamos, por ejemplo, que w, =
Ti=+oO

= —1 4 (—-1)“%. En este caso,

lim wa= —1,

s 00

1 e L
arg woqp =N —arctg SE ¥ arg wopyqy== — T {-*D.I'Ctgim 5

esti claro que la sucesiéon {arz w,} es divergente. No obstante, se
puede hallar una sucesién convergente de valores Arg w,. Designe-
mos, para esto, mediante ¢, el valor Arg w, comprendido entre O

i

FIG. 4

vy 2r: 0 g, << 2n. Entonces, evidentemente, tendremos que
1 1 .
Pon = 7T — aretg oz ¥ Qensy = 7 -+ arctg e La sucesion {g,}
converge hacia el limite s,
Si, en general, lim w, = w== 0 y ¢ es alguno de los valores del
T=rrn

Arg w, entonces, comenzando desde cierto valor de n = N,
todos los puntos de la sucesidn {uw, } estaran situados dentrodel dngu-
lo formado por los rayos cuyos dngulos de inclinacién con el eje z

son ¢ — —::— v Q-+ % , ¥ que contiene al punto w (fig. 4). Por lo
tanto, para los argumentos Arg wyi1, AT Wy, « - ., 8¢ pueden

tomar los valores @x.41, Pr+2. - - » que cumplen las desigualdades
| pven = @ |<%. Tomando para Argwy, ..., Atgwy, ... Sus
valores @, . .., Pn, ..., se puede afirmar que la sucesién {¢,}

es convergente y su limite es igual a ¢. En efecto, para cualquier &,
0 <<e<C % , se puede indicar un N, (e) > IV tal, que los puntos de

A=1199
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la sucesién {w,} cuyos subindices sean mayores que N, (e) estarin
situados dentro del angulo formado por los rayos cuyos angulos de
inelinacion con el eje real son iguales a @ — e ¥ ¢ + &, ¥ que con-
tiene al punto w. Para ollos, los valores ¢, estin comprendidos
entre los limites ¢ — & << @, << @ -+ e, es decir, para n > N, (e}
so cumple la desigualdad | @, — @ | << e, de donde se deduce que
lim @, =q.
The=d 000
Obsérvese que, cuando w == 0 no es un ntmero real negativo, se
pueden tomar por ¢ y ¢, los valores principales del argumento.
Iintonces, tendremos:
lim argwn=argw,
oo
Asi pues, si la sucesién {i,} es convergente y su limite w == 0,
entonces, para cualquier valor ¢ = Arg w existe una sucesién de
valores @, = Arg w, que converge hacia Arg w. Precisamento en este
sentido entenderamos a continuacién la expresidn lim Arg w, =

T=400
= Arg w. Cuando w == 0 no es un nimero negativo, en particular,
tendremos:
. f
lim argws,==arguw.
=+ oo

Proponemos al lector demostrar como ejercicio que, si lim w, ==
N—poD

== 0, entonces, cualquier sucesién de valores ¢, = Arg w, que
cumpla la condicion | Pn+1 — Pn | < = desde cierto valorde n =N,
sord convergente (claro, hacia uno de los valores ¥ = Arg w).

3.4. Apliquemos los resultados obtenidos al problema de las
geries de términos complejos.

Sea
Wit Wet oo Fwp4 ... (3.4:1)
una serie de términos complejos y
{(sn=wy4 ... +wn} (3.4:2)

la sucesidn de sus sumas parciales. Segin la definicion,
la serie se llama convergente siesconvergente la sucesién
de sus sumas parciales. El limite de esta sucesion se llama su m a
de la serie. Si s = lim s,, escribimoa:

T~

wl+wz+ een +Wn+... == §.

Una seric que no es convergente, se llama divergente.
HaCiendown = Uy +iln ¥ 8y = Oy + it, = (ul T o
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4+ i(vy+ ... -+ ), segin lo anterior, obtendremos que la serie
(3.4:1) es convergente cuando, y séle cuando, son convergentes las
dos sucesiones:

{witugt oo un)y {pitvat.. 4w}

Pero estas Gltimas son las sucesiones de las sumas parciales
de las dos series de términos reales:

T S VI P (3.4:3)
L’l+vg+...+f)n+.-- (3.4:"])

De este modo, una serie de términos complejos es convergente
cuando, y sélo cuando, son convergentes las series formadas por
las partes reales e imaginarias de los términos de la serie dada.

Ademds, si las sumas de las series (3.4:3) y (3.4:4) son iguales
a ¢ ¥y 7, respectivamente, es decir,

lim (gg+ ... Fup)==0 y lim (¥4 ... fvn) =1,
n—% 00

T =4 00
se tiene,

s= lim (w(4-...+wy) =04-iT,
N+ 00

o sea, las sumas de las series (3.4:3) y (3.4:4) son, respectivamente,
las partes real e imaginaria de la suma de la serie (3.4:1).

Aplicando el criterio de Cauchy a la sucesiéon de las sumas par-
ciales (3.4:2) y observando que

Sppp— 850 = Wny + e Whips

obtenemos la siguiente proposicidn:

La serie (3.4:1) es convergente cuando, y sélo cuando, para cual-
quier & > 0 existe un N (e) tal, que para cualquier n > N (2) y para
todos los nifmeros naeturales p, se cumple la desigualdad

'wn+1+ e W | <<e.
En particular, de aqui resulta que la condicién lim w, = 0 es nece-

(=]

saria para la convergencia de la serie.
La serie (3.4:1) se llama absolutamente conver-
gente siesconvergente la serie de los médulos de sus términos:

lwy|+wel oo |wa]+ ... (3.4:5)
Como
|Wnaa= o oo FWhap | |@nse |+ oo | Wnep |y

de la convergencia absoluta de la serie de términos complejos se
deduce la convergencia de la misma serie. Naturalmente, lo reci-

A=
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proco no es cierto, como lo muestra el conocido ejemplo de la serie:
i 1 ]
1— =5 +T — Feve
De las desigualdades
lwn|4;|wnlr |Un|*{=|wnl y [u’nl'*;lu-nl“"lvnl

se deduce que la serie (3.4:1) es absolutamente convergente cuando,
y sb6lo cuando, son absolutamente convergentes las series (3.4:3)
¥ (3.4:4).

Hagamos nna permutacién arbitraria de los términos en la serie
absolutamente convergente (3.4:1). Se obtiene una nueva serie:

Wy Wiy -0 o, + .oy (3.4:06)

donde la sucesién ny, ny, . .-, Ny, ... contiene todos los mimeros
naturales y cada uno de éstos aparece una sola vez. Las series de
las partes reales e imaginarias de los términos de la serie (3.4:6)
tienen la forma:

Unytlmg - o oo tbp, 400y

T P I T R
v como estas series se obtienen mediante una permutacién de los
términos en las series absolutamente convergentes (3.4:3) y (3.4:%,
ellas también convergerian hacia las sumas anteriores ¢ y 1. De
esto se deduce que la serie (3.4:6) también converge hacia lasuma
anterior s = o + iT. Asi, pues, en las series absolutamente con-
vergentes de términos complejos es legitima cualquier alteraciém
de los términos.

Como la convergencia absoluta de la serie (3.4:1) significa la
convergencia de la serie (3.4:5) de términos reales no negativos,
cualquier criterio conocido de convergencia de las series de términos
no negativos se puede utilizar como criterio de convergencia abso-
luta. Seiialemos, en particular, los criterios de 1’Alembert y Cauchy.

PPara la convergencia absoluta de la serie (3.4:1) es suficiente
que, comenzando desde cierto valor de n, so eumplan las desigual-
dades

lwnnf<qlwan|  (0<<g<<1)
(eriterio de D'Alembert) o bien
Vivnl<qg (O<g<?)

(criterio de Caunchy).

Este iltimo criterio ¢s mas general, en el sentido de que, cumplién-
dose el primero se cumple también el segundo, mientras que puede
cumplirse el segundo a pesar de gue el primero no se cumpla.
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La siguiente proposicidn, que a menudo se emplea, proporciona
una condicién suficiente de convergencia (por lo general, no abso-
luta):

Si

Wy = aybs,
donde
[ Da|<M  (n=1, 2,...), lim b, =0
1 5

h=r oo

o0 oo
y la serie 2‘, | bs — by | es convergente, la serie 2 wy, también lo es.
1 1

T
Demostracidn. Designemos la suma 2 a, mediante e,,;
1

T
entonces, tendremos a, = o, — @,,-y, ¥ la suma 2, wy sc escribird
n41
del siguiente modo:
n4p n-t-p wef-gr n+p

a L =
Dwr= 2 wbn= D (r—sy)ba= 2 aabr— 2 apoibp=
nt+1 n+41 Ti-+1 .ol n41

“ﬁp ndp—1 g |
m= Q. Opby— Z ahb-’t+1=o;n+pbu+p_aubml‘_ Z ak(bhn"—bk) *)'

n+1 [T n--1
(3.4:7)
De aqui se deduce que
A=p n4p—1
| 2 wh‘%lﬂnw”bn+p|+l"1n||bn+1|+ 2 |ak1|bk”b?-+l|‘<
n4-1 n+1

np—1

<M (| baep |+ bups |+ ﬂ% | B ~—basi|)

y si se cumplen las desigualdades

nt-p
£ €
lbn]"'-/- 3 Y 2’ lbk—bk+il< ETT
a1
np
*) La transformacién (3.4:7), a que hemos sometido Ia suma Z dp by, 58
n41

lama transformacién do Abel; ésta es completamente ansloga
a la integracién por partes.
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para n>> N (e) y cualquier p nalural, enfonces, en las mismas
condiciones

ntp
| 2 wel<e,
n+1

Led
de donde se deduce la convergencia de la serie D' wy.
1

Las proposiciones conocidas referentes a las operaciones con las
series de términos reales se generalizan también a las series de tér-
minos complejos.

Sefialemos las siguientes proposiciones, que ficilmente se de-
muestran:

1} Para cualquier nimero natural n, las series
wi'l'u'.z"}" LR +wn+wll+1 "r' LR ¥ wrsﬂ"l‘ LR +E’n+p+ e

son simultineamenle convergentes o divergentes.

2) Si la serie wy + ... + w, + ... es convergente y su suma
es igual a s, la serie iwy 4+ Aw, + ... + ki, + ... también lo
es ¥ su suma es igual a As.

3) 8i la serie wy + wy + ... -+ w, 4 ... es convergente y su
suma es igual a s, la serie

(wl+- ‘. “f’wm}'ﬂ' (wﬂri-i +.us +wﬂz—i)+”'

ot @ny e Wy ) F e

también lo ¢s ¥ su suma también es igual a s(ny, 72, ..y 7y, 2o

€s una sucesién creciente arbitraria de nOmeros naturales).
4 Si

WA Fwn =8 Y Wit wp =5
entonces,

(W w)+. .. Fwpw)+... =5 +5"
5) Si las series D wp y D) wh son absolutamente convergentes
1 1

fas)
¥ sus sumas son iguales a s" y s”, entonces, la serie ) (wjwh +
1

+ wwha+ ... -+ wrw]) es absolutamente convergente y su
suma es igual a s's".
Para demosirar esta iltima propoesicién, examinemos la serie:
fwy [[wi{+{wi | wl |+ wg | w4 o0
B 121 L 177 Y s o 7 RV S (3.4:8)
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Evidentemente, ésta es convergante (como producto de dos series

absolutamente convergentes 2, |wi 1y 21 | wi | de términos reales).

Por consiguiente, la serie de térininos complo;oq
Wi +wiwy + W . WA e Wy e (3.4:09)
es absolutamente convergente. Realicemos alguna permutacién de
los términos de la Gltima serie, colocando sus términos del modo
siguiente:
wiw] + wiw -+ wawh ++wie] - ww Wy wyws + war; +waw +- . .
Con esto no se altera la suma. Pero, las sumas parciales de uno,
cuatro, nueve y, en general, de n® términos de la dltima serie
son iguales, respectivamente, a
wwi=3]-5n,
w} 4w} + wi = w;w; =58,
wyw ,—{—ww"+w2w +wawy 4 . .. wiw] =5, 5],

& s & I T S S T R T T

wiw, +wa, + . . . whw] =sn-55

{sn v sn son lag sumas parciales respectivas de las series Z‘, Wy Y 21 Wh.
De aqui se deduce que la suma de la seric (3.4:9) cs !gua] a lim sns,, =
N—pi0
= ¢’s”". En virtad de la propiedad 3), la serie
Wty + (w0 Fww)) + . .

o b (el Fwawh— . wpl) - . (3.4:10)
tiene la misma suma que la serie (3.4:9), cs decir, §'-s". Ademads,
ésta es absolutamente convergente, puesto que

| i+ wpwny + - - el < v ]| ek |40 o] W]
v la serie )
lwi [ wif+ (Jw ] [0i] 4wy wi]) 4. ..
TR R [P ATT (R
es convergente (en virtud de la convergencia de la serie (3.4:8)).
Asi, pucs, hemos demostrade que la serie (34 10) es absoluta-

mente convergenle y que su suma es igual a §'s”, lo cual se queria
demostrar.

o

Demostremos que toda seric ahsolutamente convergente 2| w

1
posee las propiedades asocialiva y conmutativa en el siguiente
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sentido generalizado. Supongamos que la sucesién de todos los name-
ros naturales se ha descompuesto de algin modo en un conjunto
infinito de sucesiones parciales crecientes:

T G T ) T

tales que cada nfimero natural n figura en una de ellas, y sélo
en una, y, ademds, solamente una vez. Examinemos la serie

(Wni+u’n;+ ---)"r‘(wﬂ1’+wn;+ S ik
. —i—(wnim, =} wﬂgm)-i— s .}—|— (3.4:11)

Esta serie se obtiene de la dada mediante una alteracion del orden

de los términos y una consiguiente divisién en grupos (cada uno

contieno un conjunto infinito de términos). Ademas, cada uno de

los términos de la serie inicial figura en uno de los grupos indicados,

v s6lo en uno. Cerciorémonos de que la serie (3.4:11) es convergonte
30

vy que su suma coincide con la suma ¢ de la serie dada > wy. En

1
esto consiste, precisamente, la propiedad de la sevie absolutamente
convergente de que se trataba.
Ante todo, demostremos que son convergentes cada una de las

o

series V) Wy (m) (m =1, 2, ...), que representan términos de
=1

la serie (3.4:41). En efecto, para la suma de los médulos de cual-
quier suma parcial de tal serie, so tiene:

|w,,§mal+ .o +|wﬂ£ml|‘5;1w1 [+ ws |+ oo Fws | Hlwu - =3,
de donde se deduce la convergencia (y ademds, absoluta) de las
series indicadas.

Para demostrar que la serie (3.4:11) también es absolutamente
convergente, [ormemos primero la siguiente suma:

(wn; | 4] wng |+ ---+]w,.;t|}+(|wn;i"- | Wy
-..-len}:l)""...-‘*(lw“im”-%' ...+[w”§:ﬁ)|).

+ ..

oo
. - . ol
Evidentemente, ésta no es superior al valor de la suma ) |wy]=s.
1
Con més razén,
. i o 4 . i w
L0ng +tng =+ o oo Fwpe |- Jwwny + wng oo b [

. = +|wﬁ£m)+wﬂgm]+ — +-u'/‘n§;n‘ | 8.
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Manteniendo aqui m constante y haciendo crecer a & indefini-
damente, obtendremos:

W, ‘-r‘llw ]-}'----i—l};u-‘n[hm]‘é&

es decir, la suma de los médulos de cualguier cantidad m de tér-
minos de la serie (3.4:11) no es superior al nimero fijado 5. De aqui
se deduce que esta serie es convergente (y ademds, absolutamente).
No queda mis que demostrar que la suma de la serie (3.4:11) coin-

oo
cide con la suma de Ja serie inicial ¢ = 2 w;. Formemos la dife-

rencia ocntre la suma o v la suma parcial o, de la serie (3.4:11).
Como todos los términos de la suma parcial indicada son términos

o0
de la serio 2 w;, al restar se efectuari una simplificacién mutua,
i

ot
y en la resta quedardn solamente aquellos términos de la serie ) wy
1

que no figuran en el sustraendo.

De la forma en que esti construida la serie (3.4:11) se dednce
que para cualquicr nimero natural iV sc puede sefialar un M = M (N)
tal que siendo m > M, la suma parcial

contendra todos los términos wy, ws, . .., wy (¥, ademas, también
una infinidad de términos). Entonces, en la diferencia o — o,
que representa una serie infinita absolutamentie convergente, estarin
contenidos solamente los términos w; cuyos subindices sean mayores
que N. Por lo tanto, para m > M (N)

IG'_“m|€|”"4\'+1|—!‘1w.'\?‘+?|+-- -"i’lw.‘\‘+p1"|’---

Pero la cantidad que figura en cl segundo miembro puede hacerse
arbitrariamente pequeiia para valores de V sulicientemente grandes.
Por consiguiente, ¢l primer miembro se puede hacer lo pequeiio
que se quiera para valores de m suficientemente grandes. Asi, pucs,

[im om=o0,
™ 400G
o0 sea,
oo
Z lw,,{m)+wﬂtm| e +wn(m)+ ol=o= 211

con 1o que se termina la demostracién.
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La serie (3.4:11) puede ser escrita en forma de una serie
doble

= o0

;W imy.
m=1 kF1 i

La notacién del término general de esta scrie sc puede simplificar

suprimiende la letra n, ya que no figura en la sumacién,

¥ poniendo

wni:-n) = Whm.

Entonces, se obtiene la serie

oo o
2 2 Wem.
m=1 =1
Desde el punto de vista de la proposicién domostrada, esta serie
doble representa solamente una de las infinitas formas posibles de

exprosi6n de la serie absolutamente convergente 2. w;.
1

3.5. Sea £ un conjunto arbitrario de puntos del plano complejo.
Se dice que 2o 0s un punto de acumulacién para
el conjunto E (o del conjunto E), si cualquier entorno del
punto z, contiene un conjunto infinito de puntos pertenecientes a K.

Es evidente que un conjunto que consta de un nimere finito
de puntos no posee puntos de acumulacion. Comparemos entre si
los conceptos de punto de acumulacion de una sucesién y de punto
de acumulacién de un conjunto. Supongamos que los puntos del
conjunto E representan los términos de una sucesién {w, }. Entonces,
cada punto z, que sea un punto de acumulacién para el conjunto £,
serd también un punto de acumulacién para la sucesion, puesto que
cualquier entorno del punto z, contiene un conjunto infinito de pun-
tos de £ y, por consiguiente, contiene también un conjunto infi-
nito de términos de la sucesién {w, }.

Sin embargo, puede ocurrir que un punto z;, perteneciente a %,
no sea un punto de acumulacién para E, a pesar de que represente
un conjunto infinito de términos distintos de Ia sucesion {w,}:

Wiyy Whgy « » oy Wiy oo s Tal punto seri un punto de acumulacion
para la sucesién {w,} y no lo serd para el conjunto £. Como ejemplo,
es suficiente examinar la suecesion 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . ., que posee

dos puntos de acumulacién O y 1, mientras que el conjunto E que
represenla los términos de esta sucesidn consta solamente de dos
puntos 0 y 1, por lo cual no tiene ningin punio de acumulacion,

Refiriéndose a cualquier conjunto E, demostrcmos que un punio
zy es un punto de acumulacion para esle conjunio si, y solo si, existe
una sucesién {w,} de puntos de E, distintos entre si, que converge
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hacia 2z
lim v, = z;.
n=>00
En efecto, sea z, un punto de acumulacién del conjunto E. Con-
sideremos el entorno |z — z, | << 1 del punto z,. En éste estd con-
tenido un conjunto infinito de puntos de E. Sea w; uno de ellos.

Como en el entorno |z — 3z, !<—;— también hay un conjunto infi-

nito de puntos de E, tiene que haber entre éstos un punto w, == w;.
Supongamos que ya se han hallado los puntos w,, w,, ..., w,,
pertenecientes a F y distintos entre si, talesquew (k = 1,2, .. ., n)

. . 1 i
estdn contenidos en los entornos |z — z, | << + + respeclivamente.

Como el entorno |z - 2o | << n—T—i contiene un conjunto infinito
de puntos de E, entre éstos existe un punto w, 4+, perteneciente a I
y distinto de los puntos wy, ws, ..., w,. De aqui se deduce que
existe una sucesién {w,} de puntos de E, distintos entre sf, tales

que |w, — zg | << ?t- Por lo tanto, lim w, = z,. Reciprocamente,

00
si se sabe que existe una sucesién {w,} de puntos distintos de E,
tales que lim w, = z,, entonces, en cualquier entorno del punto z,

Th=p O

estd contenido un conjunto infinito de puntos w, pertenecientes
a E, de donde se deduce que z, es un punto de acumulacién del
conjunto E. Con esto, nuestra proposicion queda demostrada. Evi-
dentemente, a los puntos w, se les podria someter a la condicion
complementaria: suponer gque todos ellos son distintos de z,.

Diremos que un conjunto £ es acotado siexiste un ecir-
culo |z | << R que contiene a todos los puntos de este conjunto.
Demostremos que todo conjurto infinito acotado posee al menos un
punto de acumulacién. En efecto, sea wy algin punto de E; como E
es un conjunto infinito, existe un punto w, perieneciente a E y dis-
tinto de wy. Supongamos que ya se han hallado n puntos distintos
pertenecientes a E: wy, wy, ..., W,; entonces, del conjunto infi-
nito E se puede extraer otro punto més w,4,, distinto de cada uno
do estos puntos. Por lo tanto, existe una sucesién {w,} de puntos
de E distintos entre si. Esta sucesién es acotada, al igual que el
mismo conjunto E. Por esto, ésta posee al menos un punto de acu-
mulacién z,. Este iltimo tienc que ser también punto de acumula-
cién para el conjunto E, puesto que cualguier entorno del mismo
contiene un conjunto infinite de puntos w, pertenecientes a E.
La afirmacién queda demostrada.

De las proposiciones demostradas en este apartado se deduce
en particular que, tode conjunto infinilo acolado contiene una suce-
sidn convergenle de puntos de esle conjunio, distintos enire si.
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3.6. Sea E un conjunto infinito arbitrario, sea f (z) una funcidm
definida en este conjunto y z, un punto de acumulacién de E.

Supongamos gue para ¢ a d a sucesion de puntos z,, pertenecien-
tes a £ y distintos de z,, convergente hacia z, (tales sucesiones exis-
ten en virtud de lo demostrado en el apartado precedente), la suce-
sion de los valores correspondientes de la funcién {f (z,)} es conver-
gente. Entonces, para dos sucesiones distintas {z,} y {27} que satis-
facen a las condiciones indicadas, los limites lim f (z,) ¥ lim f (z7)

Ti=»00 00

n—+
tienen que ser iguales entre si. En efecto, es evidente que la sucesion
Efy Bpy By Bgy v Bmy By ceey
converge hacia el punto z; y consta de puntos del conjunte £,

distintos de zp; segin la hipétesis, también ticne que converger
la sucesién de los valores correspondientes de la funcién

fz), 45)s 1)y 1(2) - [(za), flzn). - ..

Por lo tanto, cualquiera sucesiones parciales de désta tienen que
tener un mismo limite; en particular:

lim f (zn) = lim f(z7).
Th— 0> =20

que es lo que alicmibamos.

Designando con 4 el valor comin del limite de las sucesiones
{f (z.)}, para todas las sucesiones posibles {z,} convergentes hacia
29 (¥ compuestas de puntos z, pertenecientes a E y distintos de z,),
escribiremos simplemente:

lim f(5)=A4 (3.6:1)
I—=zZp, 2EE

ydiremosque4des el limite de f(z)enel puntoz, (respec-
to al conjunto E).

Demostremos que la condicién (3.6:1) es equivalente a lo
signiente:

Para f (2), zo y cualquier ¢ > 0 existe un 6 {(e) > 0, fal, que de
z€FE, |z—z25| << () y 2552z, se deduce gque

It —d|<e (3.6:2)
Supongamos que se cumple la condicién (3.6:2). Entonces, para

cualquier ¢ >0 y para una sucesion de puntos z, pertenccientes
a E y distintos de z, que converge hacia zy, se tiene:

|Zn—20 | << 8 ()

para n' >N [8(e)] =N’ (). Por lo tanto, también se cumplen las
desigualdades

|f(z)—A|<<e
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para n > N’ (), lo cual significa que la sucesién {f (z,)} es con-
wergente y que lim f (z,) = 4.
f—0on
Como ecsta conclusién es valida para cualquier sucesion de pun-
tos {z,) tal que lim z, = 2, 2, € E ¥ 3, o= 2, se tiene lim f (z) =
Fi—+00 22, XEE
= A. Asf, pucs, de la condicién (3.6:2) se deduce (3.6: 1).
Supongamos ahora cumplida la condicién (3.6:1) y que no se
cumple la condicién (3.6 : 2), Entonces, para cierto & > 0 no exislird
un valor 8 > 0 tal, quedez € E, | z — 29 | << & ¥ 2 %= 34 se deduzca
1a desigualdad | f (z) — 4 |<e.Tomandod =1, 4, . ... —

e

obtenemos que en cada eatorno |z — zp | < -,1; =942, i)

-existe un punto z, € E, 3, 5= 2, tal que |f(z;) — 4 | = e Ls
«wvidente que la sucesion {z,} converge hacia z, y, por consiguicnte,
dim f (z,) = 4. Pero esto contradice a la desigualdad | f (z,) — 4 2=

n—sm:
> &> 0, con lo que se termina la demostracion de la cquivalencia
de las condiciones (3.6:1) y (3.6:2).

La definicién introducida de limite de wna funcién en un punto
.abarca como casos particulares las definiciones conocidas en el
analisis de limite de las funciones de™una o dos variables reales,
que toman valores reales. En efeclo, si, por ejemplo, f(z) =
= u(x, y) es upa funciéon real de dos variables reales z e ¥
(z =2 4 iy), 2o = Ty + iyp ¥ A es un ndmero real que representa
el limite de la funcion f (z} en el punto z,:

lim f(z)=A,

Z=wlp
-entonces, seglin lo anterior, esto signifiea que para cualguier e >0
existe un & (e) >0 tal, que

[f@E)—A|=|u(z, y)—A|<<e para 0 <|z—z|=
=V (z—2o)* +(y—y0)* < b (e).

Evidentemente, las desigualdades obtenidas coinciden con ague-
1las, mediante las cuales se introduce el concepto de limite en el
curso de analisis.

Volviendo a examinar el caso general de una funcién que toma
valores complejos

fA)=u(z y)+iv(= ),
demostremos que la relaciéon
lim f (2) = 4, (3.6:1)

ZerIp
donde z==zx+iy, Zo==p+ iy, A=a—+ib, es equivalente a dos
relaciones en las que figuran solamente las funciones reales
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u(z,y)=Ref(z) y v(z, y)=1Im/(2):
lim u(z, y)=a, lim vz y)=25. (3.6:3)

X0, Y=o X—bXQ, Y=

En efecto, supongamos que se cumple (3.6:1). Entonces, para
cualquier £ >0 existe un &{e) >0 tal, que

|F{z)—A|<<e para |z—z|=V (@ — 20)% -+ (I — ¥o)* << 4 (e).
Pero

|u(z, y)—a|=|Re[f () —A]||<|f(5)— 4| <e

fo@ y)—bl=|Im[f (@) —4A||<|f(5) —4|<e,
de donde, debido a que & > 0 es arbitrario, se deducen las igualda-
des (3.6:3).
Reciprocamente: si se cumplen las ditimas relaciones, entonces
para cualgquicr & << 0, se tiene:
4 Pt e - o E'_
| (x, y) a!<—w ¥y v p—bi< ik

si es que

V(e —o)* + (y —yo)® = | 2— 20| << &' ().
P{}i' lo tanto, en lag mismas condiciones,
@) —A|=V (u—ay+ (v—b)* <g,

de donde se deduce (3.06:1).

De la equivalencia demostrada de (3.6 : 1) y (3.6 : 3) se deduce que
las proposiciones elementales referentes a los limites de las funcio-
nes, conocidas en el curso de analisis, son véalidas sin alteracién
alguna para el caso de funciones de variable compleja. Precisando,
si existen los limites

lim f(z)=4 vy lim g(z)=258,

z-r2y, 26E 229, 2EE

entonces, también oxisten los limites
lim (f@Eo@E)=AxB, lim [/()¢@l=A4B
22y, ZI

z—+zy, ZE.

220, zeE P (2)

-
=7

(lo ultimo, suponiendo que B ==0).
3.7. Examinemos ahora el concepto de continuidad de una
funcién de variable compleja. Si el punto de acumulacién z, de un
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conjunto infinito £ pertenece al conjunto mismo y para una funcién
f (), definida en £, se tiene:

lim f (z) = f (20), (3.7:4)

la funcién f (z) se llamacontinua en el punto 3z, Una
funcién que es continua em cada punto del conjunto E, se llama
continua en este conjunto. Como, en el caso parti-
cular de las funciones que toman valores reales, el comcepto de
limite en un punto coincide con el conocido en el andlisis, la defini-
cion de continuidad que acabamos de introducir coincide, en el
mismo caso particular, con la que se conoce por el analisis. Hagamos,
g= a4 iy, 20 = 29+ Wo ¥V J (2) = u (z, y) + v (z, y). Entonces,
segiin lo expuesto en el apartado anterior, se puede sustituir la
relacién (3.7:1) por dos equivalentes a ésla:

lim  u(x, y)=u(zy, yo)
o I e 1

lim »(z, y)=v (o, ¥o). (3.7:2)
2vEa, Wi

De aqui se deduce que una funcién compleja f (z) es continua
en el punto zq = %4 -+ iy, 8i, v sblo si, las partes real e imaginaria
de 7 (z), consideradas como funciones de dos variables reales z e y,
son continuas en el punto (zg, ¥y).

Sefialemos las propiedades elementales de las funciones conti-
nuas de variable compleja que se deducen de la definicién.

Si f (2) y ¢ {2) son continuas en cl punto z,, las funciones f (3} ==
+ @), -9y {r{(zz}J (ésta Gltima, suponiendo que ¢ (z) == V)
también son continuas en el mismo punto.

Supongamos ahora que f (z) es continua en el conjunto £ en el pun-
to zg ¥ que sus valores w = f (z) forman ellos mismos un conjunto
infinito & para el cual wy = f (zy) €3 un punto de acumulacién.
Sea, finalmente, ¢ (w) una funcién definida en & y continua en cl
punto w,. Demostremos que entonces lafuncidén compues-
ta ¢lf(z)] = F (z) es también continua en el punto z,. En efecto,
si {2} es una sucesién arbitraria de puntos de E, convergente hacia
2, la sucesién de puntos {w, = { (z,)}, en virtud de la continuidad
de f {z), tiene que converger hacia el limite wy, = J (2y). Debido
a esto, la sucesién {¢ (w,) = @ If (z,)] = F (2,)}, en virtud de Ia
continnidad de ¢ (w), tiene que converger hacia ¢ (wg) = F (z).

Asi, pues, lim F (z) = F (2,), con lo que queda demostrada nuesira
z-+2p, 16K
afirmacién.
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Como consecuencia de la relacion que hemos establecido entre
la continuidad de una funcién compleja f (z) y la continuidad de las
funciones reales u (x, y) = Re [f @) v v {x, y) = Im [f (z)], para
las funciones complejas continuas también son validas las demds
propiedades de las funciones reales continuas,

Antes de ocuparnos de éstas, introduzcamos el concepto de con-
junto cerrado.

Un conjunto F sellamacerrad o, sicontiene todos sus puntos
de acumulacion.

Los conjuntos que carecen de puntos de acumulacién (por ejem-
plo, los conjuntos finitos, el conjunto vacio o el conjunto de los
némeros naturates 1, 2, 3, ..., n, ..., ete.), también se consi-
deran conjuntos cerrados. Para obtener una definicién que abarque
explicitamente a estos casos particulares, es conveniente enun-
ciarla en forma negativa.

Un conjunto F se llamacerrad o, si un punlo no pertencciente
a F no puede ser punto de acumulaciéon para I,

He aqui otros(ejemplos de conjuntos cerrades: el conjunto de
todos los puntos del plano, el conjunto de todos los puntos de una
recta o de una circunferencia, el conjunto de puntos pertenecientes
a un segmento arbitrario de la recta, etc. Para el primer ejemplo
(el plano), esto es evidente; en los demds, la prueba es inmediata,
puesto que para un punto z no perteneciente a uno cualguiera de
estos conjuntos F, se puede frazar un entorno que no contenga
ningin punto de F. Por consiguiente, tal punto z no puede ser
para 7 un punto de acumulacién, y F es cerrado.

Examinemos una funcién f (z) que sea continua en un conjunto
acotado y cerrado F. Esta posee las siguientes propiedades:

1) Propiedad de continuidad wuniforme.
Para todo &> 0 ezxiste un 8 (g) >0, tal, que la desigualdad
1§ () —f (2" | << & se cumple para cualgquier par de puntos z' y z"
que cumplen la condicidgn | 2" — 2" | << 8 (e).

Lo nuevo que hay aqui, en comparacién con la propiedad de con-
tinuidad de una funcién en un punto determinado 2o, es que 6 (&)
no Fdapende de como se hayan elegido los puntos en el conjun-
to I,

2) Acotacion del mdédulo de la funcidn
Exziste un nidmero real positivo M tal, que en todos los puntos del con-
junrto F se cumple la desigualdad

<M.
HAlcanzamiento del exlremo superior
(e inferior)del modulo. En el corjunto F existe al menos
un punto Z, (z,) tal, que en todos los puntos de F se cumple la desigual-

dad | f(@) | < |f(Z)| (12> 1] () D-
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Las propiedades andlogas para las funciones continuas que toman
valores reales se demuestran ordinariamente c¢n los cursos de anali-
sis; demostremos que éstas se generalizan inmediatamente al caso
de funciones complejas. En efecto, sea f (z) = w (2, y) + iv {z, ¥)-
Si f (z) es continua en todos los puntos del conjunto acotado y cerra-
do ¥, también lo serin las funciones u (z, y) ¥y v {(z, ¥) en todos sus
puntos (considerando a éstas como funciones reales de dos variables
reales). Por lo lanto, dstas también serdn uniformemente continuns
en este conjunto, es decir, para cualguicr & = ( existe un & (&) = 0
tal, que para cualquier par de puntos (z', ¥’} y (2", ¥") que cumplan

Ve =P+ —yF<d(e)
se verifican las desigualdades

| (', y'y—u (", y") |<< ﬁ P o, y)—o (", M| <% .

Pero entonces, también

V@) =1 = V@, y) —u@ PP+ @ ) —v @ i <e

para |2 —z" | << 8 (&) (22 =2 +iy'. 2" = 2" + iy"), es decir,
también es vilida la propiedad de continuidad nniforme en el caso
de una funeién compleja.

Para obtener las otras dos propiedades es suliciente observar
que ol moédulo de una funcién continua también es una funcién
continua. Listo s¢ deduce inmediatamente de la desigualdad

@ =11 ) | <1 @) —1 (@) .

3.8. Sea @ algin conjunteo no vacio de puntos del plano, acotado
y cerrado, y sea # un punto arbitrario del plano. Llamemosdistan-
cia p(z, ©) del punto z al conjunto I al extremo inferior de las
distancias desde z hasta los distintos puntos pertonecientes a @,
Como z — § (£ € ) es una [uncion continua de &, definida en @,
también | z — § | serd una funcién continua de § en ® y, por con~
signiente, alcanzard su extremo inferior p (z, ®) en cierto punto
€D p @ )= |z— 3.

Asi, pues, la distancia del punto z hasta el conjunto @ coincide
con la distancia del punto z hasla cierto punto del conjunto ¥. Por
consiguiente, p {z, D) se anula solamente para los puntos que per-
tenecen a @; si z no pertenece a (P, se tiene: p (z, 1) = 0,

Demostremos que, considerando a o (z, ) como funcién de z,
definida en todo el plano, resulta una funcién continua. [En efecto,
sea p (3, D) = }z — Lo |, 5o € . Entonces,

|2 —Lo|=|(z' —2) +(2—Co)| < |2’ —z| +|2—Fo |=p (2, D} + | 2" —3]|,

A—1109
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y, por consiguiente,
plz, )< |2 —Lol<ip (2, D)+ 2" —z,

de donde

p(z', D)y—p(z, O)L|2" —35].
Cambiando de lugar en estvs razonamicntos z' por z, hallaremos

p (@, ®)—p (s, D)< |z2—7|.
Por lo tantio

[p(z, ®)—p(a’, D)< |z—2",
y es suficiente vomar |z2—z'] <C8(e) = para tener Lambién

Ip(z. D)—p (5", D) | <e.

De la continuidad demostrada de la funcién p (z, @) se deduce,
en particular, que si z pertenece a algiu conjunlo de punios F,
acotado y cerrado, la funcion p (z, @) también serd continua sobre
el mismo y, por consiguiente, alcanzard en cierto punto z, € F su
extremo inferior

inf p (z, @) =p (20, D).
2 F

liste altimo posee la propiedad de que para cualquier pur de
puntos z€F y LED se tiene:

[2—C| > p (20 D) p (20, D).

Por otra parle, en virtud de las propiedades gue ya conocemos
de la distancia p(zg, @), existe un punto L W@ tal, que

o (z0, V)= |20—Lo -

El namero hallado es, evidentemente, el extremo inferior de
las distancias entre los pares de puntos pertenecientes a los con-
juntos # y @, respectivamente. A la vex, nos hemos convencido
de que este extremo inferior es alcanzado por cierto par de puntos
2o € F y Ly € O. Esto niimero se llama distancia entre los dos con-
juntos £ y @, y se designa mediante p (F, ®):

p(F,®y= inf |z—E|=infp(z, D).
2LF, L 2P
En esta dofinicion los conjuntos # y (D desempaian ecxacla

mente un mismo papel. Por esto, podriamos cambiarlos de sitio
(en la expresion):

p(F, ®)=p (@, /)= inf p(C, 7).
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Lstd claro quo el concepto de distancia de un punto hasta un
conjunto es un caso particular del conceplo de distancia entre dos
conjuntos F y @ (cuando F consta de un solo punto z).

Como la distancia entre dos conjuntos acotados y cerrados F y @

es al mismo tiempo la distancia entre los puntos de cierto par
2, EF y Ly € D:

p(F, ©)=|z—5ls

la magnitud p (F, ®) se anula cuando, y s6lo cuando, los conjuntos
F y @ tienen al menos un punto comin. En particular, si F y @
no tienen puntos comunes, so liene: p (F, @) = 0.

Facilmente se observa que, cuando # o @ no son cerrados, o bien,
son cerrados pero no son acotados, el extremo inferior de las distan-
cias entre los parcs de puntos pertenecientes a F y @, respectiva-
mente, puede ser igual a cero incluso cuando estos conjuntos carecen
de puntos comunes. Como ejemplo es suficiente tomar por F el con-
junto de los puntos de acumulacién del conjunto @ no pertenecicen-
tes a @ (si @ no es cerrado), o tomar por F el conjunto de todos los
punilos situados en las asintotas de una hipérbola, y por @, el con-
junto de puntos de la hipérbola misma.

No obstante, el lector demostrari sin dificultad alguna que,
si /' y @ son conjunios cerrados no vacios y solamente uno do ellos
no es acotado, existe de nuevo un par de puntos zy € F y {, € © tal,
que la distancia entre z, y o coincide con el extremo inferior de las
distancias entrc todos los pares posibles de puntos 2 € F y { € D.
Por consiguiente, en este caso, el extremo inferior de las distancias
entre z € F y L € @ también serd distinto de cero, siempre que F
y @ no tengan puntos comunes.

§ 4. CONEXIVIDAD DE LOS CONJUNTOS.
CURVAS Y RECINTOS

4.1. Un conjunto £ se llama c o ne x o si on cualquier divisién
del mismo en dos subconjuntos no vacios disjuntos (sin puntos
comunes) £y y Kz, al menos uno de estos conjuntos contiene un
punto de acumulacién del olro conjunto.

El conjunto vacio y el conjunto que consta de un solo punto tam-
bién se consideran conexos. Esto tiene sn justificacion, si se expresa
la definiciéon de conexividad en la siguiente forma negaliva: un
conjunlo E se Hlama c o 1 e x o, si no existe una division del mismo
en dos conjuntos no vacios disjuntos E; y E,, ninguno de los cuales
contiene puntos de acumulacién del otro.

Puede servir de cjemplo de conjunto desconexo cualquier con-
junto finito que conste de mds de un punto, 0 mdis generalmente, el

4%
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conjunto formado por los puntos de un nimero finito de conjuntos
cerrados Fy, Fy, ..., F,, sin puntos comunes dos a dos.

Forman una clase de conjuntos cerrados y conexos de suma im-
portancia los conjuntos de puntos pertenccientes a las curvas con-
tinuas.

Con respecto a cada [uncion compleja z = f {!) de la variable
real ¢, definida y continua en cierto segmento a < £ < B (es decir,
los pares de funciones reales continuas z =2 (), y =¥ (#)), se
dice que ésta define o determina una curva (una linea)
continua enel plano z. En este easo, los valores de la funcidn
ge llaman puntos de la curva; el conjunto de todos los
valoges de la funcién se llamaconjunto de puntos de
la curva (frecuontemente, para abreviar, se dice simplemente
curvaj.

En particular, los puntos z, = f (@) ¥ Z = f (B) se denominan
pintoinicial ypuntofinal delacurva. Estos pueden coin-
cidir, en cuyo caso se dice que la curvaescerrad a.

Ordinariamente, la variable real ¢ se llama parametro y la
igualdad z = f (£}, que liga los valores del parimetro con los puntos
de la curva, se llama ecuacién paramétrica de la curva o, simple-
mente, eenacidn de la curva.

Dos curvas L y A, determinadas por las funciones z = f (f)
agtLbyva= 0 (1) {2 1< ), seconsideranidénticas,
<i la ecuacién de una de cllas se puede transformar en la ecuacidn de
la otra mediante una sustitucion continua y estrictamente mondtona
del parimelro, es decir, si existe una funcién continua y estricla-
mente monétona T = A (f) (@ < £ b) tal, que la funciom z =
= ¢ |A (1)) coincide con la funcién z = f (¢) en el segmonto la, bl *).

Ademas, cuando la funcién © = A () que realiza la sustitucidn
de una representacion paramétrica por la otra es crecienle, se dice
que en ambas curvas esti determinada una direccion (o un
sentido) i g u a l; si es decreciente, se dice que las direcciones son
contrarias En el @limo caso, el punto inicial de L sirve de
punto final para A y viceversa. La curva A, que solamente se dife-
rencia de L en el sentido del recorrido, la designaremos a veces
mediante L _. Como las notaciones L y A son equitativas, se puede
también designar L mediante A _.

Un mismo punto z que corresponde a distintos valores del paré-
metro, entre los cuales al menvs mno es distinto de sus valores
extremos, se llama punto ma1tiple de la curva. La curva que
carcce de puntos miltiples sellamacurva de Jordan.

[lustremos con ejemplos todas cstas definiciones. '

*) Entonces, naturalmente, también f [~ ()] coincide con ¢ {t) en o}
segmento [%, B). Agui A-! (t) es la funcidn inversa con respecto a A (2.
g
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1) Las funciones z = ¢, 2 = %, 2 = 1 — ¢ (0 < t L 1) determi-
nan una misma curva continua, representada por ¢l segmento del
eje real comprendido entre los puntos z = 0 y 2 = 1. A la primera
y segunda expresiones corresponde una misma direccion (o un mismo
sentido) en la curva (el punto inicial esta situado en el ceroy ¢l punto
final en la unidad); a la tevcera expresién, la direcciéon contraria
(el punto inicial estd situado en la unidad ‘y el punto final en el
cero). Bs obvio que esta curva no tiene puntos miltiples y, per
consiguiente, es de Jordan. Comio sus puntos inicial y final no coin-
ciden, ésta es wna curva de Jordan no-cerrada.

2) Las funciones z =t y z = sennt (0 £ < 1) determinan
curvas continuas distintas L y A, puesio que no exisie una trans-
formacion monétona del pardmetro que transforme una do ellas en la
otra. En efecto, una transformacién tal tendria que transformar
la funcién monétona f (¢} = ¢ de nuevo en una funcién mondtona,
mientras que la funcién ¢ (£) = sen af no es mondtona en ol seg-
mento [0, 1]. i

Obsérvese que los conjuntos de puntos de las curvas z =
y z = sen st (0 < £ < 1) coinciden con el conjunto de puntos del
segmento [0, 1], a pesar de que ambas curvas son distintas. Por
consiguiente, la coincidencia de'los conjuntos de puntos de dos
curvas continuas, siendo condicién necesaria para la identidad de
estas curvas, no es, sin embargo, ¢ondicion suficiente. .

; Obsérvese también que, en este ejemplo, la curva z = { es de
Jordan y no es cerrada. No obstante, la curva z = sen nz ticne pun-
tos mitltiples (sen at=senn(l — 1), 0<t< -i-) ¥, por cons‘fgl;ien-
te, no es de Jordan. Ademas, esta dltima es cerrada, pueslo que su
punto final coincide con el inicial (sen (n-0) = sen (n-1) = 0).

3) Sea Ay, A, ..., A, un sistema de segmentos rectilineos,
orientados de un modo determinado y situados en el plano de tal
manera que el extremo del segmento precedente A; (j=1, 2, ...

.., » — 1) coincide con el origen del siguiente A;.,. Designando
mediante a; el niimero complejo representado por el vector A; y me-
diante z4 ¢l punto inicial del segmento Ay, podemos obtener en el
segmento 0 < ¢ < n una funcién continua elemental que deter-
mina la curva representada por el sistema de los segmentos dados:

Z=%+a+ ..+ apgta;(E—j-1)

(—tl<t<], j=1, 2, ..., n).
Estacurvasellamapoligomnal, o quebrad a, ylossegmen-
tos A; (j=1,2, ..., n),lados de la poligonal. La poligonal
puede ser cerrada o no, segin que el extremo del segmento A, coin-

cida con el origen del scgmente A; o no. ¥sta serd una curva de
Jordan solamente cuando no haya intersecciones consigo mismo,
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de modo que dos lados distintos no pueden tener més de un punto
comiin; ademds, este punte comin sélo puede ser el exiremo del
lado anterior y el origen del siguiente, y cuando la curva poligonal
es cerrada, también puede ser el extremo del dltimo lado y el
origen del primero.

4) Ficilmente se observa que la circunferencia con centro en
el punto z, de radio r:

z=zy-}r(cost+ isen t) (0 <t 2m),

es una curva cerrada de Jordan.

Un conjunlo no vacio, acotado, cerrado y conexo se llama ¢ o n-
tinuo*); demostremos que el conjunto de puntos de cualquier
curva continua es un continuo.

En efecto, sea L una curva continua, definida por la ecuacion
z=f({) @<t P), ysea § un punto de acumulacién del con-
junto de puntos de la curva. Entonces, segin el apartado 3.5, existe
una sucesion {z,} de puntos distintos de la curva L que converge

acia §. Hagamos 2z, = f (f,); entonces, lim f (t,) = {. Exfraiga-
T30

mos luego de la sucesidén infinita de puntos {f,}, pertenecientes al
conjunto acotado o < <P, una sucesion parcial convergente
{t..k} (ap. 3.2). Entonces, tendremos: lim £, = &, donde ¢, evi-

h=+ro
dentemente, pertenece al segmento [, Bl. Por consiguiente, como
f.(2) es continua, so tiene: lim / (f,, )= f (£,)- Por otra parte, {f (ka0 )
B

siendo una sucesién parcial contenida en la sucesion {f (f,)}, tiene
que tener el mismo limite {: lim f () = C. Por lo tanto, § = f (),
ks

o sea, { pertenece a la curva .. Queda demostrado que el conjunto
de puntos de una curva continua es cerrado. Demostremos ahora
que este conjunto es conexo. Suponiendo lo contrario, tendremos una
divisién de L en dos conjuntos no vacios Ly y L, sin puntos comu-
nes, tales que ninguno de éstos contiene punios de acumulacién
del otro. Respectivamonte, el segmento a < ¢ < p se dividird en
dos conjuntos no vacios E; ¥y £, , sin puntos comunes: uno de ellos
estard formado por aquellos valores del parimotro ¢ a los cuales
corresponden los puntes de Ly, y el otro, por aquellos valores de ¢
a los cuales corresponden los puntos de L, Cerciorémonos de gque
ninguno de los conjuntos Ey, E, puede contener puntos de acumula-
cién del otro. En efecto, si. por ejemplo, el punto ¢ € E, fuese para
E, un punto de acumulacidn, entonces en E; se podria hallar una
sucesion de puntos {fn} que convergeria hacia ¢’ (ap. 3.5). Como
i {t} es una [uncién continua, de aqui resultaria que lim f (&) =

Ti—oo

*) Segiin cela definicign, cada punto es un continuo.
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= } {t'), es decir, el panto f (¢") € L, serfa un punto de acumulacién
para L,*), 16 cual contradice a la hipotesis relativa a L, y L.

Asi, pues, la suposicién de gue la curva L es desconexa implica
la suposicién andloga relativa al segmento de la recta le, Pl; no
queda méds que refutar este Gltimo. Obsérvese con este fin que £, v E,
son conjuntos cerrados. Tin efecto, cada punto de acumulacion
de £, pertenece al segmento e, PJ, y como dicho punto no puede
pertenccer a K, Liene que pertenecer por lo tanto a £,. Por consi-
guiente, £, es cerrado. Del mismo modo, £; también es cerrado.
Como £, v E, son conjuntos cerrados no vacios sin punlos comunes,
la distancia entre ellos p (E4, Ezf es distinta de cero.

Dividamos el segmento [&, Pl en segmentos iguales de longitud
0 <= p (Ey, Eo): 64, 62, ..., 8,, de modo que el punto final de
cada uno de ellos sea el punto inicial del siguiente. Evidentemente,
cualquiera de estos segmenlos 6; (j =1, 2, ..., n) pertenece
enteramente a uno de los conjuntos £; o E;; en caso contrario llega-
riamos a la conclusién absurda de que la distancia entre E, y E,
no superaria a §, o sea, seria menor que p (E,, E;}. Supongamos,
por ejemplo, que 8; pertencce a E,. Entonces, también el punto ini-
cial del segmento &, (que coincide con el punto final del segmento &,)
y, por consiguiente, todo el segmento 6, pertenece a £,. Si se ha esta-
blecido que &; pertenece a E, (k << n), entonces el punto inicial del
segmento Oy, que coincide con el punto final del segmento &,
también pertenece a &y y, por consiguiente, todo ¢l segmento &
pertenccera a Ey. Por lo tanto, todos los segmentos 6; (f = 1, 2, . ..
- .., r) lienen que pertenecer solamente a uno de los conjuntos
£, 0 £, de modo que el otro resultara vacio, lo enal contradice a la
hipdtesis. Con esto, gqueda Lerminada la demostracion.

Ahora podemos demostrar que, en general, es conexo todo conjun-
to E para el cual dos punios cualesquiera del mismo z’ y z" pueden
wnirse mediante una curva continua L (es decir, que se puede constrair
una curva para la cual uno de los puntos z’', z” es el punto inicial,
v el otro, el punto final), cuyos puntos pertenecen a E. (Obsérvese
que, sin embargo, la condicién suoficiente de conexién comprendida
aqui no es necesaria).

En efecto, supongamos que el conjuntoe £ se ha dividido de
algin modo en dos subconjuntos no vacios E; y E, que carccen de
puntos comunes. Sea z° un punlo fijo de £, y 3", de E,. Unamos z’
y z" mediante una curva conlinua L cuyovs puntos Lodes pertenezcan
a E, y sean L y Ly los subconjuntos del conjunto de los puntos de

A1

*) En ¢l caso considerado, f ('), siendo un punto de acumulacién de la

sucesidn {f(fa)), serd también un punto de acumulacién para ¢l con -
junto que representa los términos de esta sucesién, puesto que ninguno de

los puntas f () coincide con f (¢') (L4 ¥ L no tienen puntoes comunes).
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Ja curva L formados por todos los puntos de L que pertenccen a E,
o a E,, tespectivamente. Evidenlemente, dstos son conjunlos no
vacios (z' € Ly, 2" € Ly) que no tienen puntos comunes. Como L es
conexo, al menos uno de ellos, por ejemplu Ly, tiene que contener
un punto de acumulacién del otro. Seuz, este punto. Iiste pertenece
a L, y. por consiguiente, a £,, Ademas, es un punto de acumulacion
para Ly y, por lo tanto, también es un punto de acumulaciéon para
Ly 2 L.

Asi, pues, resulta que enalquiera que sea la divisién del conjun-
to £ en conjuntos no vacios sin puntos comunes, al menos uno de cllos
tiene que poseer un punto de acumulacion del otre. Con esto gueda
demostrado que el conjunto £ es conexo. Como dos puntos cualesquie-
ra del plano pueden unirse, por ejemplo, mediante un segmento
recto, de aqni se deduce, en particular, que el plano es un conjunio
conexo.

Para un conjunto cerrado y acotado, la condicidn de conexividad
puede expresarse del modo siguiente: Un conjunto cerrado y acotado ¥
es conexo, es decir, es un continuo, si para cualesquiera dos de sus
punios z, y 3° y para cualquier & > O es posible senalar un nitmero
finito de puntos de este conjunto: zg, %1, . . -, Z, = z', tales que
1Zﬁ—ﬂk_l [{B (k= 1, PR n].

En efecto, supongamos que se cumple esta condicién y que F
no es conexo. Entonces F puede dividirse en dos subconjuntos no
vacios ¥, y F,, sin puntos comunes, tales que ninguno de ellos con-
tiene puntos de acumulacién del otro. Como todos los punlos de
acumulacién del subconjunto F; (j = 1, 2) tienen gue perteuccer
a F, deducimos que éstos pertenecen a F;, es decir, F; es un conjunte
cerrado. Asi, pues, Fy y ¥, son ncotados, cerrados y carecen de pun-
tos comunes. Por lo tanto, la distancia p (£, ;) = 0; tomando un
punto zy € Fy y un punto 2’ € F» no podremos indicar, evidente-
mente, un mimero linito de punlos de F: zg, 2y, ..., 3, = 2,
tales que {zn — Za oy | < p (Fy, Fy) k=1, 2, ..., n). En efeclo,
entre éstos tiene que haber dos puntos con subindices conseeutivos:
Zy 1 ¥ Zx, ¢l primero de los cuales pertenece a Fy y el segundo a F,
por lo cual |zs — 2y | 3= p {F1. F2). De esta conlradiccion se
deduce la proposicién enunciada.

Apliquemos este criterio de conexidn para la demostracion del
siguiento teorema; si {F,} es una succsién de continuos tales que
F, 41 < F,, entonces su interseccion F (es decir, el conjunio de
puntos comunes a todos los /) es también un conlinue.

Consideremos una sucesién de puntos {z,}. donde z, € F,. En
virtud de la condicién #,,y — F,, los puntos z,, 2,41, . . . perte-
necen a F,: de aqui se deduce que todos los puntos de acumulacion
de la sucesién {z,) pertenecen a £, (r =1, 2, ...), ¥ por consi-
guiente, también a F. Pero el conjunto de lus puntos de acumulacion
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de la sucesion {z,} no es vacio (puesto que la sucesién {z,} es acota-
da); por esto, # es un conjunto no vacio. Si éste carece de puntos de
acumulacion, entonces F es eerrado. Supongames (ue exislen puntos
de acumulacion de F y que z, es uno de elles. Como F < F,, el pun-
to 2, es para &, un punto de acumulacién y, por consiguiente, per-
tenece .a £, (n =1, 2, . ..); por lo tanto, 2z, € . Asi pues, F es
un conjunto no vacio, cerrado (y, evidentemente, acotado).
Demostremos, finalmente, que F es un conjunto conexo. Supo-
niendo lo contrario, hallaremos que F puede dividirse en dos con-
juntos no vacios, acotados y cerrados #, y F’, sin puntos comunes,
Supongamos que z, € Fy v 2" € F'; como 2, € F, vy 2 € F, para
cualquier n, existen unos punlos 2y, 2y, . . ., 2= 2z’ del conjunto

F, tales que |zn—zk_||<%—p(Fo, Fy=e8 k=1, ..., %).

Entre éstos tiene que haber al menos un punlo z, cuya distancia
hasta Fo y hasta F* y, por consiguiente, también hasta F, es supe-
rior a &.

En efecto, si para cada punto 24, 24, . . -, 2y, 12 distancia hasla
uno de los conjuntos #, 0 #" no fuese superior a &, enlonces todos
estos puntos podrian dividirse en dos elases no vacias de modo que,
para los puntos de una de ellas, las distancias hasta #, no superarian
a e, y para la otra, las distancias hasta ' no superarian a e. Eviden-
temente, la digtancia enlre dos puntos cnalesquiera de clases distin-

Las tiene que ser mayor que g, puesto que g = %‘p (Fo, ). Pero, por

otra parte, si p << v es el subindice superior de los puntos de la
primera clase, entonces el punto de subindice p 4 1 tiene que per-
tenecer a la segunda clase, obteniendo para los puntos z; y zu.4
de distintas clases la designaldad:

| 241 — 2y | << &

De esta conlradiccion se deduce la existencia del punto pedido
zy. Lste punto lo designaremos mediante &,, para seiialar su perle-
nencia al conjunto .

Asi, pues, Lo €l yp (G F)>e(n=1, 2, ...).

Para cualguier punto de acumulacion L, de la sucesién {{,}
tendremos que p (Lo, #) > e. Pero esto es imposible, puesto que
todos los puntos de la sucesiéon {{,} pertenecen a F. Asi, pues, F
tienen que ser un conjunio conexo. La demostracién del teorema
queda terminada.

4.2, Un conjunto O se llama a bierto,si para cada uno de sus
puntos existe un entorno cuyos puntos todos pertenecen a O. Son
ejemplos de conjuntos abiertos: el conjunico de todos los puntos del
plano, el conjunto de todos los puntos mo pertenecientes a un con-
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junto finito dado de rectas o circunferenciag, el conjunto de todos
los puntos situados en el interior de un cireculo dado, ete. El con-
junto vacio también se considera abierto.

Un conjunto abierto y conexo se llama recinto. Bn virtud
de lo demostrado anteriormente, un conjunto abierto seri conexo ¥,
por consiguiente, seri un recinto, si dos puntos cualesquiera del
mismo pueden unirse mediante una curva continua perteneciente a 0.
Pero se verifica también lo reciproco: dos puntos cualesquiera de un
recinto arbitrario pueden unirse mediante una curva continua perle-
neciente al recinto.

Demostraremos esta proposicién por reduccién a lo absurdo.
Si fuese injusta, en cierto recinto G existirfan dos puntos z° y 2"
que no podrian unirse mediante una curva continua perteneciente
al recinto. Designemos entonces mediante G, el conjunto de aquellos
puntos de &G que pueden unirse con z' mediante una curva continua
perteneciente a G, y mediante Gy, el conjunto de todos los demés
puntos. Como z° pertenece a G junto con cierto entorno suyo
|z —z | <p (segin la definicion de conjunto abierto), todos
los puntos de este entorno quedardn ineluidos en Gy: éstos pueden
unirse con z° mediante segmentos rectos. Por lo tanto, Gy y G son
conjuntos no vacios (2" € Gs) que no tienen puntos comunes. Supon-
gamos que %, € Gy; entonces existe una curva continua L, gue une
3 con z, y pertenece a G. i | z — z; | << p, es un entorno del punto
z;, pertencciente a &, entonces cnalquier punto z de esie entorno
puede unirse con z; mediante un segmento recto A, también perte-
neciente a G. Por consiguiente, tal punto se une con z” mediante
una curva continua L, -+~ A, perleneciente a G; asi, pues, z € Gy,
es decir, el entorno | z — z; | << p; del punto z, pertenece totalmente
a G;. Vemos que el punto z; no puede ser de acumulacién para el
conjunto G,.

Supongamos, finalmente, que z, € G;; enlonces tomamos de
nuevo un entorno | 2 — 23 | << pg del punto z,, perteneciente a G.
Si alglin punto z de este entorno perteneciese a Gy, entonces este
punto podria unirse con el punto z’ mediante una curva continua Ly,
perteneciente a G; pero z puede unirse con z, mediante un segmento
reclo A,, también perteneciente al recinto G. Por comsiguiente, el
punto z, se uniria con el punto z' mediante una curva conlinua
L., 4+ A,, perteneciente a G, por lo cual perteneceria a G, en contra
de la hipétesis (z, € G3). Asi, pues, ninglin punto del eantorno
| 2 — 22 | << py puede perfenecer al conjunto ;. Por lo tanto, nin-
gan punto del conjunto G, puede ser de acumulacién para G,. Vemos
gue el conjunto & se divide en dos conjuntos mno vacios Gy y G
sin puntos comunes, ninguno de los cuales contiene puntos de acu-
mulacién del otro. Pero esto contradice a la condicién de conexividad
del conjunto G. La demostracién queda terminada.
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De lo expuesto se deduce que la definicién de recinto puede
enunciarse del modo siguiente:

Un conjunto abierto O se denomina recinto, si dos puntos cua-
lesquiera del mismo pueden unirse mediante una curva continua L
cuyos puntos todos pertenecen a O.

Sea O un conjunto abierto arbitrario y 24, alguno de sus puntos.
Consideremos el conjunto de tod os los puntos de O que pueden
unirse ¢on z, mediante curvas continuas, pertenecientes a 0. Evi-
dentemente, este conjunto no es vacio (pertenece al mismo el punto
2o junio con su entorno, perteneciente a ), es abierto (si z; puede
unirse con z, mediante una curva continua y, entonces cualquier
punto z del entorno del punto z,, perteneciente a @, puede unirse
con z, mediante una curva continua, constituida por y y por el
sogmento roctilineo con los extremos z; vy z,) y, segin la definicidn
misma, es conexo. Por lo tanto, el conjunto indicado es un recinto.
HEste recinto se llama componente conexa de O (que
conliene al punto z,).

Se puede caracterizar también la components conexa de O como
el recinto mayor, perteneciente a O y que contiene al punto dado z,.
s evidente que dos componentes de O gue tengan un punto comiin
tienen que coincidir totalmente. Si O no es un recinto, es decir, si O
es desconexo, entonces existen al menos dos componentes de O distin-
tas. El conjunto de componentes de O puede ser infinito (figurémo-
nos, por ejemplo, el conjunto @ formado por los circulos de radio

< 3, con centros en los puntos 0, 4-1, &2, . . .; en este caso, los

circulos por separado son componentes de 0). En todo caso, este
conjunto tiene que ser a lo sumo numerable. En efecto, tomemos
un punto en cada componente de O, de coordenadas racionales x o y.
Entonces, oblenemos una aplicacién biyectiva del conjunto de todas
las componentes sobre cierto subconjunto de un conjunio numerable,
de donde se deduce lo que se afirmaba.

Respecto de cualquier conjunto abjerto y, en particular, de un
recinto O, todos los puntos del plano se dividen en las siguientes
tres categorias:

1) puntos pertenecientes a O; éstos se llamanpuntos inte-
riores a O;

1

2) punlos no pertenecientes a O que son para O puntos de acumu-
lacion; éstos se Ilaman puntos frontera de O

3} puntos no pertenecientes a @ que no son para O puntos de
acumulacion; éstos se llaman puntos exteriores a O.

121 conjunto de los puntos interiores coincide con O y, por consi-
guicnte, no es vacio, siempre que O no sea vacio. E] ¢conjunto de los
puntos frontera — denominado frontera del conjunto abierto (del
recinto}) — serd vacio cuando @ sea todo el plano. Si el conjunto O
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es distinto de todo el plano, entonces tiene que existir un conjunto
de puntus no vacio £, no pertenecientes a 0. Estc conjunto puede
constar solamente de puntos frontera y de puntos exteriores. Si
no hay puntos exteriores, entonces £ consta de puntos fronlera, los
cuales Liene que haber, por lo tanto, no menos de uno. Si para £ hay
puntos exteriores, tiene que haber, evidentemente, un conjunte
infinito de éstos (puesto que para un punto exterior existe un entorno
cuyos puntos son también todos exteriores). Cerciorémonus que,
entonces, el conjunto de puntos frontera también tiene que ser
infinito. Precisando, demostremos que en cualquier segmento recli-
lineo, uno de cuyos extremos es un punto interior y el otro, exterior
a 0, tiene que haber al menos un punto frontera. En caso contrario,
todo el segmento quedaria dividido en dos conjuntos no vacios
Ey y E, de puntos interiores y exteriores a @. Pero ningtn punto del
conjunto £y (punto interior a O) puede ser punto de acumulacién
del conjunto £, (conjunto de puntos exteriores a 0), del mismo modo
que ninglin punio del conjunio E; puede scr punto de acumulacién
de £,. Isto contradice a la propiedad de conexién del segmenlo, de
donde se deduce que el segmento, ademés de puntos interiores
y exleriores, tiene que contener también puntos frontera de O (al
menos uno). De lo expuesto se deduce que, si el conjunto abierto @
no es todo el plano, el conjunto de sus puntos frontera no puede ser
vacio. No obstanie, en este caso también puede no haber puntos
de lercera categoria: puntos exteriores. En efecto, cada punto exte-
rior se caracleriza, evidentemente, en que existe un entprno del
mismo, ninguno de euyos puntos pertenccen al conjunto dado O.
Por consiguiente, si el conjunto de puntos no pertenecientes'a &
no contienc ningdn circulo, entonces mo puede contener tampoco
ningin punto exterior a O, es decir, Lodo el conjunlo consta de
puntos Irontera. IEsto ocurre, por ejemplo, cuando O esti formado
por todos los puntos no pertenecientes a una recta (0 a una cirenn-
ferencia). Esta Gltima es la frontera de ; en este caso no hay puntox
exteriores.

4.3. Demostremos que la [rontera I de cualquier conjunto abier-
to O es un conjunto cerrado. Para esto es suficiente demostrar que nn
punto z4 no perteneciente a I', no puede ser para I' un punto de
acumulacion. En efecto, tal punto tendria gque ser interior o exterior
a 0. En ambos casos, oxiste un entorno de z, que no contienc ningin
punte de I'. Por consiguiente, zy no puede ser para I' un punto de
acumulacién, lo que muestra que el conjunto I' es cerrado.

Agregando a un conjunto abierto O todos sus puntos [rontera,
ohtenemos un conjunto @, denominado clausura del conjunto

0. Demostremos que O es un conjunto cerrado. Para esto es sufi-

ciente demostrar que ningin punto zy no pertenecienle a O, puede
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ser un punto de acumulacion para 0. Ln electo, Lal puntlo solamentie
‘pucde ser exierior a 0. Por lo tanlo, existe un entorne del punto
Zg que no conticne ningln punto de O, y que, por consigniente,
tampoco contiene puntos frontera de O. En el entorno indicado
no hiabrd ningin punto de O, de donde se deduce que z, no es para @
un punto de acumulacién. De aqui que @ es un conjunto cerrado.

Cuando O es un recinto, Ia clausura del conjunto © se llama
recinto cerrado {o dominio). Por ejemplo, el conjunto
de todos los puntos situados en el interior de una circunferencia
vy en ella misma forma un circulo cerrado; el circule cerrado se
distingue del circulo abierto, pues este Gltimo es el reciento formado
por todos los punlos gue estin situados en el interior de la circunle-
rencia.

Sea & un recinto acotado, es decir, un recinto cuyos puntos
eslin contenidos tedos en cierto circulo con centro en el origen de
coordenadas |z | << R. IEntonces todos los punlos que estan situa-
dos fuera de este circulo también serin exteriores con respeclo a ¢
De agui se deduce que los puntos frontera del recinto G tienen que
satislacer a la condicién [z | < R, de modo que la frontera I’ de
un recinto acotado & es un conjunte cerrado y acolado.

Llamaremos a un recinto acotadoGsimplemente cone-
xo o mialtiplemente conexo, segin que su frontera
sea un conjunto conexo o desconexo. Un ejemplo simple de recinto
simplemente conexo es el interior de un circulo, y un ejemplo de
recinto multiplemente conexo es el conjunio de puntos situados
entre dos circunferencias concéntiricas.

La clase de los recintos miltiplemente conexos admite wna snb-
divisién consiguiente. Los recinlos simplemente conexos se caracte-
rizan en que su fronlera es un continuo. Si la frontera de un recinto
miltiplemente conexo consta de wn ndmero finito » (n = 1) de
continuos, sin puntos comunes dos a dos *), el recinto G se Hama de

*) Bs fdcil comprobar que si un conjunto dado admite alguna division
en un nimero finito de continuos, que carccen de puntos comunes dos a dos,
entonces esta divisién es Gnica. En efecto, scan fi, - oo £y ¥ Gy o 2 o0 T,
dos divisiones distintas de un mismo conjunio en continuos. lntonces. al menos
uno de los continuos de una divisién (sea éste q;) tiene que contener tanto puntos
que pertenecen como puntos gue no pertenecen a cierto continuo de otra division
(sea éste fp,). Designemos mediante gy ¢1 conjunto de los puntos del continuo ¢
que perteniccen & f; y mediante @}, ¢l conjunte de todos los demas puntos de
continue @ _r’(ésl-os tienen gue pertenccer n alguno de los continuos f,, .
Tt o= 1
e Evidonazmcme, todo punto de acumulacién del conjunte gy, es lambidn
para fp un punto de acwmulacién, por lo cual estd contenido en f, ¥ no puede
pertenceer a lp_-fn. Del mismo modoe. un punto de acumulacién del conjunto iy
liena que ser de acumulacién para aiguno de los continuos f; (I == &); por Jo
lanto, este punto estd contenido en f; ¥ no puede pertenceer a gy, Hemos obte-

« o fyoe
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conexion finita omasprecisamente, sedice queelorden
de conexion es n Finalmente, si la frontera do un recinto
miltiplemente conexo no pucde dividirse en un ndmero finite de
continuos, sin puntos comunes dos a dos, entonces el recinto se llama
doconexidén infinita.

Si dentro de algin circulo abierto K se toman n — 1 (n > 1)
circulos cerrados Ky, Kz, . - ., K, 4, sin puntos comunes dos a dos,
entonees el conjunto de todos los puntos del cireulo K no perlenecien-
tes a ninguno de los circulos K; (j = 1, 2, ..., n — 1), representa
un recinto ¢ de orden de conexién n. Su fronlera consta de n circun-
ferencias: C y ¢;, que limitan los cireulos K y &y (j =1, 2, ..
.+ ., n— 1), respeclivamente.

Si, para fijar ideas, tomamos el circulo unidad |z | <1 y exelui
mos de éste los eirculos cerrados |z — %‘4-——————2“ U:'r 5 (n =
=2, 3, 4, . ..), y también su centro z = 0, obtenemos un recinlo
de conexidén infinita cuya frontera consta de Jas circunferencias
|z | =1, lz F%‘zm (n=2, 3, 4, ...) y del punte
z = 0.

4.4. Consideremos un conjunto cerrado de punlos arbitrario #
Gl conjunto O de todos los puntos del plano no pertenecientes a ¥
¢s un conjunto abierto. En cfecto, si O no es vacio {(en esle caso la
proposicién resulta evidente), sus puntos, al no perlenecer a F.
no pueden ser Lampoco puntos de acumulacién de F. Por lo tanlo,
para cada uno de ellos existe un entorno que carece de puntos dol
conjunto £ y que, por consiguienie, pertenece totalmente a 0.

Supongamos gue z € 0; designemos eon Gg el conjunto de todos
los puntos de O que pueden unirse con z, mediante curvas continuas
pertenecientes a O. s obvio que Gy es un recinto. Fsie se denomina
conligwo con respecto al conjunto cerrado F. Ticilmente
se observa que puede haber una infinidad de recintos distintos,
contiguos a I,

Como cjewsplo, es suficiente figurarse que todo el plano se la
enadriculado mediante rectas eguidistantes, paralelas a los ejes
de conrdenadas. Aqui, el conjunto F esta formado por todos los pun-
tos de estas rectas, mienlras que los puntos que estin situados
dentro de cada cuadro forman los recintos contignos a #.

Cuundo I es una curva de Jordan cerrada y. existen dos y solo
dos recintos dislintos contiguos a y. Iin este caso, 9 es su frontera
comin. IBsta alirmacion, que ficilmente se comprueba en cada

nido que ¢l continue ¢; admite una divisién en dos conjuntos no vaclos gy,
V @iy sin puntos comunes. ninguno de Ios cuales contiene puntas de acumnlacidm
del olro. Pero osto contradice a da definicién de continuo: de este moda, nnestra:
alicmacién quedn demostradsa.
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caso conereto (por ejemplo., cuando y es una circunferencia), forma
el contenido del teorema de Jordan. A continuacién emplearemos
‘este teorema, recomendando al Icctor que vea la demostracion
en algin curso de topologia. Obsérvese (ue uno de Jos dos recintos
siempre es acotado: el interior de la curva de Jordan; el otro
es no acotado: el exterior ala curva de Jordan (por ejemplo.
las partes interior y exterior de una circuniecencia). Mediante estos
conceptos es fdecil establecer la siguiente propiedad de los recintos
simplemente conexos, quec s fundamental para la teoria de las
funciones: si y es una curva de Jordan cerrada, perteneciente a un
recinto simplemente conexo G, entonces el inierior de y lambién perie-
nece al recinlo G.

En efecto, sea { algin punto de y. Como £ es un punto
del recinto G, existe un entorno de este punto pertenceienle a (.
En este entorno tiene gue haber una infinidad de puntos exterio-
res a y, asi como nna infinidad de puntos interiores a y (esto es
debido a que § es un punto frontera para uno y ofro recintos), De
aquoi se deduce que tanto en el exterior como en el interior de ¢ hay
puntos del recinto G. Pero el exterior de y no puede pertenecer total-
mente a &, puesto que en caso contrario G serfa no acolado (y esto
contradice a la definiciéon admitida anteriormente de recinto simple-
mente conexo). Por consiguiente, en el exterior de p tiene que haber
tanto puntos pertenecientes al recinto G como puntos que no perte-
necen a 7. De agqui se deduce que en el exterior de y tiene que haber
puntos frontera de G. En efecto, suponiendo lo contrario hariamos
la conclusion de que el exterior de y se dividiria en dos conjuntos
no vacios sin puntos comunes: uno de puntos exteriores y otro de
puntos interiores a &, sin contener ninguno de ellos puntos de acumu-
Iacidén del otro, lo cual contradice a la conexividad del exterior de y.
Ahora es ficil demostrar gque el interior de y pertenece totalmente
a G. En efocto, en caso contrario en el interior d¢ y habria puntos
pertenecientes a & y puntos no pertenecientes a @, y aplicando los
mismos razonamientos qgue anles hallariamos que entre éstos
habria puntos {rontera del recinto G. Luego obtendriamos de aqui
que toda la frontera de G quedaria dividida en dos conjuntos no
vacios sin puntos comunes: uno en el interior y otro en el exterior
de y. Como ninguno de éstos puede contener puntos de acummulacién
del otro (un punto del interior de y no puede ser de acumulacién
para el exterior y viceversa), llegariamos a la conclusion de que
la frontera del recinto & es un conjunto desconexo, lo cual contradice
a la hipétesis hecha de que el recinto G es simplemente conexo. Asj.
pues, el interior de y pertenece totalmente a G, y nuestra afirmacion
gueda demostrada.

Se puede demostrar, sin dificultad alguna, que es simplemente
conexo cuaslquier recinto acotado gue posea la propiedad de gue
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para cualquier curva de Jordan cerrada y perténeciente a G el inte-
rior de y también pertenece a G.

lintre los recintos no acotados, para los cuales no hemos definido
por ahora los conceptos de simple o wmialliplemente conexos,
hay algunos que poseen la propiedad indicada de los recintos simple-
mente conexos: si una curva de Jordan cerrada pertenece al recinto,
entonces su interior también pertenece al mismo. A tal género de
recintos también denominaremos simplemente conexos, extendiendo
para éstos la definicién primaria de récinto simplemente conexo.

’5//

a) bj

FIG. 5

Por lo tanto, serfn simplemente conexos: &) plano, un semiplano
(fig. 5, @), vn dngulo (fig. 5, b), una franja (fig. 5, €), una semifranja
(tig. 5, d), ete. Por el contrario, el exterior de un circulo, por ejemplo,
no serd un recinto simplemente conexo segin esta ltima definicion.

4.5. Demostraremos ahora unas cuantas proposiciones auxilia-
rés a las que habrad que hacer referencia a continuacion. *)

Bilagamos primero la siguiente observacion general: si z; es nn
punto del recinto G y A es su distancia hasta la frontera de este recin-
te (cuando la frontera sea un conjunto vacio, supondremos que
A = oo, entonces el circulo |z — 7y | << A esti contenido en el
recinto G. Bsta afirmacion es evidente cuando la frontera del recinto
¢s un conjunto vacio, puesto gue entonces G coincide con todo el
plano y el efrculo indicado también coincide con todo el plano. Su-
pongamos que la frontera del recinto G no es un conjunto vacio y,
por consiguiente, A << co. El circulo | z — z, | < A no puede con-
tener puntos frontera de G, puesto (ue todos ellos estin sitnados
fnera de este eircule o en la circunferencia |z — z5 | = A {al menos
un punto frontera esti situado en esta circunferencia). Poro éste

*) EL lector puede omitirlas durante la primera lecturs, aludiendo a las
proposiciones de este apartado solamente cuando encuentre referencias en Il
exposicidén wulterior.
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no puede contener tampoco puntos exteriores a , puesto que en el
segmento rectilineo z4zy, que une el punto interior z4 con el punto
exterior z,, tienc que haber al menos un punto frontera. Asi, pues,
el circulo |2 — 2, | << A estd contenido en el recinto G.

a) Dos punios cualesquiera del recinto pueden unirse mediante
una curva de Jordan y, en particular, medianie una linea quebrada.

Sean z” y z” dos puntos del recinto G. Segiin la propiedad conocida
del recinto, demostrada en ¢l ap. 4.2, existe una curva continua /.:
z=f(i) (e <Lt P), que pertenece a G y une los puntos z° y z”.
Designemos mediante A (A > 0) la distancia entre la curva L y la
frontera del recinto &. Como la funcién f (£) es continua, el segmento
lee, Bl puede dividirse por los puntes 7, = o <C #; < t, << ...

- .. << t, = P en partes tan pequefias, de modo que se cumplan las
designaldades

[Fud—F{tNl<<A (=0, 1, ..., n—1).

Como todo circulo |z — f(£;) | << A pertenece al recinto G (pues
la distancia desde f (¢;) hasta la frontera del recinto & noes menor
que A) y contiene el punto f (f;4,), los sogmentos de las rectas A,
que unen f(f;) con f{f;4y) (F=0,1, ..., n—1), también
pertenecen a . Por lo tanlo, la quebrada A con los lados Ay, Ay, . ..

v A, q, que une z” con 2", esta situada on el recinto G. Si ésta no
seé corla consigo mismo, es deecir, si carece de puntos multiples,
nuestra afirmacion queda demostrada, X¥n caso contrario, existen
dos lados A; v Ax (0 < j < k) que tienen un punto comin zg; ade-
mas, cuando los lados son contiguos (k= j -+ 1). se puede suponer
gue este punto es distinto del punto final del lado A; (que es el
punto inicial del lado A;yy). Si k> j + 1, suprimiendo de A Ja
quebrada cerrada que consta: de la parte del lado A; desde ¢l punto
zo hasta su punto final, de todos los lados de Ja quebrada A cuyos
subindices estén comprendidos entre j y &, y finalmente, de Ia parte
del lado A, desde el punto inicial de este lado hasta el punto z,,
obtenemos una nueva guebrada A’ gue une como anteriormente
z" con z“, pero que contienc por lo menos un lado menos que A.
Si k= j 4+ 1, entonces uno de los lados A; v Ay, que tienen el
punto comin z,, ademis de otro punto comin, ecomo lo es el punto
final de A; y el punto inicial de A;+y. tiene que ser parte del otro
lado. Por cjemplo, supongamos que A; s una parte de Ajyq. Enton-
ces, de la quebrada .\ suprimimos la querbrada cerrada que consta
de A; y de la parte del lado A;4, desde ¢l punto inicial de este lado
hasta el punto inicial del lado A;. Resulta una nueva quebrada A”
gque une z’ con z” y que contiene uno o dos lados menos que A. Asf,
pues, en todos los casos, cuando la guebrada A se corte consigo
misma, es posible sustituir dicha quebrada por otra A’ o A”, situada
de nuevo en el recinto G y que une los mismos puntos z’y 2", pero
A—1199
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que contiene por 1o menos un lado menos gque A. Repitiendo una
cantidad finita de veces esta operacion de supresién de quebradas
cerradas obtendremos, finalmente, una quebrada i que carecerd
de intersecciones congigo misma (posiblemente, compuesta de un
solo lado} y que unird z° con 2" dentro del recinto G. Con csto, se
termina la demostracién de nuestra atirmacian.

b)Y Para cada conjunlo de puntos cerrado y acotado F, perienecienle
a un recinto G, se puede seiialar otro conjunto cerrado y acotado E, per-
teneciente también a G, que contiene a cada punto de F junto con su
entorno cerrado de wn radio fijado p = (.

Esta proposicion confirma la posibilidad de inmersién de todo
conjunto cerrado F de puntos del recinto G en el interior de otro
conjunto cerrado E, pertenceiente también a este recinto.

Supongamos primero que G es todo el plano. Si [z | < p es un
cirenlo que contiene a todos los puutos del conjunto F, se puede
tomar por E el ¢ireulo cerrado de doble radio: | z | < 2p. lividente-
mente, se cumple todo lo que se pide en el teorema.

Supongamos alora que & no cs todo el plano. lintonces, la fron-
tera del recinto G no es un conjunto vacio y s¢ puede hablar de la
distancia de # hasta la frontera del recinto G. Designemos csla
distancia con d (d > 0) y consideremos el conjunto £ de aquellos
puntos del plano cuyas distancias hasta el conjunto F no son supe-

riores 2
7

Estd elaro que todo punto del conjunto /7 es interior com respecto
de F, y ademis, junto con cada punto z5 € & pertencee también al
conjunto E el circulo |z — 2o | < = . Bn virtnd de la observacion
hecha al comicuzo del prosente aparlado, el conjunto £ mismo
pertenece al recinlo 6.

No queda mis que demostrar que £ ¢s uu conjunto cerrado. Sea
2z un punto de acumulacion del conjunto £ y supongamos que {z,}
es wnn sucesion de puntos de I, convergente hacia z7. Como la distan-
cia del punto al conjunto es conlinua, la sucesién de nlimeros

. F = i ==z
p (24, /) converge hacia ol nimero p (z°, F), y como p (2, Yol =

(debido a la definicion del conjunto E), se tiene también: p (2, F) <
<L % e agui se deduce que z° pertonece a £. Asi, pues, el Leorema

gueda demostrado por completo. Bl nimcro indicado p se puede

1 d
tomar igual a = .
e

¢} Sea £ un subconjunto abierio no vacio del recinto G, que poscew
la propiedad de que cada uno de sus punios de acumulacion pertenecien-
tes al recinio G, perienece lambién a E; entonces, E necesariamente
coincide con todo el recinto G.
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Demostracion. Supongamos que el Leorema no es justo.
Entonces eun el recinlo G existen puntos no pertenccientes a E.
Designemos el conjunto de tales puntos mediante £;. Como el recinlo
es conexo, al menos uno de los conjuntos £ o £ tiene que contener
puntos de acumulacion del otro. Tal conjunto no puede ser £, puesto
que éste es abierlo (todos los puntos que fignran en wn entorno safi-
cientemente pequeiio de un punto de £, también pertenceen a E).
Por lo tanto tiene que existir un punto de E; que vs de acumulacion
para ££, Seglin la hipdtesis del teorema, tal punto tiene que perte-
necer a E. Llemos legado a mma contradiccion con el hecho de que
este punto pertenece a £y De esta contradiccion se deduce que el
teorema o5 juslo.

Obsérvese que las condiciones del (eorema s¢ cumplen particn-
larmente también cnando para cada punto z4 € £ el entorno del
mismo, de radio d (z,), igual a la distancia desde z, liasta la frontera
del recinio @, también pertenece a E. En efcclo. sea z, un punto de
acnmulacion de £y sea d (z;) su distancia hasta la {fronlera del
recinto G. BEntonces, para el punlo z, € E. situado en el circulo
|z —2 | < 2 ff'] . la distancia d (zg) hasta la frontera del recinto G

‘ (= F— ¢ )
sera mayor que —; U ¥ por consiguiente, ol circulo |z — 2z, | <

<< d (34), que por la hipdlesis perlenece a £, conlendrd al punto z,.
Asi, pues, Lodo punto z; € G, que es de acumulscion para E, perte-
neee 4 K. Por lo tanto, se enmplen las condiciones del teorema,
y E=G.

d) Lema de Moeine — Bovel. Seal unconjunto cerrado
¥ acolado, y sea {K} un sistema de circulos que cubren a F, en el sentido
de que cada punio de F es interior al menos para uno de los circulos
de K. En estas condiciones, erisle un wmimero finite de circulos:
K, Ka, ... K, (n221), pertenecienies al sisiema dado de circuios,
que cubren a K.

Demostremos esta proposicion por reduccion a lo absurdo. Sea
D un cuadrado con los lados paralelog a los ejes coordenados ¥ con
¢l centro en el origen de coordenadas, que contenga al conjunto F.
Los ejes covrdenados dividen a éste en cnatro cuadrados iguales,
que contienen en el interior y en los lados algunos subconjuntos
del conjunto # (algunos de estos cuatro subconjuntos pueden ser
vacios). 8i el teorema [uese juslo para cada uno de estos subconjuntos
¥ cada uno de ellos e cubriese con un pitmero finito de circulos del
sislema {A}. lo mismo serfa ciecto también para todo el conjunto F.
Por esto, nogando la justeza del teorema para todo ol conjunto F,
tenemos que negarla también al menos para uno de los subconjuntos
indicados del conjunto . Sea D, ¢l cuadrado que contiene a este
subconjunto. Dividiéndolo en cualre cuadrados iguales obtenemos

e
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un nuevo cuadrado D; que contiene algin subconjunto del conjun-
to F y para el cual no se cumple el teorema. Reiterando indefini-
damente estos razonamientos obtendremos una sucesién de cuadra-
dos encajados:

Do Dy= v ooy

las longitudes de cuyos lados, evidentemonte, tienden a cerp, ¥ cada
cuadrado contiene algin subconjunto del conjunto F, al cual no es
aplicable el teorema que demostramos.

Designemos con § el punto del plano al cual e cifie la sucesidon
{D,}. En virtud de que cada uno de estos cuadrados D, contiene
un conjunto infinito de puntos de F (si hubiera un namero finito
de éstes hallariamos inmediatamente un ntmero finito de circulos
del sistema {K} que cubriria a este conjunto), £ es un punto de
acamulacién de #. En efecto, cualquier entorno del mismo contiene
todos los cuadrados, comenzando desde uno de ellos, y por consiguien-
te, contiene un conjunto infinito de puntos de F. Como F es un
conjunto cerrado, resulta que L pertenece a /7 y, por lo tanto, segin
la hipétesis del teorema, existe un cireulo del sistema {K} que con-
tiene al punto L. Este mismo circulo contiene a todo cuadrado D,
cuyo subindice n sea suficientemente grande, de donde resulta que
contiene al subconjunte del conjunto F que pertenece a D, Bsto
esti en contradiccidn con la hipodtesis, segin la cual ninguno de los
subconjuntos indicados puede cubrirse con un nimero finito de
circulos del sistema {K}. Con esta contradiccién se termina la
demostracion del teorema.

Olsérvese que en las aplicaciones de este teorema cl sistema {X}
consta generalmente de circulos con centros en puntos del conjunto
F. es decir, de una coleccion de entornos de puntos de esle conjunto.
Naturalmente, para un sistema finito de entornos gue cubren a #,
solamente un nimero finito de puntos del conjunto # estarian situa-
dos en los centros de los entornos; los demds punlos de /7 eslardn
sitnados en los eirculos Ky, . .., K, sin coincidir con sus centros.

§ 5. EL INFINITO. PROYECCION ESTEREOGRAFICA
Y PLANO AMPLIADO

5.1. En la teoria de las funciones de variable compleja desem-
pefia un papel muy importanteelinfinito (eo), que lo conside-
raremos como un nitmero complejo impropio. Para definir adecuada-
mente este conceplo introduciremos previamente una interpreta-
cién de los nameros complejos que es muy natural en las cuestiones
de cardcter analitico. Examinemos, con este fin, todas las sucesio-
nes convergentes posibles de ntimeros complejos y distri buyamoslas
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en clases, colocando dos sucesiones en una misma clase cuando,
y s6lo cuando, sus limitles son iguales.

Iista clase la designaremos con el simbolo o, donde & es el nlunero
complejo hacia el cual convergen todas las sucesiones de la clase,
¥ la Hamaremos nimero complejo pro pio. En lo que se refiere
a cada una de las sucesiones gue convergen hacia o, diremos que
ellapertenece aa (sobreentendiéndose que o es una clase de
sucesiones).

Si e y i son dos clases (distintas o iguales) ¥ {u,} ¥ {r,} son dos
sucesiones pertenecientes a « y f§, respectivamente, de modo que
limu, =a y lim v, = f§, entonces las sucesiones {u, + vp}, {un —vn},
Ti=r 00 =00
{un-vn} ¥y {:—"} (en esta Gltima se supone que P20 y que todos los

n
mimeros v, == U) convergen hacia los nimeros @ + B, o — f, o3
¥ % , Tespectivamente, ¢s decir, pertenecen a las clases designadas por

los mismos simbolos. Tomando en lugar de {u,} y {v,} otras suce-
siones {un} €o y {v.} €p, obtenemos de nuevo que

(whkviyeazsp, {urvibeapy (o2} ed,

O sea, las sucesiones que sc obtienen al efectuar una operacion
algebraica sobre los términos de unas sucesiones arbitrarias de dos
clases dadas « y B, pertenecen a una clase determinada, respectiva-

mente: @ - B, — P, Py 2 . Por esto, resulta natural denominac

a estas hltimas clases suma, resta, producto y cociente de las cla-
ses o y p. Evidentemente, con tal definicidén, el conjunto de todas
las clases representa un campo (o cuerpo conmutativo), que es iso-
morfo al campo de los niimeros complejos: se obtiene el isomorfismo
poniendo en correspondencia a la clase de todas las sucesiones conver-
gentes hacia ¢, el nimero mismo «. Hemos obtenido la representa-
cion que necesitibamos del campo de los nimeros complejos: el
niimero complejo o puede interpretarse como la clase de todas las suce-
siones que convergen hacia c.

Para representar geométricamente a las clases usaremos como
antes los puntos del plano. Una sucesién de nimeros complejos
{u,} pertenece a la clase % cuando, y sélo cuando, el (Gnico) punto
de acumulacidén de la sucezién de puntos que representan los ntime-
0§ ,, coincide con «. Ahora construiremos el conjunto ampliado
de nimeros complejos adjuntando a los ndimeros comple-
jos propios (a las clases de sucesiones convergentes) un
nimero impropio: una nueva clase de sucesiones. Pre-
cisando, reuniremos en una clase todas aquellas sucesiones {u,} de
mimeros complejos, para cada una de las cuales y para cualquier
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positivo M > 0 se puede seiialar un ¥ tal (dependiente de la suce-
sion y del nimero M), que | u, | > M para » > N. A este clase
la llamaremos nimero complejo impropie o in-
finitoe yladesignaremos con el simbolo co. En lo que se refiere
a eada una de las sucesiones {u,} que pertenecen al mismo, se dird

que converge hacia el infinito y escribiremos: lim u, = co.
e DO

Andlogamente al modo con gue se inltrodujeron las operaciones
sobre los nimeros complejos propios, se pneden eslablecer también
las operaciones para el conjunto ampliade de nimeros complejos.
Supongamos de nuevo que «, f son dos clases (propias o impropias)
v aque {u,}, {v,)} son unas sucesiones cualesquiera pertenccientes
a ellas. Si la sucesién {u, - v,} pertenece a cierta clase v de nuestro
conjunto ampliado, ¥ el cambio de {#,} € y {v,} € P por cuales-
quiera okras sueesiones {up} € y {vn} € f no influye en el resul-
tado, es decir, {un -+ v)} pertencce, igual que anteriormente, a la
clase y, entonces y se llama suma de @@ y By = a + p. Pero si
no existe en general una clase a la que podria pertenecer la sucesion
{1, -+ vy}, 0 si esta clase puede variar al sustituir {u,} por {u.}
y {va} por {v}}, entonces se dird que ey f no tienen suma, es decir,
gue la expresién o + B carcce de sentide. Gvidentemente, ol concepto
de suma introducido de este modo para el conjunto ampliado de
nimeros complejos concuerda con el anterior, cuando o y f eran
niimieros propios (en este caso, siempro existe la suma). Si al menos una
de las elases o y B es impropia, Hegamos a los siguientes resultados:

1) @ 4 00 = o0 + o = 0o (= es un nimero propin), la expre-
5i6n oo -+ oo carece de sentido.

Para eonvencerse de lo dGltimo os suficiente tomar, por ejemplo,
dos sucesiones de la clase oo: 1, 3,3, 5,0, 7.7, 9 9, ... ¥
—1, =2, —3, —4, —5, —6, —7. —8, —9, ... Sumindolas tér-
mino a téemino, obtenemos la sucesion 0,1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, .. .,
que, evidentemente, no pertencce a ninguna clase propia y tampoco
a la clase impropia.

Del mismo modo se consideran las olras eperaciones también: la
resta, multiplicacidn y divisidn de las clases @ y f. Lo Minico que ¢o
el caso de la division hay que exigir es gue sean distinlos de cero
los términos de la sucesibn que ligura como divisor.

Se obticnen los signientes resultados:

2) & — 00 = 00 — @ = oo (g s un numero propio), la expre-
4idn co — oo carece de sentido;

3) 00 — 0ot = 00 (z es un mimero propio, distinto de
Cero), oo 00 = 00,

o oo - . it (o]
4) =0, = = oo (x es un nimero propio), la cxpresién =
carece de sentido;
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) % = oo {& es un n(mero propio, distinto de cero), la expresion
%— carece de sentido.

5.2. Como observé por primera vez Riemann, para la represen-
tacidn geowmdétrica del conjunto ampliado de los niimeros complejos
es conveniente emplear la esfera. Consideremos alguna esfera § de
radio 1 y un plano Il que pase por su centro O (fig. 6). Tomando en 11
un sistema de coordenadas rectangulares xy con el origen en O, se
pueden representar todos los niimeros complejos propios en el pla-
no II. A cada uno de cllos ponemos en correspundencia un punlto

FIG. 6

determinado de la esfera. Con este fin, trazamos por O un diimetro
PP’ perpendicular al plano IT y unimos uno de sus extremos /* con
un punto arbitrario 4 € II mediante un segmento recto. Esle scg-
menlo {0 su continuacion) se cortard con la esfera en cierto punto
A’, distinlo de . Al punto 4 ponemos en correspondencia esle
punto de la esfera. [ividentemente, de este modo se establece una
correspondencia biuniveca enlre los puntos del plano y tlodos los
puntos de la esfera (a excepcidn del punto 2). Lste mélodo de
hacer corresponder a los puntos del plano los de [a eslera, se denomi-
na proyecciébn estereogrifica (de la eslera sobre el plano
o del plano sobre la esfera). Si el punto A representaba en el plano
un ndmero complejo determinado @, aqui consideraremos a su
punto correspondiente A° de la esfera como la imagen del mismo
nimero complejo.

Para mayor [acilidad en la expresion emplearemos la lermino-
logia geogrifica, denominando ecuador de la esfera a la circunferen-
cia obtenida en la interseecion de la esfera S con el plano [1; los
puntos £ y P’ se llamarin polo norte y polo sur, respeclivamenle;
los circulos méximos que pasan por los puntos P y #° se llamaran
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meridianos y, en particular, el meridiano siluado en el plano £Ox
se llamard meridiano inicial, etc. Entonces, facilmento se observa
gque los puntos del plano [1 situados dentro de la circunierencia
unidad (la cual coincide con ¢l ecuador), se representan en la esfera
por puntos del hemisferio sur (el cual contiene a £"), mientras que
los puntos situados fuera de la circunferencia unidad se representan
por puntos del hemisferio norto (el cual coaliene a ). Del mismo
modo, los puntos del somiplano superior {(y = 0) se representan por

4 )

FIG. 7

puntos del hemisferio oriental (con ¢l cual se corta el semieje ]_1031-

tivo Oy), micntrag que los puntos del semiplano inferior (y << 0)

se representan por puntos del hemisferio occidental, ete.
Introduzcamos en S las coordenadas esléricas (geograiicas):

lalatitud @, gque se mide desde el ecuador, desde 0 hasta -n)-

¥ & . T " :
en el hemisferio norte y desdo () hasta — = en el henisferio sur. y la

longitud A, que se mide desde el meridiano inicial (0 con mas
precision, desde su punto de interseccion con el semieje posilivo )
en direccion positiva desde 0 hasta a (inclusive} y en direccion
negativa desde O hasta —n (exclusive).

De la fig. 7 se deduce que en la proyeccidn eslercogrifica

argz=>% y |z[.—=tg(i---_--‘—r') :
Por consiguiente, el punto de la esiera de coordenadas & y ¢ repre-
senta sl nitmero complejo

z=1tg (TI_}) {cos A+ isen A). (5.2:1)
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Reciprocamente: el nimere complejo z 5= 0 se representa por
el punto de la esfera de coordenadas X = argz y ¢ =
=2 aretg|z| -—-‘2!'—

Sefalemos también las f6rmulas que relacionan las coordenadas
carlegianas de los puntus de la esfera A" (5. m, &) vy los puntosdel
plano A (z, y, U) en la proyeccién estereogrifica.

Como

E=cos@-.cosh, M= oS- senk, L=—seng

¥
1
cos = son (2 lp)_ 21 (T"‘%) 2]z
= T - 1 -3
T e ()
I
m 1= (T+?] 12]2—1
SeN - — C08 (T—Hp): e T ey TLER’
e () "
se tiene
o on  2]z|cosh 2z
E=cos@eos A= 11z #A+pPr1
- . 2|zlsend 2y E o,
n=cosgseni= T Py Py (2.2:2)
C_ﬁ—!—ﬁ—i
=ZFaFi
Por otra parte,
_ i+1g
3=1;g(_‘;‘_—-‘—,[‘-) {cosa-—a‘sen},)—-—q:{cos?k-{ isen k)=
2 1182
v ¢
cos 5 —fen -5 T {_ “i
— = (cos k- isen R}——E—(cosk Lisen )=
Ug i seng
COS ——— S80I —
2 2
de donde "
TR i | 9.4
T=—g7r Y=g (5.2:3)

Las formulas oblenidas resuelven por completo el problema de
la proyeccién estereogralica.

De ellas, en particular, se deduce la propiedad homo-
ciclieca de la proyeccidén cstereogrifica: en esta proyeccion,
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a las circunferencias do la superficie de la esfera corresponden en el
plano también circunferencias o rectas (estas (ltimas corresponden
a las circunferencias de la esfera que pasan por su polo norte). En
efecto, cualquier circunferencia de la esiera S se obtiene en la inler-
seccidn de § con cierto plano

A5 L Bn-|-CL — D =0. L (5.2:4)

De aqui, en virtud de las férmulas (5.2:2) se deduce que los pun-
tos correspondientes del plano satisfacen a la ecuacion

Aet By + 5 €+ D) (& %) +5(D—C)=0.  (5.2:5)

Esta 0ltima o8 la ecuacién de una circunferencia si € 4+ D == 0
v la ecuacion de una recta si € + D —= 0. Pero € + D es el resultado
de sustituir en ¢l segundo miembro de Ja ecuacién (5.2:4) las coorde-
nadas del pelo norte (0, O, 1). Asi, pues, en el plano 11 se obtienc una
recla o una circunferencia, segin que pase por el polo norte o no la
circunfercencia de la esfera.

Sciialemos, en particular, que enando ¢l plano (5.2:4) sea parale-
lo al plano del ecuador, es decir, cuando la eirennferencia de la
esfera sea wno de log paralelos, enlonces 4 = B = 0 y ¢n el plano
resnlba una gircunferencia con el eentro en el origen de coordenadas:

(C -D)y(z*-| y*) = C—D.

Si el plano (5.2:4) pasa por el eje 2247, es deeir, si la circunlecencia
«o ta esfera os uno de los meridianos, entonces € — D =0 y en el
plano resulta una reeta que pasa por el origen de coordenadas:

Az By =0,

Claro, estos resultados podrian observarse también particndo
directarmaente de la definieién de proyeceidén estereogrifica.

Toda circunferencia y de la superficie de la csfera, que no pase
por un punto dado 3 de la esfera, divide la esfera en dos parles,
una de las coales contienc a M’ y la otra no lo contiene; a la primera
de ellas la Hamaremos entorno del punte M.

Una vez definido el concepto de entorno de un punto de la esfera,
se puede generalizar inmediatamente el concepto de punto de acumu-
lacion, de conjunto cerrado y abierto, de curva conlinua. de recinto,
ete, para los conjuntos de puntos considerados en S.

Por e¢jemplo: un punto de la esfera se llamard punto de acumula-
cién de un conjunto dado E cnando, y s6lo cuando, ¢ualguier entorno
del mismo conliene un conjunto infinito de puntos pertenecientes a E.
Respecto de cada terna de funeiones reales E = ¢ (£), n = (¢),
L == y () del pardmetro real #, definidas y continuas en un seg-
mento a <Z £ < b, que cumplen ademis la condicién ¢ (&)1 +
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“+ I (OB Ty (02— 1, se dird que ésta determina una curva conti-
nna {esférica), ele.

Consideremns una sucesion de mimeros complejos {i,}, conver-
genle hacia el nimero « (propiv). el cnal es el afijo del punto A.
Si los niimeros u,, son los afijos de los puntos U, entonces A es un
punto de acummlacién de la sucesion {{/,} (v ademds el vnico).
Facilmente se observa que el punto A’, que reprosenta en la esfera el
punto o, es también un punto de acumulacién (y ademis, el finico)
de la sucesidn de puntos de la esfera U, que representan los ndine-
ros it,.

Supongamos ahora que la sucesién de ndmeros complejos {v,}
pertenece a la clase impropia co. Entonces, para cnalquier M = ()
fos puntos V,,, que representan a los nameros ¢, en el plann, comen-
zando desde cierto subindice n = N, estarin situados fuera del '
eircnlo de radin 3. Los puntos correspondientes Vi, de la esfera se
gituaran en el enlorno del pole norte, limitado por cl paralelo coya
proyeceién sohre el plano es la circunferencia |z | = M. De aqui
se deduce que el polo norte serd el dnico punto de acwnulacion
para cnalquicr sucesién de imdgenes de puntos, que pertenezea a la
clase impropia.

Reciprocamente: {oda sucesion de puntos de la esfera, para la
cual ¢l polo norte sea ¢l tinico punto de acumulacién, representa
cierta sucesion de la clase impropia. Por cierto. todo esto se deduce

de Ta relacion (H.2:1) hallada anteriormente: |z | = tg (f‘: r%) i
En efecto, para la sucesidn {z,} la relacion

lim|z,|= -+ oo
fi—»o0

es equivalente a la relacion

Lint @y == — .

2
Flew L

e acuerdo a esto, aqui consideraremos ¢l polo norte
de la csfera como la imagen geomélrica
del namero impropio oo.

5.3. Ya vimos gue mediante la proyeccidn eslereografica se
obtiene nna representacién binnivoca (o aplicacion biyectiva) y con-
tinua de la esfera, a excepcidn del polo norte, sobre todo el plano *),
de modo que la esfera puede servir para representar los mimeros
complejos propios igual gque el plano. La existencia en la esfera

*) Es decir, que a cada sueesidn de puntos de la esfera, convergente hacia
el punto 4’, distinto éste del_polo norte, corresponde en ¢l plano una sucesién
de puntos, convergente hacia el punto 4, que es la proyeceién de 4°, ¥ viceversa.
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de un punto més, precisamente del polo, gue representa naturalmente
al niimero complejo impropio, permite considerar a la esfera como
un modelo de plano ampliado, obtenido del plano
finito u ordinario mediante la adjuncion de un punto mas:
del punto im pro pio o puntodel infinito. A continuacion, efec-
tuando la proyeccifn estereografica, representaremos ¢l plano
ampliado (la esfera) en forma de un plano finito, completindolo
mentalmente con un punto impropio: con el punto del infinito del
plano. En este caso, ¢l entorno del punto del infinito se representard
por ¢l exterior de un cireulo arbitrario, por ejemnplo, de un circulo
con centro en el origen de coovdenadas.

Obsérvese que no se debe confundir el plano ampliado con el
plano proyectivo que se obtiene del plano finito por
adjuncién de un conjunto infinito de puntos impropios que forman
una recta impropia. Para construir un modelo de plano proyectivo,
es suficiente tomar una esfera que sea tangente al plano en el polo
suc. Proyectando sobre el plano, desde el centro de la esfera, los
puntos del hemisferio sur, se establece una correspondencia biuni-
voca y continua entre todos los puntos del plano y los puntos dol
hemisferio sur (excluyendo de este dltimo los puntos del ecuador).
A cada recta del plano le corresponderd en el hemisferio la mitad
de un eirculo maximo; al conjunto de rectas paralelas entre si, le
correspondera el conjunto de mitades de los cireulos maximos que
pasan por un mismo par de puntos diametralmente opuestos del
ecuador. Este par de puntos sc considera como la imagen de un
punto del infinito del plano proyectivo, que es comiin para todas
las rectas que llevan la misma direccién.

A todos los puntos del infinito posibles del plano proyectivo
les correspondera el conjunto de todos los pares de puntos diametral-
mente opuestos del ecuador. Este conjunto se considera como la
imagen de la recta del infinito. :

Por lo tante, el modelo del plano proyectivo se obtiene del hemis-
forio identificando cada par de puntos diametralmente opuestos
del ccuador.

Seiialemos que en el plano ampliado cualquier sucesion de puntos
posee al menos un punto de acumulacién. En electo, si la suce=idn
esté acotada, la existencia de un punto de acumnlacién se deduce del
teorema de Bolzano-Weierstrass. Si no es acotada, el exterior de
eunalquier circulo, es decir, cualquier entorno del punto del infinito,
contiene un conjunto infinito de términos de la sucesién. De aqui se
deduce que el punto del infinito es un punto de acummnlacién para
cada sucesidon no acotada.

Eun resumen, en el plano ordinario existen sucesiones que carecen
de puntos de acumulacién, mientras que en el plano ampliado (en
Ia esfera) cualquier sucesion posee un punto de acumulacién. Esta
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circunstancia se expresa diciendo que ¢l planono es compac-
t o y que ¢l plano ampliado es compacto.

Generalizando el concepto de limite, llamaremos convergente
a cualqnier sucesién de puntos de! plano ampliado que contenga
solamente un punto de acumulacién. Este Gltimo se llamard limite
de la sucesiomn.

Si 6 es un conjunto infinito no acotado del plano ampliado, el
punto del infinito serd un punto de acumulacién para el mismo.
Debido a esto, el conjunto & no puede ser cerrado si a él no pertenece
¢l punto oo.

Por ejemplo, el conjunto 1, 2, ..., n, ... no es cerrado on el
plano ampliado, mientras que en el plano finito es cerrado.

Si G es un recinto no acotado, el punto oo puede ser o punto fron-
tera, o punto interior al mismo. Como ejemplos del primer caso
se pueden seialar: un semiplano, un fngulo, cualquiera de los dos
recintos limitados por una pardbola o por una de las ramas de nna
hipérbola, una franja o nna semifranja, etc.

En el segundo caso tiene que existir un enlorno del punto oo
que pertenezea al recintoe y, por consiguiente, que no contenga puntos
frontera del recinto G. Por lo tanto, en este caso, la frontera del
recinlo G es un conjunto acotado. Puede servir de cjemplo el exte-
rior @ de cualquier curva de Jordan I', por ejemplo de una circun-
ferencia, anadiendo también a & el punlo oo. Si esto ultimo no se
hiciese, resultaria otre recinto &', euya frontera constaria de la
curva I" v del punto aislado del infinito.

La definicién de orden de conexién de un recinto en ol plano
ampliado se introduce independientemente de que el recinto sea
acotado o no. Asi, pues, un recinto @& se llama simplemente conexo
en el plano ampliado, si sn frontera es un continuo. Esta definicién
concuerda con la anterior (pag. 61) en el caso de un recinto acotado.
También concuerda con la definicién generalizada dada en la pag. 64
puesto que la frontera de un semiplano, de un dngulo, de una franja,
ete, Tepresenta un continuo del plano ampliado. No obstante, en el
caso del exterior @ de una curva de Jordan T, la nueva definicién
da lugar a otro resultado. Precizamente, el exlerinr mencionado
(si se le anade el punto del infinito) es un recinto simplemente cone-
xo del plano ampliado.

Los recintos que no son simplemente conexos los llamaremos mil-
tiplemente conexos. Por ejemplo, excluyendo del exterior & de una
curva de Jordan T el punto oo, obtenemos un recinto miltiplemente
conexo G, Si la frontera del recinto G puede representarse en forma
de un namero [inito p de continuos, que carecen de puntos comunes
dos a dos, entonces se dice que & es de conexidn finita, precisamente,
de conexién de orden p. Por ejemplo, el exterior de un circulo del
c¢ual se ha excluido el punto del infinito, es un recinto ¢onexo de
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segundo orden. Si fa [ronlera de G no puede agotarse con wun mimero
finito de continues que carczcan de puntos comunes dos a dos, enton-
ves se dice que el recinto G es de conexion infinita.

Se puede demostrar que la definicién admitida de recinto simple-
menle conexo del plano ampliado es equivalente a la siguiente:

Un recinto & se llama simplemente conexo, si para cnalguier
curva corcada de Jordan y, perteneciente a G, el interior o el exte-
rior de y pertencee a G.

La demostracién de la cquivalencia de una y otra definicidn
dejaos a enenta del lector.

Il concepto introducido de punto del infinilo permnite generalizar
an poco el eonceplo de funcién de variable compleja. Precisamente
ahora ¢! punto del infinito puede estar incluido en ol conjunto de
valores del argumento o en el conjunto de valores de la funcién,
o hien. finalmente, en uno y en otro.

Debido a esto se puede hablar del valor de la funeién en el puato
del infinito (este valor mismo puede ser linito o infinito) o del valor
infinito de la funcién en un punto finito. Bl motive de tal generali-
zacion del concepto de Funcién se busa en la continuidad. Ademis,
admitimos la giguiente generalizacion del concepto de limite para
los casos en los cuales el punto zg o el limile 4, o bien, finalmente,
zo ¥ A, son impropios:

lim f(3) = A,

22y
si para cualquier sucesion {z,}, convergente hacia 3z, se ticne:

lim f (z,) = 4.

M= s

La Luncion se lama continua en el punloe zo (en senlido
generalizado) si

lim f(3) = f (z0)-

Z-Ii

Flay dos casos fundamentales en los que es conveniente inteodu-
cir log valores impropios del argumento o de la funcién.

1) Si la funeién f(z) esti definida en un conjunto E para el
enal el punto del infinito es un punte de acumulacion, v f (z) en
¢l conjunto £ tiende a un limite determinado 4 (finito n infinito)
euandn z tiende al infinite, cntonces es conveniente generalizar
también la definicién de [ (z) para el ponto del infinito haciendo
f(o0) = 4.

Asi, por ejemplo, si [ (z) ¢s una funcidn racional

f(a) e SonE

P (an =0, bps=1),
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entonces existe el Mmite: lim f(3), igual a 0, si m>=>n, igual
T=4CC &

14 . . . »
@ %, si m=mn, y finalmente, igual a oo, si m<Zn. De acuerdo
m

a esto, hacemos:
[ 0
Foo) — 4 am.

n
o0

2) Si la funcion f (z) estd delinida en wn conjunto #, para el
cual z, es uo punto de acwmulacién, v f (z) tiende hacia oo cuanio
el punto z del conjunto £ tiende hacia z,, entonces ¢s conveniente
gencralizar también la deflinieidn de f (2) para el punto z5, haciendo
f (5o} = oo.

Asi, si zg ¢s un cero del polivomio by + Bz -+ . . . b,2" v no es
an cero del polinomio aq |- @z < - . . -~ @,z", entouces f (z) =

. T
= ———-::_t;l;z:_‘_{::; tiende hacia oo cuando z — z4, lo cual sirve
de base para hacer f (z;) = co.

Fn virtud de la definicion admilida, 1a funcidén f (z) escon ti-
nua en ¢l sentido general en cada uno de estos
casos en el punte correspondiente: en el primer caso, en el punto
z = oo y en ¢l segundo, en el puntoe z;.

5.4. Demostremos que en la proyeccion esterengrdfica los dngulos
entre lus curvas de la esfera son iguales a los dngulos entre sus imdgenes
en el plano. Sca M, (Eg, "o. Cp) un punto cualquicra de la esfera
{distinto del polo norte) y ¥, wna curva conlinua que pase por el
punto M, y quc tenga tangente en el mismo. Esto significa que
entre las dislintas representaciones paramétricax de la curva y'
existe una

E=q(th n=vy@), E—x) Ae@OF + PO 1),
tal que las funciones ¢, | y 3 son diferenciables pava ¢ -, y
" 1 |- [ (D1 — %" (6))* == 0.
La imagen del punto M, en la proyeccidn esleceogrifics seva

el punvo del plano Mg (xs, ¥o, 20) ¥ la imagen de la cueva 37, la
curva y:

T E @ () | e}

-t 1=’ YT T1—=p

Para los wimeros x'(fy) ¥ ' {{;) que caracterizan la direccion
de la tangente en el punto My, se tiene:

=Y U—W T8 W=+
a—goe ' ! 502



80 CAP. 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES

o g ERNE) (= LR 2 (ol a0 L (A —La) 272 3 -nd)
il ik REAL :

Pero
B4ni=1—0 v & +nm'=—0l";
por consiguiente,
, g (B0 (-5 — 0 Q52 L2 (=80
'yt = At o
@y (=Lt —lg)? it
(T—&oi¢ (—to* °
Considerando ahoraldos eurvas ¢ y v, que pasen por ¢l punto
M, de la esfera y sus imédgenes y y y; en el plano, que pasan por el

punto M,, para el coscno del dngulo @ entre las curvas y y y; en el
punto M, hallamos:

=2 4y’ _

Vo Ve +up?
15 (=0 + 8Bl (51 (1— Eo) + Likol + [0 (1 —Lo) -+ Lol [y (4 —Lp) +-Eimod _

A—L? VE W02 VER -+l + &

_ S (L% (Bof' +mon) & (- L) |
(1= VET T e +52 VET i+
&, (Eobit+nami) &' (1 —Lo) +E L @ )

Lo VEETHEFE2 Vi T4t

Pero E4-m=1—0, & +non'= —Lb' v del mismo modo,
Bk b momy = —&E5s

CoORdl =

por lo tanto
EEr ) = — 88 ot =86 (Ge— DL =80
(1—Le VERHNT+LE VET+af +L4F
_ I

VER 0 VEE R 0
Aqui, evidentemente, o' es el dngulo entre las curvas esféricas
v1y v, en el punto M. Con esto queda demostrado lo que se afirmaba.
La representaci6n (o aplicacion) de una superficie (o de un recinto
sobre una superficie) sobre otra $¢ llama conforme =i en ella
no varian (se conservan) los dngulos entre las curvas. Se puede decir
ahora que la proyeccidn estereogrifica de la esfera sobre el plano es una

representacién (o aplicacion) conforme.
La proposicién demostrada permite sustituir la medicién de los
angulos entre las curvas de la esfera por la medicién de los dngulos
entre sus imagenes en el plano, y viceversa. Consideremos, en parti-

cos o —

=cosa'.
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eular, los dngulos formados por las curvas que pasan por ol punto
del infinito. ¥n el plano, tales curvas (curvas continuas
del plano ampliad o) serepresentan en forma de proyec-
ciones dc las curvas esféricas que pasan por el polo norte.

Sit=q(),n=y(01), =1y, a<tb, son las ecuaciones
paramétricas de una curva continua y de la esfera, la ecuacion de
su proyeccion T tendrd la forma

_tdin_ 9®+iwe _
el o e e R

l.a funcién f () estd definida y es continua para todos los valores
de t del segmento [a, b], a excepcién de aquellos valores ¢ = 7
para los cuales % (f) = 1 (y, por consiguiente, [q(2)I2 + Ly ()2 =
=1 — [ @) =0, osea, ¢ (f) =P (t) = 0). Pero, cuando £ — =,
el punto de la curva y tiende hacia el polo norte y, por lo tanto,
f (£) = oo. Debido a esto, se puede definir f () en todo el segmento
[a, b], conservando la continuidad (en el sentido generalizado),
haciendo f (1) = co.

Supongamos que, en general, se tiene alguna funcién z = F (f),
definida y conlinua en el sentido generalizado en el segmento la, ]
(que ahora puede ser infinito hacia uno o hacia ambos lados). En-
tonces, las coordenadas (€, m, &) de los puntos de la esfera que se
proyectan sobre z = F (f) seran, evidentemente, funciones de ¢,
definidas y continuas en [a, b] en sentido ordinario (si el segmento
es infinito, por ejemplo, b = oo, estas funciones tendrdn unos limites
‘determinados cuando ?— oo; pasando a otro pardmetro: ¢’ =
= arctg f, podemos reducir el problema al caso de un segmento
finito). De aqui se deduce que toda funcién z = F (¢}, deflinida y
continua en sentido generalizado en un segmento (¢, bl, determina
una curva continua en el plano ampliade.

Pueden servir de ejemplos: la recta z = (ot + P) -+ i {y¢ + 6),
donde o + v* = 0 y la funcién z se hace igual a oo para ¢t = oo; la
paribola, por ejemplo, z = af® 4 Pt + v) + i (8¢ + &), donde
o? + 8% == ( y la funcidn z se hace igual a co para { = oo; la hipér-
bola (por ejemplo, z = E—“—-“;—‘E%ﬁ ,dondea==0, bs£0,yla
funcién se hace igual a oo para ¢ = 4 1), ete.

Dos curvas planas Ty y Ty forman un dngulo con el vértice en el
punto del infinito, si las curvas Ty y T, que les corresponden en la
esfera (I'y y T’y son las proyecciones estereograficas de I'y y I';) forman
un dngulo en el polo norte’(es decir, poseen tangentes en este punto).
Por definicién, el valor de este dltimo dngulo se toma por valor del
dngulo entre las curvas I'y y 'z en el punto del infinito.

Consideremos, en particular, dos rayos rectilineos I'y y I'y que
partan de un punto M, del plano bajo un dngulo c. A ellos, en la
8—1199
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esfera, les corresponderdn, dos arcos de circunferencias I} y I,
que unen el punto M, de la esfera con el polo norte P. Segun lo
demostrado en el presente apartado, [ y 1), forman en ¢l punto M,
un dngulo igual a «; pero, en virtud de las conocidas propiedades
de la esfera, I} y I; tienen gue formar el mismo &ngulo en el pun-
to P, es deeir, ¢l Angulo . De aqui se deduce gque los rayos I'y y T,
también forman en el punto del infinito un dngulo igual a a.

“Tomemos ahora por I'y ¥ Ty dos rectas paralelas; en la esfera
a ellas les corresponderdn dos eircunferencias I'; ¥ 1'; que pasan por
P y que poseen agui tangente comin. De acuerdo a esto, el angulo
entre I, y I';, y por consiguiente, también entre T'y y T'; serd igual
a cero.

El lector tiene que acostumbrarse a considerar la parte del plano
comprendida entre dos rayos rectilineos (un dngulo} o entre rectas
paralelas (una franja) como un bidngulo con dos angulos iguales.
Uno de los vértices de este bidngulo {en el caso del dngulo) o ambos
(en el caso de la franja) estdn situados en el punto del infinito.

5.5. A las transformaciones elementales de la esfera en si misma,
mediante la proyeccién estereografica, les corresponden ciertas
transformaciones del plano en si mismo. Hagamos girar la_esfera
en el Angulo 5 alrededor del didmetro que 1leva la direccion del eje z.
IEntonces, el hemisferio norte pasard al sur y el sur al norte; en
particular, se cambiardn de sitio los polos norte y sur, es decir, los
puntos que répresentan al oo ¥ al 0. Adem4s, se cambiarin de sitio
los hemisferios occidental y oriental. El ecuador y el meridiano
cero se quedarin en sus sitios. De todo esto se deduce que la trans-
formacién considerada de la esfera es equivalente a la siguiente
transformacién de las coordenadas esféricas:

¢ se suslituye per —@,
A se sustituye por —A.
Veamos cuil es la transformacién del plano gue corresponde a

esta transformacion de la esfera. Sustituyendo en la férmula (5.2:1)
¢ y A por —¢ y —A, en lugar do z obtenemos el nuevo punto:

1
tg (%—+323-) (cos A4-1sen )

t=tg (F —+5) (cosh—isenh)=

el
Tz

Por lo tanto, a la rotacién de la esfera en el dngulo m alre-
dedor del eje real le corresponde la transformacién del plano
expresada por la ecuacién

wle

e
f
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En este caso, el exterior de la circunferencia unidad (correspon-
diente al hemisferio norte) se transformars en el interior de la misma
(correspondiente al hemisferio sur). Los semiplanos superior ¢
inferior (correspondientes a los hemisferios occidenlal y oriental)
tamhién se cambian de sitio. La circunferencia unidad (imagen del
ecuador) y la parte positiva del eje real (imagen del meridiano
cero) se transforman en si mismos.

Es de particular importancia el hecho de que en la transforma-
cién indicada se cambian de lugar el origen de coordenadas y el
punto del infinito, que rcpresentan las imégenes de los polos sur
y norte. También se cambian de lugar los entornos de estos punlos.
Lo expuesto concuerda con las conocidas igualdades, referentes al
namero complejo impropio co:
L |
T T =
Estas expresan la correspondencia existente entre los puntos 0 y oo
del plano ampliado, establecida mediante la transformacién = i

Esta @ltima transformacién se emplea constantemente en todas las
cucstiones en Jas que figura ¢l punto del infinito. Ella reduce ok
estudio de este Gltimo punto y de cualquier entorno del mismo al
estudio del punto cere y de su entorno correspondiente.

Obsérvese que como la proyecccion estereogrifica es conforme y
posee la propicdad homociclica, la transformacién C= -% tamhién
es conforme y posee también la propiedad homoeiclica. Comprobemos
la primera afirmacién.

Si y es una eircunferencia cualquiora ¢ una recta del plano z,
la circunferencia de la esfera que le corresponde en la proyeccidn
oslereogrifica, después de haber realizado la rotacién econsiderada
de la esfera, se transformard también en una circunferencia. Pero
a_ecsta filtima en Ja proyeccién estereogrifica le corresponde en el
planc una circunferencia o una recta v'. Esta es precisamenle la

imagen de la linea y en la transformacién { = - Por cierto, la

propiedad homociclica de la tltima transformacién se expresa en
que las imdgencs de las rectas y circunferencias en esta transfor-
macion son también rectas o circunferencias. De un modo semejante

‘s i i
se comprieba también que la transformacién { = ~ s conforme.

Sefialemos que ambas propiedades indicadas se establecerdn para
unas transformaciones més gencrales en los apartados 23-2.4v4.3
del scgunde capitulo, sin aplicar la proyveccién estereogrifica.

5.6, Consideremos de nuevo la definicién de dngulo con el vér-
tice en el punto del infinito. En lugar de la definicion formulada
al final del apartado 5.4, se puede dar otra equivalente.

o0 =

6*
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Sean I'; y I'; dos curvas continuas del plano ampliade que pasen
por el punto del infinito y que formon en el mismo un angulo c.
Segiin el apartado 5.4, esto significa que Ty y T'; son las proyecciones
estersograficas de unas curvas continuas ys; ¥ 7, de la esfera, que
pasan por el polo norte y forman en el mismo el dngulo c.

Haciendo girar la esfera en ol dngulo x alrededor del eje x, las
curvas y; ¥ Y2 se transforman en unas curvas nuevas y, ¥ ¥, que
pasan por el polo sur de la esfera y que forman en ¢l también el dn-
gulo a. Sus proyecciones estereogrificas sobre el plano serin unas
curvas continuas I} ¥ T que forman en el origen de coordenadas
(la proyeceion del polo sur) el dngule ¢.. Pero, por olra parte, segiin
lo expuesto anteriormente, las curvas I'; y T; pueden obtenerse de

lag curvas Ty y ', mediante la transformacién { = % De aqui se

deduce que, si dos curvas I', y Iy del plano ampliado forman un
dngulo o en el punto del infinito, entonces, sus imagenes I} y-T5,
obtenidas mediante la transformacion § = T forman entre si
en el origen de coordenadas el mismo dngulo o.

Siguiendo nuestros razonamientos en orden inverso nos conven-
cemos de gue si se sabe que I'; y T, forman en ol origen de coordenadas
un angulo @, de aqui se deduce que sus imigenes Iy y I’y en la trans-

i 1 . g M
formacién ¢ = —z-forman también en el punto del infinito el an-
gulo ¢. Por lo Lanto, se puede sustituir la definicion inicial de dn-
gulo con el vértice en el punto del infinito por la siguiente defini-
cién equivalente: se dice que las curvas continnas I'y y T'; del plano
ampliado, que pasan por el punto del infinito, forman en este punto
un angulo & cuando, y sélo cuando, las imdgenes de estas curvas,

obtenidas como resultado de la transformacién & = %, forman
en el origen de coordenadas el angulo a.



CAPITULO
SEGUNDO

LA DERIVABILIDAD Y SU SIGNIFICADO
GEOMETRICO.
LAS FUNCIONES ELEMENTALES

§ 1. LA DERIVADA. CONDICIONES
DE D’ALEMBERT — EULER

1.1. Sea f (z) una funcién de variable compleja, definida ¥y uwniforme
en cierto conjunto E, y sea z, algiin punto de acumulacién de este
conjunio, perteneciente al mismo. Formemos la razin de diferencias

1&—1 )
z—1z

Evidentemente, ésta representa una funcién de z, definida para
todos los puntos del conjunto E, distintos de z,. Si existe el
limite

lim f_(z)ﬂf(zn)'

z2zg, 2EE T Zy

éste se llama derivada de la funcidn f(2) sobre
el conjunto Een el punto z;, y se designa medianle
/e (2¢) 0, mas abreviadamente, /*(z,). La luncidn f (z) que posece
derivada se llama derivable (0 diferenciable o
monogena sobreelconjunto Fenel punto z,.

Xn el caso particular, cuando E es un intervalo del eje real
(linito o infinito), f (z) es una funcién de la variable real z = z, que,
en el caso general, toma valores eomplejos: f (z) = f (z) = ¢ (z) +
-+ 8 (x). Siyp (r) = 0, es decir, si los valores de 7 (z) también son
reales, las definiciones dadas de derivada y derivabilidad coinciden,
evidentemente, con las definiciones ordinarias del caloulo dife-

rencial. Si1p (z) 5= 0, escribiendo ZE;—?-—_-—%@ en la forma lﬂ%_j%%) +

+ 3"1"—(—%%”“] » en virtud del ap. 3.6 del primer capitulo, sacamos

la conclusién de que la derivada §* (x) existe cuando, y s6lo cuando,
existen las derivadas ¢’ (z) y ' (x); en este caso, /' (z) = ¢’ (£} =
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-~ #p’ (x). Asi, por ecjemplo, si f (2) = a cos x - ib sen =z, se Liene,
' {x) = — asen & -+ ib cos .

Designando f (z) — f (24} mediante Af (z) (ol incremento de la
funcién) y 2 — z, mediante Az (el incremento de la variable inde-
pendiente), escribimos la condicion de derivabilidad asi:

A . .
=1 (20) = & (20, A3),
donde (25, Az) — 0 para Az—0(z€ £). De agqui se deduce que el

incremento de una funcion derivable puede representarse en la
forma:

Af (D)= A-Az4-e(zy, A) Az (A= (z)) (1.1:1)

donde A no depende de Az v & fiende a cero junto con Az.

Reciprocamente: toda funcitn, para la cnal el incremento puede
representarse en la forma (1.1:1) con las mismas condiciones res-
pecto de A y e (z, Az), es una funeién derivable y su derivada es
igual a A. Tn efecto, de (1.1:1) se deduce que el limite

lim A&
Az—ai) 2
existe y es igual a A. Por lo tanto, la representacion del incremento
de la funcidn en Ja forma (1.1:1), donde A no depende de Az y &
tiende a O junto con Az, es la condicidon necesaria y suficionte para
la derivabilidad de la funcién, Obsérvese gque de (1.1:1) se deduce
inmediatamente que una funcién derivable en un punto z, € £ es
conlinua en este punto (sobre este conjunto).

Designando Az medianto dz (diferencial de la variable indepen-
diente) y 4-Az = fg (z,) dz mediante df (z) == dgf (z) (difercncial
de la funcién), obtenemos para la derivada la siguiente expresion
mediante diferenciales:

(Az = z—34; z2€ E)

.ﬁl‘ (zo) o dEd!z(-J .

Aclaremos con un ejemplo el papel que desempeiia en la defini-
cian del conceplo do derivabilidad el conjunto £ sobre el cual se
toma la derivada. Supongamos primero que £ es el eje real y f (z) =
= f (a4} = z, Enlonces, la derivada fg (z) existe para cualquier
x € £ y es igual a uno, es decir, la funcion es derivable en todo el
conjunto £, Prolonguemos ahora la funeion f (z) a todo el plano
complejo £y, poniendo como antes f (z) = x. EvidentementLe, esta
funcion es continua para cualquier z y coincide con la funeién inicial
eunando z € E (es decir, cuando y = 0). La razon de diferencias es
agqui igual a;

fE)—1(z) _ {(z—xq}
1=y @) FiU—v0 "
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Esta no tiene limite para z — z, (z, €3 un punto arbitrario del plano),
puesto que es igual a 0 cuando £ = 2, ¥ ¥ 5= Yo, ¥ €S igual a 1 cuando
T 5= 2y ¥ Y = Yo Resumiendo, la funcién f (z} = = no es derivable
sobre el plano en ningién punto.

1.2. De la delinicion de derivada y de las propiedades de los
limites de las funciones de variable compleja se deduce que las
reglas fundamentales, conocidas en el cdleulo diferencial, son vilidas
también para las derivadas de las funciones de variables complejas
sobre un conjunto.

IHe aqui estas reglas:

1. Si f(2)=r¢, entonces dggz} =0.

o dlef () i@
R A

E dz
3. Ti;=1'

b H @@+ @) =L D A
5. (/1@ 2@ Fn (@] = T2 (&) fa(2). . .Fa (2) LB 1

R CHICREACE: SE SRS ACT ORI SIOL
6. L (f@N =nlf @I (). 6. () =ns"L

f A %(ﬂg-f—ﬂﬂ—l—*...-}-anzn):al+2azz+H__’_Ranzn—l_

i@y POB-ne e b2
* Tz !z(ZJ]= [2G8

Aqui se supone que todas las funciones f (z), fi (3), f2 (3), . ..
son derivables en el punto dado z del conjunto E. En la regla 8,
se cxige, ademdas, que f, (z) sea distinta de cero.

9. Regla de derivacidén de las funciones
compuestas. Supongamos que la funcién w = f (z) es deri-
vable en un punto zy € E y que wy = f (30) es un punto de acumu-
lacién para el conjunto ¥ de los valores que toma esta funcién en E.
Consideremos una funcién Z = ¢ (), definida en F y derivable
en ¢l punto w, sobre este conjunto. Entonces, la funcién compuesta
Z = g [f {(z)] es derivable en el punto z, sobre el conjunto %, y ademds,

dpelf (z) _ dr@(w) dgfls) A
dz T dw dz (t.2:0)
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En efecto, supongamog primero que en cualguier entorno del
punto z, existen puntos z € E, z s£ 24, tales que f (2)= f (z5) = wy.
Entonces existe una sucesién de puntos {z,} del conjunto E, conver-
gente hacia zp v tal que f (2,) = f(z¢) (n = 1, 2, . ..). Para csla

sucesién lim wfj:—wio(s") = () y como, por la hipdtesis, existe la
t,—p L
derivadad—%{:g"—) = lim f—%#)-. ésta tiene que ser igual a cero.

]
Por lo tanto, el segundo miembro de la relacién (1.2:1) es igual
a cero, y es suficiente demostrar que también es igual a cero el
primer miembro,
Examinemos la relacion de diferencias
QU EN—plf Gl |
L

Z—2zp

ésta se anula para cada z 5= 2z, tal que f (z) = f (z¢). Por consiguienle,
es suficiente establecer que esta relacién posee un limite igual a cero
para cualquier sucesién {zp} — z4 tal que f (zz) = wi %= w,. Pero
entonces,

QLU EN—C o)) @ len)—® (wo) wp—uwp

I, —12p wy, —wy z,—3y
P —@wo) E)—fE)  dpow) dgf(d) _ o .
- e o ={ para z— 2z,

Asi, pues, bajo la hipétesis hecha, se cumple la relacién (1.2:1).

Supongamos ahora que existe un entorno del punto z,, en ¢l

cual f (z) = w == wy para todos los puntos z pertenecientes a Z.
Entonces, tendremos:

Qif@l—9lf @) _ ¢ W) —@lw) w—i

z—1g w— —2Z

_o@ —glw ) —1 () _, dre(w) dpf(z)

w— 1wy z—3zp dw dz

para 3 — Z,,

os decir, de nuevo obtenemos la relacion (1.2:1).

10. Regla de derivacidn de las funciones inversas.
Supongamos que la funcién w = f (z) establece una corres-
pondencia biunivoea entre los puntos de dos conjuntos £ y F, y
que la funcién inversa z = ¢ (@) es continuva en F. Entonces, si f (z)
es derivable en el punto z, € £ y fk (2,) 7 0, la funcién inversa
z = @ (w) también serd derivable en el punto ws =7 (zo) €F ¥

" 1
QF (W) = Tl

En efecto, como la aplicacién w=f(z) es biyectiva, se ticne,
7412, para w =k w,, por lo cual la relacion de diferencias para la
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funcién ¢ () se puede representar en la forma

g —gwe _ z—z 1
w—wy w—wy w—uwy'
I—zg

y como para w—s wy también 3= @ (w) —>zy=0 (), se tiene:

Jim T —elee) 1 1 1
T T m P [T T @
z+zpg T— 72 2 Z—3y

que os lo que se queria demostrar.
1.3. Aqui, fundamentalmente, estudiaremos las funciones deli-
nidas en un recinto £ = G y, en este caso, en lugar de fz (z) o de

f_ﬂa{;@ escribiremos abreviadamente: # (z) o dﬂf] .

Sea f(5) = w{z, ¥) + iv (z, y); recordemos que una funcidén
de dos variables reales u (z, y) se llama diferenciable en el punto
{(zo, ¥o) del recinto de su delinicién, si se cumple la relacién:

w (, y) — 1 (o, Yo) = A (To, Yo) (& — Zo) + B (%o, o) (¥ —Yo) +
424z, ¥; zo, Yo) (T —20) -1 €2 (2, ¥; X0, Yo) (¥ — Ya)»

donde
lim e (2, ¥; %o Yo} = lim e {z, ¥; Zo, Yo} =

X=b2'g, Y-rlh =Xy, V—+Lo
Los coeficientes 4 (zq, ¥o) v B (zo, ¥o) del segundo miembro de
la igualdad, son las derivadas parciales de la funcién u (z, y):
_ dulzr, 1) 3u{r-. u)
A (xﬂl yD} = oz i B (-’30: yO} ey
v=ilo b=y

Demostremos la siguiente proposicién importante:

Teorema. Para que una funcién f (2} = u (z, y) + iv (z, ¥),
definida en un recinto G, sea derivable en un punio z de este recinto
como funcién de variable compleja, es necesario y suficiente que las
funciones w (x, ¥) v v (z, y) sean diferenciables en este mismo punio
(como funciones de dos variables reales) y que, ademds, se cumplan en
este punte las condiciones:

Dt v du dur

W=E' a—y: _ﬁ' (1-3.1)

Si se cumplen todas las condiciones del teorema, la derivade
{' (z} puede expresarse en una de las siguientes formaS'
i dv _ dv i i du . du __ dv : (1-3:2)

P=grti =i iy =yt
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Las condiciones (1.3:1) son de fundamental importancia en la
teoria de las funciones analiticas y en las aplicaciones de esta teoria
a los problemas de la mecdnica y fisica. Estas se llaman condi-
ciones (o ecuaciones) de Cauchy —Riemann.

s necesario sefialar que esta denominacién, universalmente ad-
mitida en los libros de ensefianza y cientificos, estd injustificada
desde el punto de vista histérico, puesto que las condiciones (1.3:1)
se estudiaron ya en el siglo XVIII por D’Alembert y, fundamental-
mente, por Buler, en los trabajos dedicados a la aplicacion de las
funciones de variable compleja a la hidromecdnica (D'Alembert y
Buler), cartografia y cdleulo integral (Euler). Por lo tanto, serfa
justo cambiar la terminologia corriente y llamar a las ecuaciones
{(1.3:1) ecuaciones de D'Alembecrt —Euler.

Veamos la demostracion del teorema y demostremos primero
gue las condiciones del mismo son necesarias para la derivabilidad
de la funcion f (2).

En efecto, si f (z) es derivable en el punto z del recinto G, se
tienet)

Af(z)={" (z) Az -+ ez, (1.3:3)
donde

Az=z—3=(z;—2) + i (y:—y)= Az +iAy,
Af @) =F (@) —1 (&) =
= [u(“rl‘ yl)'_u:[zu y)]'}_i’lv(zh yt]‘—v(a’: y)]_—- &u-{-—it’.‘m.
f' (z)y=a-ib, e=gy+iey,

y & ¥ By tienden a cero cuando Az y Ay tienden simultdneamente
a cero.

Separando en la relacién (1.3:3) las partes real e imaginaria,
vendremos:
Au=alAz —bAy + g Az —eAy,
Av=0Az+ aAy + eshz — e,Ay.
Como lim & = lim e, =0, de aqui resnlta que:
Ax, Ay-D Ax, Ay—0
1) las funciones w (z, ¥) ¥y v (z, y) de dos variables reales x
¢ y, son diferenciables en el punto (z, ¥);
2} sus derivadas parciales en este punto son:

fu du du dv
g s g gl e
y, por consiguiente, satisfacen a las condiciones:
du dy du du

72t e i T
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Finalmente, para f'(z) obtenemos:

‘ D= e 0 0N O g 0o g B
f{z)_a”i':b_-f}_x_—i‘i dx ~ dy zTy'__ dz Eéy '*W_Jr'a&_x'

Asi, pues, queda demostrado que las condiciones del teorema
son necesarias.

Demostremos que las condiciones del teorema son sulicientes.
Supongamos éstas cumplidas. Entonces

Au=% Ax-{—-%"—‘-dy+a|ax—} oAy, }
(1.3:4)
a 7
Ap = = Aw 5L Ay + pida -+ Pudy,
donde @y, o, By ¥ B, tienden a cero enando Ax y Ay tienden
a ceruv. Ademds,

du Ay die v 5
T =gy = —iggrab; (1.3:5)

Por consiguiente,
Au=alAz —bAy 4-oAzx 4 a,Ay,
Av—=bAz +aldy -+ Az~ Ay

"
Af(2) = Au+iAv=
= a(Dx -+ iAY) + b (A + 1AY) + (o + By) Az + (o + iBy) Ay =
= (a4 16) A+ [ (o + 1) 3+ (e + o) —‘;i] Az=AAz + eAz.
(1.3:6)
Como

|e|= (“s+fﬁi}'§:—f(¢a4‘il52)%{~|%

i 5 Ax
%‘ai—l—‘ﬁil ‘_Sz_

-}-lﬂfz“*‘iﬁzl ‘i—i <
<ot i | == | a4 Paf < oy | | Bu | -1z | -] Ba |

tenemos que &, junto con oy, PBi;, @, Pa tiende a cero cuando
Az= Az {iAy tiende a cero. De aqui y de las relaciones (1.3:6),
se deduce que la funcién f(z) es derivable y su derivada {'(z) cs
igual a A:

dn

f"(z):A=a+bi=—3?+i-g-=...

Con esto se termina la demostracion.
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Por el curso general del analisis se sabe que para que las funciones
u(z, ¥) ¥ vi{x, y) sean diferenciables, es suficiente que existan
du fu dv
TR 5;; * Dz
para que la funcién f (z) = 1 — v sea derivable, es suficiente que
existan las derivadas parciales o= 2 gue éstas Scan con-

: gr? dy ' dz gy’ >
tinuas y que satisfagan a las ecuaciones {1.3:1).

Una funcién f (z), derivable en cada punto del recinto G, se lla-
ma derivablo (diferenciable) en este recinte, o también holo -
morfa o analitica (aveces,regular). Ladenominacién
holomorfa (semejante a entera, de las palabras griegas §'Aol Lotal,
entero, y popg# — forma) fue introducida por los alumnos de
Cauchy: Briot y Bouguet. «Con esta denominacion sefialamos —decian
ellos— quo ella (es decir, la funcidn holomorfa — autor) es semejante
a las funciones enleras (es decir, a log polinomios.— autor), que
poseen las mismas propiedades en todo el plano». El siguificado del
vocablo «analitica», empleado anteriormente por Lagrange y mds
tarde por Weierstrass, y universalmente admitido en la aclualidad,
se explico en el § 1 del primer capitulo; su aplicacién a las funciones
de variable compleja, que son derivables en cicrto recinto, serd
justificada en la exposicion ulterior, cuando demostremos que
una funcién tal puede expresarse en un entorno de cualgquier punto
del recinto en forma de suma de una serie de potencias convergente..
Por ahora emplearemos la denominacidn de «funciéon analiticar
como sinénimo de la denominacién «[uncién de variable compleja,
derivable (o diferenciable) en un recinto dado».

Como ejemplo, examinemos la funcién f (z) = ¢* (cos y + i sen y},
definida en todo el plano. En este caso,

. . s v 4
y sean conlinuas sus derivadas parciales: 7" Por esto,

w=e¢"cosy, v--e‘seny,

[

W oos @ du du
55 etcosy=

——— ¥y L= e — .
TR T e® sen y =

Por lo tanto, se cumplen las condiciones (1.3:1) y la funcién
f(z) es analitica cn todo el plano. Para su derivada, se tienc:

' _du . O
Fa)=—arti5

=e'cosy +ie*seny = [ (z).

En el ejemplo examinado al final del ap. 1.4, f {g) =z, u = 2z,
0 du du __dv _ dv

v o= o R i s 0 y no se cumplen las condiciones

de D’Alembert — Euler: g; e %. Ya se vio que esta Tuncion no

es derivable en ningin punto (sobre el plano).
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Ltas condiciones (1.3:1) pueden expresarse en una forma mas
compacta aplicando el concepto de las llamadas derivadas formales,
que resulta atil en diversas cuestiones de la teoria de las funciones
de varimble compleja. Examinemos en un recinto una {funcién com-
pleia (= %) = u (z, ¥) + iv (z, ¥), dilerenciable en el mismo
respecto de » ¢ y [Lfectuando un cambio de variables:

z=of4-fn, y=yE+0by,
donde ad—fy=~0,
se obtiene una funcién diferenciable de § y v, para la cual

.

a) _ _ bf of df _ o of af
TR TV P e TGy
Desde Inego en estas formulas, e, f, v ¥ & son ndmeros reales.
Sin embarge podemos asignar a éstos valores imaginarios, convi-
niendo en gue 10s segundos miembros de las formulas servirin en-
tonces de definicidn de los primeros. Precisamente haremos:

1

u=ﬁ=fr 'pz_-.%, 6=_;‘;

en esie caso,

E=ztiy—=z, M=x—iy=z

v nuestras fé6rmulas proporcionan la definicion de las derivadas
formales:

Of _ 3 (9f _,of\_A oy, i (o o
—53—'"'"?(6: i{?y)_2 (J:_'_a_y)“’_?(ax W)‘

BB gty A O, o s
oz 2 \ox dy )~ 2\ oz By Tz(ax ay -
Del teorema demosirado en cl presente apartado se deduce gue,
una [uncién f = u - iv, difercnciable en el recinto G con respecto

de = e y, serd analitica en este recinto cuando, y 86lo cuando, en
todos los puntos del recinto se cumple la condicién

21
oz ’
cn este caso,
af _ -8l _ 8f _ o
e —‘5;-1 (z)-

En muchos casos es importante que las condiciones para que
una funcién de variable compleja f (z) = u 4~ iv sea diferenciable
en un punto z =40 vengan expresadas en coordenadas polares:
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|z|=ry Argz = (. Estas condiciones (necesaria ¥ sufieien-
tes) son:
1) u y v son funciones diferenciables de r y ®;
2’) sus derivadas parciales estin ligadas por las relaciones
du 1 dv 1 du q.
e T 8@ ar - Tt Ao 1899

Para convencerse de esto, es suficiente demostrar que u y v son
diferenciables como funciones de r y O (r== 0) si, y sdlo si, son
diferenciables como funciones de 2 e y, ¥y que en estag condiciones
las ecuaciones (1.3:7) son equivalentes a las ecuaciones {1.3:1}. Pero
el cumplimiento de lo primero que se pide es consecuencia del hecho,
conocido en el curso general de anilisis, de que una funcion dife-
renciable (por ejemplo, u = u (z, y)) de funeiones diferenciables
(por ejemplo, de z = r cos @ ¢ y = r sen @) tamhien es diferencia-
ble (respecto de las variables  y ). La sepundi aftrmacion se
comprueba inmediatamente. Por ejemplo, si & .eumple la condi-
cibn 1) y, ademds, se cumplen las condiciones (1.3:1), se tiene:

du u o av av 1

S 22 = ang Qi L S, ol

o = cos @ 4 7 sen @ 7 cos 7z sen @ =~

v n , an aun 1 du

s =t e 04 ] it s } o P AT Pl P S

= 5o o08 b+ 7 sen d 7 cos(h - — sen = ==
(1.3:8)

El lector facilmente realizard también el paso inverso de las
condiciones (1.3:7) a las condiciones (1.3:1).
Escribiendo las ecuaciones (1.3:8) de la forma

du du v do du du
T e e e e e e,
de ellas obtenemos
du du o dv du av
P L N L o . 22
= = cos® - == sen @, i 5 sen @+ e cos @,

¥, por consiguiente,

f’(z):%q—:‘j—z-_— f:’ (cosd)—isenﬂ))-i—i%(cosﬂ)_.—fscntD)—-:
du ., & . rof du . dr 3}
_—,,(?—g-;ﬁ)(costD—szn(D}:-z-(?r_-{—z?;). (1.3:9)

Esta formula es Gtil para caleular /' (z) mediante las coorde-
nadas polares. Las ecuaciones (1.3:7) permiten tamhién expresar
f' (z) en la forma:

Iz (z)z_}(j_;_ij%). (1.3:10)
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§ 2. SIGNITICADO GEOMETRICO DE LA DEREVADA

Como ejemnplo, examinemos la funcién potencial:

m m m
m— e mArgz L - mArgz ) - md ot m(ll)
z _]z]+ (cus—n |—aseu-—~n == 005 —— - isen ==l

donde m es un ndmero entero y n cs natural. Bsta funcion estd de-
finida en el recinto G : z 5= 0, y es multiforme si el niimero racional
-—E- no es entero (véase el cap. 1, ap. 2.3). Esto dltimo os debido a
que el argumento @ también es multiforme. Para tener la posibilidad

de hablar de la derivada de esta funcién multiforme en cierto punto
z del recinto &, tomemos en este recinto algin entorno del punto z
que no contenga al origen de coordenadas y, fijande uno de los
valores que toma @ en el punto z, tomemos en todos los demas
puntos z; del mismo entorno los valores @ que cumplen la condicion

|y — D | < -; (fig. 8). Entonces, obtendremos en el entorno
considerado una rama uniforme y continua#*) de la

m
funeién z™, Esta funcién uniforme se designard con la misma nota-
m

cién: f(z) = 27,
Iividentemente, en esle caso

m
o m —==1 md 1 du
o T+ S
m
d m _— mcD =1 du
= n e e O R o e il
o~ n '+ Som T

*) Sobro las ramas uniformes de las funcionmes multiformes hablaremos
mis detalladamente en adelante, en el § 5 del presente capitulo.
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y, por consiguiente, f(z) es una funcibén diferenciable. En virtud
de la formula (1.3:9), para su derivada, obtenomos:

L m

ppa i fmemh m® L om fﬂ)_
j(z)_..z( r cos ——+—r1 gen ——}=
_m =5 m@ | . TE') 1
=—rn (cos—n 4-isen =

Por lo tanto, el lector puede observar que la regla de derivacidn

m
do la «potencia fraccionaria» z™ se conserva formalmente igual que
m

para la funcién correspondiente de variable real a™. Solamente
hay que tener en cuenta gque nuestro edlculo se efectuaba con la
condicién de que z =% 0, condicién que puede omitirse solamente

m - -
cuando — sea un nimero entero no negativo.

Como ejercicio, proponemos al leclor convencerse de que la
funeién f (z) = lnr - i, definida en €l mismo recinto G, es dile-

renciable ¥ su derivada es ignal a —:— {aqui también hay que separar
las ramas uniformes y continuas de la funcifn),

§ 2. SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LA DERIVADA,
TRANSFORMACION CONFORME

2.1. Consideremos primero una funcién compleja z = A (? de
variable real ¢, definida y continua cn un segmento E : [, Bl del
ejo real. Como se sefiald en el ap. 4.1 del capitulo primero, tal fun-
cién determina una curva continua L. Supongamos que en cierto
punto del segmento [, B] existe la derivada (sobre el conjunto E)
A’ (t) 5= 0. Demostremos que entonces existe en el punto correspon-
diente z, = & (;) de la curva L la tangente T de ésta (entendida
como la posicién limite de la secante que pasa por el punto z,) ¥
que el dngulo entre I y el eje real coincide con Arg A” (¢y)-

Tn efecto, tracemos una secante por los puntos z, = A (3) ¥
3y = A (%) de la curva L. Se puede suponer que estos puntos no
coinciden para todos los valores #;, distintos de £, ¥y suficientemente
proximos a f, {en caso contrario, existe una sucesién {iy,} — o
tal gque

Atgn) —n (L) =0

para todos n, ¥y por consiguiente,

g hltin) —M (o)
A (zn)_‘zmo 2l 2 0]
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Observando gue la direccién de la secante coincide con la di-
a Zy—23
reecidn del vector 2—2,
1T
tendrit una posicion Mmite para ¢y — £ {2y — 2,), solamenle si

el dngulo entre el dltimo vector y el eje real, igual a Arg-ilféI

- - " e 140
tiene limite cuando {; — f,. Pero, segin la condicién, existe el
limite

sacamos Ja conclusién de que la secante

£}

ol

I i

por lo cual también existe el limite

24—y

lim Arg

t1—ly t—ip
con lo cual se termina la demostracidn.

Resumiendo, para una funcidn compleja de variable real, lu exis-
tencia de derivada distinta de cero significa la existencia de tangenie
a la curva correspondiente; el dngulo de inclinacion de la tangenie
al eje real coincide con el argumento de la derivada.

Examinemos ahora una funcién de variable compleja w = f (z).
definida y continua en un recinto &, y supongamos gue en un punto
zq € G existe la derivada f” (z5) 5= 0. Trazemos por el punto z, alguna
cueva Lo 2 = A {f), (o <t < B, A (&) = 2g), para la cual cxisla Ia
derivada A’ () == 0; segin lo expuesto anteriormente, la curva /.
posee tangente en el punto zy = A (&) con el dngulo de inclinacion
igual a Arg A’ (¢;). Mediante la transformacién w = f (2} esta curva
se transforma en una curva A, silnada en el plano w: w = f {4 ()] =
=pf{t) (&I P, p(ty) =1 (20) = wy). Segin la regla de deri-
vacion de las funciones compuestas (ap. 1.1), la funcién p (i) os
derivable en el punto £ = £, y p’ (¢) = f (zo) A’ (£;) 5= 0, por lo
cunl la curva A posee tangente en el punto wy = f (z0), v el angulo
enlre ]Ja tangente v el eje real es igual a

Argp’ (t) =Arg [ (t0) ' (20)) = Atg A" (t9) -+ Arg / (zo).

De aqui se deduce que, al pasar de la curva L a su imagen .\, el
dngulo de inclinacion de la tangente en el punlo inicial de lu
curva varia en la magnitud Ve

Argp' (to) —Arg X' () = Arg f' (20),
yue no depende de la curva. Si del punto z, parten dos curvas cuua-
lesquicra L, y Ly, que posean Langentes £, y £, en el punlo z,. entonces

las tangentes %, ¥ T, a sus imdgenes Ay y Ay en el punlo wy = f (z,)
se obtendrin de £; y {; medianle un giro en nn mismo dngulo Arg 1 (z,),

= Argh’ (1)),

*) Vénsze ol final del ap. 3.3, cap. 1.
T—1199
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y, por consiguiente, el Angulo entre las curvas L; v L, serd igual
{en valor y en el sentido de la direccién) al dngulo entre A; y A,.
Por lo tanto, al hacer una transformacién mediante una funcion
continua w = f (), que posea derivada f’ (z,) distinta de cero,
todas las curvas del plano z que pasan por el punto z, ¥ que posean
tangente en este punto se transforman en curvas del plano w que
pasan por el punto wy = f (zp) ¥ que también poseen tangente en
este punto; en esta transformacién se conservan los dngulos entre
las curvas. La transiormacion mediante una funcion continua, que
conserva los dngulos entre las curvas que pasan por el punto dado,
se llama conforme en este punto.

Si, ademais, se conservan no solamente los valores de los 4ngulos,
sino también los sentidos de sus direcciones, se dicequela trans-
formacidn es conforme de primera espe-
cie®*),silos sentidos de las direcciones de los dngulos se cambian
por los contrarios, se dice que la transformacidn es
conforme de segunda especie®¥),

Resumiendo, una transformacidin mediante una funcién de variable
compleja, analitica en un recinto G, es una transformacién conforme
de primera especie en todos los puntos en los gque la derivada es distinia
de cero. Si la transformacién es conforme en todos los puntos del
recinto G sin excepcion, entonces se llama transformacién
conforme del recinto G

Puede servir de ejemplo de transformacion conforme de segunda
especie la simetria con respecto del eje real: w = z. Sirven
de ejemplos mas generales las transformaciones que se realizan me-

diante las funciones conjugadas con las analiticas: w = f (3) (ze
supone que f'(z) 5= 0).

Proponemos demostrar al lector que si la derivada es ignal a
cero en cierto punto, los dngulos pueden conservarse o variar (exa-
minense las transformaciones

fi(zy=r2(cos D+ isen®)
fz2 (z) = r® (cos 20 + i sen 2() = z*

en el punto z=0).

2.2, En el apartado anterior se demoslrd que Arg f* (zg) tepre-
senta el angulo de rotacidn de la tangente a la eurva L en el punto
zg de la misma al pasar a su imagen A y al punto w, = f {z;). En
particular, si /* (2,) es un nimero real positivo, entonces los veclores
tangentes a L en z, vy a A en f (z,) son paralelos y tienen una misma
direccidon.

*) O conforme directa. (N. del T_;
**} O conforme inversa. (N, del T.
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Veamos ahora el significado geomélrico que tiene el médulo de
la derivada | f* (z0) |. Con este fin, obsérvese que

; e AT BV = {2) |
¥ (zu)i—ijf:'uT;u-?—

¥ que los niimeros |z — z4 | ¥ | f (2} — f (zy) | expresan las distan-
cias entre los puntos z y z, del pluno z y enire sus imédgenes f (z)
v f (30) del plano w, respectivamente. Si la razén L(l"%:a—i——ﬁ"u se puede
considerar como la dilatacién del vector z — z,, obtenida al hacer
la transformacién mediante la funcién w = f (z) (esta dilataci6n
puede ser menor que la unidad, igual a la unidad o mayor que la
unidad), el médulo de la derivada | f’ (z,) | se puede considerar como
la dilatacion en el punto z, en la transformacién mediante la funcién

= [ (z). De lo que acabamos de exponer se deduce que 1a magnitud
de dilatacion en el punto z, no depende del vector z — z4 que se
tome con el origen en este punto; no obstante, ésta no coincide con
la dilatacién del vector z — z, sino que representa el limite de esta
dilatacién cuando z tiende a z,.

2.3. Comoilustracién, estudiemosla funcion liomogra -
fica*) L{(z)= ::—_'i_!'%: (al menos uno de los nimeros ¢ o d es
distinto de cero). Supongamos primero que ¢ = 0. Entonces, L (z)
puede expresarse en la forma L (z2) = az + B (a = T’;-. B= %):
éstaesunafuncidnlineal entera. Estd definida para todos los va-
lores de z y posee derivada L’ (3} = @, que conserva un valor constante
y distinto de cero, si & == 0. Por consiguiente, la funcién L (z) realiza
una transformacién conforme de todo el plano de la variable com-
pleja z. Iin esta transformacién, las tangentes a todas las curvas
del plano z giran un mismo dngulo, igual a Arg @, y la dilatacion
en todos los puntos es igual a | . Si @ = 1, se tiene, Arg o = 2k,
| | = 1, y realmente no cxiste ni rotacién ni dilatacién. Como,
en cste caso, la transformacion toma la forma w = z - B, ésta,
evidentemente, se reduce a una traslacién del plano como un todo
en el vector f. Si @ 5= 1 (y @ 5= 0), la transformacién puede expre-
sarse en la forma w — y = a (z — ), donde y sc determina por la
ecuacion y = ay + p. De aqui se deduce que en la transformacion
cada vector z — y que parta del punto y, gira un angulo igual a
Arg o ¥y se dilata en } a | veces, convirtiéndose en el vector w — p
que parte del mismo punto y. Esto significa que la transformacion
L (z) = ez 4- B, siendo @ == 1 (y o %= 0), se reduce a una rotacién

*) La denominacién do esta funcién dada por el awtor es: funcién fracciona-
ria lineal. (V. del T.)

T*
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del plano como un todo, alrededor del punto y = ]—E—& en el dngulo
Arg o, v a una dilatacion de razon | @ | con respeclo de esle punto.
BEvidenfemente, ésta es una translormacion homolética con centro

en el punto y = rf—ﬂ de razdén (o coeficiente de semejanza) |a |,

segnida de una rotacién cn el dngulo Arg e alrededor del mismo
punto. Tal es la transformacidn conforme en el caso mas simple.

Circunrerencia
isométrica

JLizii<]

FIG. 4

Supongamos ahora que ¢==0. Enlonces, para 2560 = — -ﬁi

existe la derivada
tigy . _md—be  ad—be 1
L' ()= (ez4d)2 —  ¢2 z—0)2°
Si el determinante ad — be 5= 0 (1;1 igualdad a cero de la expresion
ad — be significa el cumplimiento de la proporcién %: % — &, de
az+b  cha-dh 3

donde e =ckh, b=dh v L(z)= M—Mz—f-j{—; El) , se tiene,

L' (z) %= 0 para todos los puntes z 5= 6. Por consiguienle, la trans-
formacion w == L (z) es conforme en todos los puntos [linilos, dis-
tintos de &. En esta transformacion, las tangentes a las curvas que
pasan por un punto arbilrario z == 6, giran un dngulo igual a

Arg L' (2) = Arg 2255 2 Arg (z— ).

Evidentemente, el ingulo de rotacidon de la tangenle varia al pasar de
un punto a otro, conservando el mismo valor en los puntos, para los
cuales Arg (z — 8) conserva un mismo valor, es decir, en los puntos
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de cada uno de Jos rayos rectilincos que parten del punto 8. La
dilatacion de la longitud en el punto z en esta transformacion es

i — 1
igual a | L (z) | = |ﬂf-r2—"1

z — 8 |* y también varia al pasar

de un punto a otro. Esta conserva el mismo valor en los puntos parn
los ¢uales la magnitud |z — 8 | es la misma, es decir, en los puntos
de cada circunferencia con el centro en el punte 6. En particular,
esla dilatacién es igual a la unidad en cada punto de la circunle-
4 1 e e . < .
rencia y: |z — 48 | = - V0ed — be | (cireunferencia iso-

métrica de la transaor macion homogrdafica); es mayor
que la unidad en ol interior de y, lendiendo al infinito cuando
z tiende a §, y es menor que la unidad en el exterior de y, tendiendo
a cero evando z Liende al infinito (Tig., 9).

2.4. Supongamosg, como anteriormente, que ¢ 5= 0 y ad — be ==
== 0. Enlonces, cvidenlemenle,

. az -0 . @z b @
lim —j'—- co y lim=—=2- L. g
e d ez4-d e PEd ¢

En correspondencia con esto, obtenemos:
L(8)=o0 y L (00) == at.

Por lo tanto, el punto linito § se transforma mediante la funcion
w = L (z) en el punto del infinito, y el punto del infinito, en el
punto finite a. Demostremos que la transformacién también es
conforme en estos puntos. En efecto, sean Y1 ¥ ¥z dos curvas que
pasan por ¢l punto 6 y forman en ¢l mismo un angulo 0, y sean T,
y I'; sus imigenes en el plano w. Quercmos demostrar que 'y v I’y
forman Lambién el dngulo B en ¢l punto del infinito. Hagamos con

este fin la transformacion del plano w: § == % Entonces, las curvas

I'y y I'; se transformardn en fas curvas I, y I, v ¢l punto del infi-
nito, en el origen de coordenadas (fig. 10). HEstd elaro que el paso
de yy v ye.enel plano z a I', v T, en el plano § se cfectia mediante
la translormacion homogrifica

ez |-

a: + b

E

o
T w

quc es conforme en el punto z = § = —

ala

. Por congiguiente, I,

y I'; también forman el dngulo 6 en el origen de coordenadas, De
aqui que, en virtud de la definicion del ap. 5.6 del capitulo primero,
las curvas I'y y [’y forman también entre si el dngulo 6 en el punto
del infinito. Asi, puwes, queda demostrado que la transformacién
w = L (3) cs conforme en el punto z =— 8.
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De un modo analogo se demuestra que también es conforme en
el punto del infinito. Precisando, si las curvas ¢, y v, pasan por el
punto del infinito en ¢l plano z, sus imégenes I'y y 'y en el plano w
pasan por el punto «. Supongamos que y; y y, forman entre si un
dngulo 8 en el punto del infinito. Esto significa que sus imagenes

v, ¥ v., obtenidas como resultado de la transformacion § = A

z
\
(z} () 7
(4

e

FIG. 10

forman el angulo 8 en el origen de coordenadus. Pero, evidentemente,
se puede pasar de 9] y y, a I'y y ', mediante la transformacidn

lista transformacion es homogrifica y, por lo tanto, conforme en
el punto § = 0. De aqui se deduce que Ty y I'; forman Ltambién entre

- » a .
si el 4ngulo 8 en ¢l punto & = —, con lo que se terminalademos-
tracion de que la transforinacién w = L (z) es conforme en el punto

del infinito.
Cuando ¢ = 0, resulta la funcién lineal entera

w=LE)=az+p (=0

Aqui se supone L (00) = oo y mediante la transformacién auxiliarv
1
¢ = w za=+b
punto del infinito del plabo z corresponde el origen de coordenadas
del plano w),
Proponemos al lector hacer la demostracién completa.

se reduce este caso al que se acaba de examinar (al
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Resumiendo, sc puede decir que la funcidn homogrifica 1w =
= L (2) realiza una transjormacién conforme del plano amplia-
do svbre si mismo.

§ 8. POLINOMIOS. FUNCION EXPONENCIAL.
SENO Y COSENO

3.4. Las funciones uniformes y analiticas en todo el plano &
excepcidn del punto del infinito, forman la clase mas importante
v simple de funciones diferenciables. Tales funciones se llaman
enteras.

Un polinomio :

Qo+ Q42+ @e2* 4 . oo a2 =17, (z).

€5 un ejemplo muy particular de funcidn entera. Esto puede reducirse
a una constante (n = 0). Si n > 0 y a, = 0, se tiene: lim £, (z) =
Z =-» DO

= oo. Por consiguiente, un polinomio de grado superior a cero se
hace igual a oo en el punto del infinito. Como se sabe por el dlgebra,
si w es un namero complejo arbitrario (propio), la ecnacién P, (z) =
= w tiene n raices, algunas de las cuales pueden ser iguales entre
si (rafces miltiples). Por lo tanto, en la transformacién w = P, (2)
cada punto del plano w pertenece a la imagen del plano z; ademas,
cste punto tendrd n preimdgencs: zy, Zy, ..., Z,. Agreguemos a
esto que P, (o0) = oo y, por consiguiente, oo pertenece a la imagen
del plano ampliado. Las preimdgencs del punto del infinito w = oo
son las rafces de la ecuacién P, (z) = oo, es decir, es también el
punto del infinito. Para simetria, a éste le consideraremos como raiz
miltiple de esta ecuacién, de orden n. Asi, pues, un polinomic de
grado n (a, == 0, n > 0) transforma el plano ampliado sobre st mismo,
de modo que cada punto de la imagen. w tiene n preimdgenes: z;, 54, . . .

., Z,. Por cicrto, como ya se advirtié, para algunos valores ex-
cepeionales de w (entre los cuales también estd incluido w = oo)
¢] nimero de preimégenes puede ser también menor que n.

Ficilmente se observa que la cantidad de tales valores excep-
cionales no es superior a n. En efecto, si w, 5% co y la ecuacién
P, (z) = wy tiene raices multiples, entonces, como se sabe por el
dlgebra, para cada una de ellas P, (z) = 0. Pero esta Gltima ecua-
cion tiene n — 1 raices (entre las cuales también puede haber igua-
les entre si): Gy, Lo, . .., &y —y. De aqui se deduee que w, tiene
que tener alguno de los siguientes n — 1 valores: P, (&), ...
<oy PoA{Ln o), ¥ agregando aqui el punto del infinito, obtenemos
aquellos » puntos (no més) del plano w que poseen menos que n
preimdgenes cada uno en ¢l plano z.

3.2, En virtud de la teoria genmeral, la transformacién w =
= P, (z} es conforme en todos los puntos, a excepeién de los puntos
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i Loy - - oy Cuwo1s en los cuales la derivada se anula, y también,
posiblemente, a excepcion del punto z = oo.

Cuande n = 1, el polinomio es una funcién lineal entera, y en
esle caso, la transformacién es biunivoca y conforme, incluyendo
también el infinito (véanse los ap. 2.3-—2.4). Cuando n > 1, la trans-
formacidn deja de ser conforme en los puntos indicados.

En efeeto, supongamos que P, (z,) = 0. Entonces, z = 3, os
una raiz mialtiple de la ecewacién P, (z) — P, (z5) = 0 v, por cousi-
guiente, £, (z) — P, (35) puede cxpresarse en la forma:

P (2) — Pu {20} = (2—20)" Q(2),

donde k> 2 es el orden de multiplicidad de la raiz z = z, (como
es sabido, ol niimere % es una unidad mayor que el orden de mul-
tiplicidad de la raiz z = z, para la ceuacién P (z) == 0) y el poli-
nomio @ (z) no se anula en el punto z = z,. Poniendo P2, (z) =
vy 4 (20) = wy, obtenemos de aqui, que

Arg (w0 —rg) = Arg (2 —20)" - Arg Q (z),
de donde
lim {Avg (0 —wo) —Arg (z—z0)*}  ArgQ ().

T-ezp
Supongamos ahora que z=X () es una curva L que pasa por
ol punto zy(z,=A(f)) ¥ que en este punto tiene tangente cuyo
dngulo de inclinacién al eje real es igual a
. ’ R T A g 21 TTE)
Arg L' (ty) !Ian:Ir\lg o
(véase ol ap. 2.1). La imagen A de esta curva en el plano w sera:
w = P, [A(@®)] = p(t). De aqui no podemos sacar inmediatamente
la conclusién de que existe tangente a A en el punto wy (£ = &)
(puesto que p' (8) = 5 (z9) A {t) = D). Pero, para el dngulo de
inclinacion de la secunte que pasa por los puntos w, y w == w,.
segin la anterior, oblenemos:

Arg =
— Avg :“f’";h |k Arg (f____:;'} —Arg Q(z9)+k Arg ) (to) cuando L —s i,
—3g

de donde se deduce que existe la tangente.
Si Ly y Ly son dos curvas: z==2,({) v z=~4s(f), que pasan
por el punto z, y forman en éste un angulo 0:

U — Argh, () — Axg Ay (14) (hs (1) = Az (L) = 20),
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entonces, las imdgenes A, y A, de estas curvas pasan por el
punto wy y lorman en éste el angulo

[Arg Q (z0) - & Arg A ()} — [Arg Q (20) + % Avg 1 (4,)] =
=k [Arg ;b; (ta) - Arg hi (fj)] = k0.

Resumiendo, en la transformacién w = P, (2) todos los dngulos
con los vértices en los puntos, en los cuales se anula la derivada P; (z),
se alteran; precisando: estos dngulos aumentan k veces si ¢l orden de
mulliplicidad de la raiz correspondiente de la ecuacién I, (z) = 0
es ignal a & — 1.

! - 1 2
Aplicando la transformacién § = —, el lector se convenceri

ficilmente que cuando n > 1 la transformacién deja de ser conforme
también en el punto del infinito. Precisamente, en la transforma-
cidn w = P, (z), los dngulos con el vértice cn el punto del inlinito
aumentan n veces.

3.3. Examinemos, en particular, la transformacién de la fora
w={z — a)" (n =>1). Esta transforma el plane ampliado sobre
si wnismo, de modo que cada punlo w posce n preimagencs en el pla-
no z, Son una excepeién los puntos w = (0 y w = oo, para los cuales,
las preimégenes se confunden en wn punto: a y oo, respectivamente.
Las preimigenes z (s=a, s=00) se determinan de la ccuacién

w=(z—a)”,

de modo que
e ; iy Arg w : Arg e
g=a-ty w=a Vlw| (cus -%4—.-,:«‘0“%) .

lividenleinente, estos n puntos estan situados en los vérlices de un
poligona regular de n lados con el centro en a.

La transformacién w == (z — a)" cs conforme en todos los puntos,
a excepeién de los puntos 2 = a y z = oo. En este caso los dngulos
con los vértices en los dos tltimos puntos anmentan n veces.

Para oblener una ideca més clara de esta transformacién, scna-
lemos que

lw|=|z2—al® y Argw=nArg(z—a).

De aqui se deduce que cada cireunferencia de radio r con ¢l centro
en el punto z = ¢ se transforma en una circunferencia de radio r”
con el centro en el punto w=0. Si, en este caso, el punto z recorre
una vez la circunferencia |z—a|=r en direccion positiva (es
decir, que el Arg (z — a), creciendo continuamente, aumenia en
2r), el punto w recorrerd n veces la circunferencia o f==r" on la
misma direceién (es decir, que el Arg w, creciendo continuamente,
anmentard cn 2mn). Hagamos ahora recorrer al punto z a lo largo
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del rayo rectilineo Arg (z — @) =@y 2kn, desde el punte «a
hasta el infinito. Nuestras f6rmulas mustran que el punto corres-
pondiente w recorrerd entonces el rayo rectilineo Arg 10 = ngy 4
+2mmn, desde el origen de coordenadas hasta el infinito.
Consideremos ahora la regién g, que representa el interior del

dngulo de magnitud 0, 0 << 0 < 2;11 con el vértice en el punto a.
Supongamos que este dngulo estd limitado por los rayos rectilincos:
Arg (z—a) = go+ 2k

Arg(z—a)=1ps-2mn,
(P1—Po=0).

De lo dicho se deduce que la imagen de la regién g en el plano w
es una region d que representa un angulo de magnitud »9 con el

rz}

— -~

Fl1G. 11

vértice en el origen de coordenadas, limitado por rayos rectilineos
{fig. 11). La correspondencia entre g y d, establecida mediante la
funcién w = (z — )", es biunivoca. En efecto, como la funcién
w = (z — a)" es uniforme, para comprobar esta afirmacién es sufi-
ciente establecer que cada punto w de la regién d tiene solamente
una preimagen cn la regi6n g, Obsérvese para esto que todas las n
preimagenes del punto w se sitian en el plano z en los vértices de
un poligono regular de n ladus con el centro en @, de modo que dos
de ellas podrian situarse dentro de un mismo fngulo con el vértice

en a solamente cuando la magnitud del dngulo fuese mayor que %

Pero la medida del &ngulo g no es superior a 2;'“ , por consiguiente,

al dngulo g solamente pertenece una imagen de cada uno de los
puntos de d, con lo enal queda terminada la domostracién de nuestra
proposicidn.
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Asi, pues, la funcidn w = (z — a)" realiza una transformacién
biunivoca y conforme del interior de cualquier dngule de lados recti-

lineos, con el vértice en el punto a y de magnitud 0, 0 < @ = 2%,
sobre el interior de un dngulo correspondiente de lados rectilineos tam-
bién, con el vértice en el origen de coordenadas y de magnitud nb.

Por esto mismo, se recurre a la funcién considerada siempre que
sea necesario transformar un dngulo de lados rectilineos e¢n otro
angulo que sea unas cuantas veces mayor.

Indudablemente, seria errdneo creer que en la trausformacién
i = {z — a)" (n = 1) cualquier recta se transforma en roecta y cual-
quier circunferencia cn circunferencia. Supongamos, por ejemplo,
que a = 0 y n = 2. Entonces se obtiene la funcién w = 22. Veamos
en qué se transforman, mediante la funcién w = 22, las rectas que
a0 pasan por el origen de coordenadas y que son paralelas a uno de
los ejes coordenados. Tomemos, por ejemplo, una recta paralela
al eje imaginario: z =c —+ if, ¢ 0, — oo << £ <= + o0. Como
imagen obtendremos la linea w = (¢ + if)2, o bien, poniendo
w = u - iv y separando las partes real ¢ imaginaria:

w=c?—12 v =2ct, — 0 <t <} 00,

Estas gson las ecuaciones de la linea transformada, expresadas
en coordenadas cartesianas en la forma paramétrica. lixcluyendo
entre éstas el parametro ¢, resulta:

vl = 4¢? (c?—u).

Esta es la ecuacién de una paribola, cuyo eje va dirigido por el
eje real hacia el lado negativo, con el foco en el origen de coorde-
nadas y con el pardmetro p = 2¢2. Del mismo modo se observa que
cada recta paralela al eje real: z = ¢ 4 ic’ se transforma en la
pardbola

v =4e"t (uLc'?)

cuyo eje lleva la direecién del eje real hacia el lado positivo, con
ol foco en el origen de coordenadas y con el pardmetro p’ = 2¢'%.
Resumiendo, las dos familias de rectas paralelas a los ejes coordena-
dos se transforman mediante la funcidn w = z2 en dos familias de
pardbolas con el foco comiin en el origen y cuyos ejes estén situados en
el eje real (fig. 12). Como las familias de rectas son ortogonales entre
si y la transformacifn es conforme, las familias de pardbolas obte-
nidas también serdn ortogonales entre si; esto se comprueba también
ficilmente mediante un caleulo inmediato.

Naturalmente, el Iector tiene que tener presente que la trans-
formacién de todo el plano z mediante la funcién w = 22 no es biu-
nivoca, puesto quc cada punto w, distinto de cero y del infinito,



tus UAP, 11 LA DERIVABILIDAD, LAS FUNUIONES ELEMENTALES

poses dos preimdgenes. En particular, las preimigenes de la pari-
bola v? = 4¢ (¢ — u) son dos rectas simétricas respecto del eje
imaginario: z =¢~ it y z = — ¢ < it; del mismo modo, las
preimigenes de la pardbola v? = 4¢'2 (u + ¢'%) son dos rectas simé-
tricas respecto del eje real: z = ¢ 4+ i’ y z = £ — ic’. Pero si e
considera solamente la imagen de algtin semiplano g, limitado por
una recta que pase por el origen de coordenadas (tal semiplano

e A8
b

FIG, 12

representa ol interior de un ingulo con el vértice en el origen de coor-
denadas de magnitud =), entonces, segiin lo expuesto anteriormente,
la eorrespondencia entre g v su iinagen d serd biunivoca; d represen-
tard aqui un dngulo de magnitud 2x con el vértice en el origen de
coordenadas; ambos lados de este dngulo se confunden en un rayo
reetilineo que parte del origen de coordenadas.

3.4. Las funciones enteras distintas de los polinomios, se 1la-
nan funciones trascendentes enteras. La méas simple de éstas es la
funcidn exponencial exp z 0 e°. Esta se obtiene como resultado de la
generalizacién de Ja funcién exponencial de variable real &% al
plano complejo. Como es sabido, la funcidn f (z) = ¢* se caracteriza
completamente por sus propiedades: dsta

1) estd definida univocamentle para todos los valores reules x,
toma valores reales y para 2 = 1 ¢l valor e

2) satisface al Lcorema de la suma

f o+ T)=[ {_'ri) flz)

para enalesquicra &y, y a,;
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3) es continua en ¢l punto z = 0.

Aqui construiremos la funcién exponencial de variable compleja
1 (z) = exp z, exigiendo el cumplimiento de las siguientes condi-
ciones: ésta

1’) estd definida univocamente para todos log valores complejos
{(linitos) de z, para los valores reales z = & toma también valores
reales ¥y para z = 1 toma el valor ¢;

2') satislace al tcorema de la suma

F—2z)=f(z) ] (22)
para cualesquiera z, y z,;

3') es difcrenciable en el punto z = 0,

De las condiciones 17) ¥ 27) se deduce que f () - 1. En electo,
J@)-f(1) =f(1) <=0 y, por consiguiente, f (0} = 1. Luego, saca-
mos la conclusion de que f (z) == 0 para todos los valores de z. Bn
efecto, f(z)-f (— z) = f (0) = 1, de donde se deduce que f (z) == 0,
Aplicando 2') ¥ 3’). obtenemos para cualquier z:

A7) fE-A)—f (=) [(As)—] () ¢
%) ADAEATE  JOI—TO 5y s pr (o) (3)

cuando Az— 0. Bsto significu que f(z) es una funcion analilica
en todo el plano (enlera), y satisface a la ecnacién diferencial
/'@ =F (0)1 . (3.4:1)

En particular, f* (x) = f* (0) f (), de donde f(z) = e’ Mx+¢ (o

las condiciones f (0) =1y f (1) = e se deduce que ¢ = Q0 y 0) =

= 1. Asi, pues, f{z) = e"; por cierto, esta conclusién se deduce

inmediatamente de que f (x) satisface a las condiciones 1), 2) y 3).
Poniendo en (3.4:1) ¢l valor § (0). resulta:

' (2) = £ (2). (3.4:2)

Expresemos f(z) en la forma

f@=]@  a)=f@ )=o) +Bul. (343

Eutonces,

’ 4 e . O je* C e ’
1 (a) = vle;’ly}l fagy Iraa;(y)l — B (y)— i’ ().

De la ecvacién (3.4:2), obhtencmos:
ﬁ' (y):-ot(y}, o' (y)= "‘ﬁ(yjﬁ
de donde B"(y) -+P(y) =0 y, por consiguiente:
B(y)=Cicosy | Caseny, a(y) =P (y) = —C seny ~Cyeos y.
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Pere f(O}za(U)+i,BiO}ﬁ1, es docir, 2 (0)=1 y P{U)=0; por lo
tanto, C;=0 y Cy=1. En resumen,
a(yy=-cosy, p(y)=seny
y segiin la féormula (3.4:3)
f(z)=¢e" (cos y+iseny).
Hemos obtenido la winica funcién que satisface a las condiciones 1°)

2'} y 3'). Esta se llama funcién exponencial (de variable compleju)
y se designa mediante expz o e°. Asi, pues, segin la definicidn

expz=e"=¢" (cos y--iseny). (3.4:3)
Obsérvese que si la condicién 3°) se sustituye por otra mas general:
3") la funcidn f (z) es continua en el punto z = 0, entonces se puede
hallar un conjunto infinito de funciones distintas que satisfacen
a las condiciones 1'), 2°) y 3"). Todas ellas estdn comprendidas en
la formula

1 (2) = e¥+o¥ (cos ety - { sen auy),

donde @ y o son numeros reales. Sin embargo, solamente una de
ellas, la que se obtiene cuando a = 0, @ = 1, es analitica y ademids
cntera.

3.5, De la definicién de funcidén exponencial

expz=¢"(cos y 4 i sen y) (3.5:1)
se deduco que ésta no se anula para ningin valor de z y que
jexpz|=e* y Arg(expz)=y- 2kxn.
Para z-— iy (x=0) obtenemos:
exp (iy) =cos y--iseny.
Esta relacién permite utilizar, en lugar de la forma trigonométrica
del ndmero complejo
c=r{cosp+iseng) (rz=0),
la forma exponencial
c=rexp (ig) =re',
que ecg nas compacta.
De las férmulas (3.5:1) vemos que la funcién exponencial poses

perjodo, igual a 2ni (puesto que, al variar ¥ en 2x, z varia en 2,
v el valor de la funcidén no se altera):

exp (z 1 2ni) = exp 2.
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Demostremos que 2ni es el periodo fundamental
(primitiv o) delafuncién exponencial, es decir, que cualquier
otro periodo de la misma tiene que tener la forma 2kni, donde i
&5 un numcro entero.

En efecto, sea m = a + Pi un periodo de la funcién exponencial.
Entonces

exp(z+w)=expz
para cualquier z y, en particular, para z=10
exp @ = exp (o +ify) = e% (cosf4-isenp)=1.

Pero esto significa que e®=1, es decir, =0y cos fLisenp=1,
es decir, p= 2kn. Por consiguiente,

=0 + iff = 2kni,

como se queria demostrar.
La expresién exp oo carece de sentido, puesto que lim ¢ no
Zon
existe. Para convencerse de esto es suficiente observar que ¢° — oo
cuando z = ( y tiende a oo, y € — 0 cuando x << 0 y tiende a — oo.
De agui, en particular, se deduce que exp z no coincide con nin-
guno de los polinomios, es decir, que verdaderamente es una fun-
¢idn trascendento entera. En efocto, todo polinomio, que no se
reduce a una constante, tiende al infinito cuando z — oo.
En adelante (en el cap. 4 ap. 33), se demostrard que ninguna
funcién trascendente entera puede tener limite en el punto z = oo.
Para la derivada de la funcién exponencial obtenemos:
& (e* cos y) i & (e® sen i) 2

(expz)’ = o 7 w= ™ (€08 iy -|- i sen ¥) = exp z.

Por consiguiente, la derivada de la funcién exponencial no se anulu
para ningln valor z.

Estudiernos el comportamiento geométrico de la funcién w =
= exp z o, lo que es lo mismo, la transformacién que esta funcién
realiza. Ya se observé que esta funcién no toma el valor w = ()
en ningin punto z. Esto significa que el origen de coordenadas del
plano w no pertenece a la imagen del plano finito z en la transfor-
macién » = exp z. Demostremos que cualquier otro punto finito
del plano w perteneco a esta imagen. En efeeto, de la ecuacién w =
= exp z, donde w40 estd dado mientras que z = z + iy es la
incognita, oblenemos:

|wl=e*, de donde z=In|w| y Argw=y+2nk,l 0 sta y=Arguw.

Hesumiendo, solamente pueden ser preimigenes de los puntos w
los puntos de la forma

z=ln|w|+iArgw.
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Evidentemente, hay una infinidad de puntos de éstos, puesto que

Arg w toma un cenjunto infinito de valores, gue se diferencian dos

a dos en maltiplos enteros de 2n. Ademds, cada uno de los puntos

hallados es verdaderamente una preimagen del punto w. ya gue
exp (In|w| +i Argw)= el (cos Argw -|- i sen Arg w) =
=|w|{cos Arg w1 i sen Arg w) = w.

lin rvesumen, ¢l conjunlo de todas las raices de la ecuacion
we=e' (w0) se expresa por la férmula

z=In|w| «iArgw=In{w |+ i (arg w-+ 2km), (3.5:2)

donde &£ =0, +=4, =2, ...
Todos estos puntos estdn siluados en unu recta, paralela al e¢je
imaginario, a las distancias eolre si de 2m.

b 1z}

FIG. 13

Vemos, pues, que la funcién w = exp z transforina el plano fi-
nito z en el recinto que se obtiene del plano finite w excluyendo un
punto w = 0; esta transformacién no es biunivoea, puesto
que cada punto w =0 posee un conjunto infinito de preimégenes
(3.5:2).

Como la derivada de la funecién exponencial siempre es distinta
de cero, esta transformacién es conforme en todos los puntos del
plano finitn z.

Supongamos gue z recorre alguna recta paralela a uno de los
vjes coordenados (fig. 13). Si ésta es una recta z = ¢ -+ it paralela
al cje imaginario, entonces w = e° (cosf < i sen t), es decir, w
estard situado en una circunferencia de radio ¢ con el centro en
el origen de coordenadas. Ademds, si el punto z recorre la recta una
sola vez, de mndo que la ordenada de este punto, igual a z, crece
continuamente desde —oo hasta —4-oo, entonces @ describird infi-
nitas veces la circunferencia correspondiente en una misma direceion
positiva,
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Si el punto z vecorre una recta z = £ + i’ paralela al eje real,
entonces w — ¢ (cos e’ + @ sen ¢’). recorreri, evidenlemenle, un
rayo rectifinco gque parte del origen de coordenadas ¥ forma el dngu-
lo ¢ con la parte positiva del eje real. En este caso, cnando z recorra
la recla una sola vez, de modo que la ahscisa de este punto, igual
a t, crezca continuamente desde —oo hasta - oo, el punto w deseri-
bird una sola vez el rayo correspondiente. de modo que la distancia
desde este punto hasta el origen de coordenadas crecera continus-
mente desde () hasta co (naturalmente, se exchiyen tanto un extbre-
moe como el otro, puesto qgue | w | = ¢}

fz/

FIG. 14

sumiendo, en la transformacion del plano z mediante la funeion
w = ¢, la familia de rectas paralelas al eje imaginario se transforma
en la familia de cireunferencias con centro en el origen de coordenadas,
¥ la familia de rectas paralelas al efe real, en lo familic de rayos
rectilineos que parten del origen de coordenadas.

Consideremos la regién g formada por el interior de la franja
rectilinea de anchura h, 0 << A« 2n, paralela al cje real. Supon-
gamos que esta franja csti limitada por las reclas: y = ¢ ¢ y ==
= 1 (05 — o = A). De lo expuesto anteriormente se deduece que
la imagen de la vegién g en el plano w seré la region d formada por
ol dngulo de magnitud & con el vért‘iue en el origen de coordenadas,
limitado por los rayos rectilineos \Arg w = ¢ + 2k 'y Arg w =
= @y + 2In (fig. 14). La correspondencia entre las regiones g v o,
establecida mediante la funcién w = exp z, es ahorn biunivoca.
Para comprobar esto, es suficientc observar que solamente pueden
ser preiméagencs de algn punto w de la regitn o los puntos In | w | --
+ ¢ Arg w, que sc diferencian cntre si por los valores en la parte
imaginaria. Dos puntos de éstos estin situados en una recta paralela
al eje imaginario a una distancia miltiple de 2x. Pero nuestra
franja 2 tienc una anchura no superior a 25, por lo cual, puede con-
Lener en su interior solamente wna preimagen del punto . Por lo
tanto, cada punte z € g pusee solamente una imagen y cada punto

LR R L
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w & d solamente una preimagen cn el interior de g, lo cual demuestra
que la transformacién es biunivoca.

Vemos, pues, que la funcién exponencial w = exp z realiza unc
transformacién biunivoca y conforme de una franja de anchura b < Zm,
paralela al eje real, en un dngulo de magnitud h con el vértice en el
origen de coordenadas.

Por esto mismo se recurre a la funcidén exponencial siempre que
se necesita Lransformar conformemente alguna franja reectilinea
en el interior de un dngulo.

z)

F1G. 15

Si la recta del plano z no es paralela a alguno de los ejes coor-
denados, su imagen en el planoe w no serd yu una recta 0 una circun-
ferencia, sino una espiral logaritmica. IIn efecto, si osta recta es

z=t{1+io)+bi, —co<<t<+o0
(= es cl coeliciente angular de la recta y &, la ordenada en el
origen), entonces su imagen serd la curva
w=oxp [f - i{at+ D)) = e [cos (ut L+ b) + i sen (uf —D)).
Aqui
|w|=r=¢e', @=Argw=oat}b4 2mn,

o bien, eliminando el pardmetro & r = expLszﬂ . Pero Arg w
o el dngulo polar @ se determina salvo un entero maltiplo de 2n.
Por lo tanto, designando de nuevo ¢ — 2ma mediante ¢, obtenemos:
2 sl
r=ce®, donde c=¢ 9,

Bsta es la ccuacidn de una espiral logaritmica (fig. 15).
Como ésta es la imagen de la recta z = £ (1 + ia) 4 bi, la cual
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se corba con las rectas paralelas al eje real bajo un dngulo constante
igual a are tg @, y como al transformacion es conforme, la espiral
logaritmica sc cortari bajo ol mismo dngulo con las imégenes de
dichas rectas, es decir, con todos los rayos que partan del origen de
coordenadas. Temos obtenido la propiedad caracleristica de la
espiral logaritmica.
Las transformaciones que se vealizan mediante las funciones
w = (z — a)" vy w = exp z experimentan ciorta semejanza enlre si.
Esta semcjanza puede aclararse mediante la férmula
: 3 3n
expz=lim (3. +——) 5
cuya demostracién proponcemos hacer al lector como ejereicio.
. i " 1
Examinemos la transformacién w —= (1 + -;) == lz — (—m)I"
con relacién a la cual la transformaicién w = exp z es limile. En

Ih (2
5,
p
4, =
G Z
FIG. 16

virtud de lo expuesto en ¢l ap. 3.3, esta Tuncién transforma el ingu-
lo de magnitud % (0 << h < 21t con el vértice en el punto 4, {— n},
limitado por la parte del cje real 2z —n (y = 0) y el rayo
Arg (z + n) = % + 2km, en ¢l dngulo de magnitud % con el vértice

en el origen de coordenadas, limilado por los rayus Argw =0 y
Argw = h + 2mn (fig. 16). Cuando n tiende al infinito, el vértice
A, se aleja al infinito a lo largo de la parle negativa del eje real

v la longitud del segmento OB, tiende al limite lim n tg & < p,

e oo
de modo que la posicién limite del rayo 4,8, es la recta y — h, la
cual, junto con el eje real, limita una franja de anchura k. Adem4s,
¢s evidente que la posicion limite para los rayos que parten del
vértice del dngulo serdn unas rectas paralelas al eje real, y las posi-
ciones limites para los arcos de las circunfercncias con eentro en
el punto 4, serin los segmentos de las rectas perpendiculares al
eje real comprendidos en el interior de la franja. Como vemos, el
cuadro de la transformacién realizada por la funcién exponencial

8=
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puede oblenerse del cuadro correspondiente de la Lransformacion rea-
lizada por la funcién potencial, mediante ¢l paso debido al limite.

3.6. Pasemos ahora a definir el seno y el coseno de un arguinento
complejo. De las loemulas

exp(ixr) scosr+isenz y exp(—iz)=cose—isenx
oblenemos lag [érmulas conocidas de Euler:

exp (f4)

COS L =

X {—iz) P— exp {ix)—oexp (—ix)
B - 2& ]

2

que, por ko tanto, son vilidas para cualquicr valor real de z. Como
los segnundos miembros de estas [6rmulas estin definidos para enal-
quier valor complejo de z (z 55 o0) y. evidentemente, son funciones
analiticas de z, lenemos agui dos funciones enteras de z:

exp (£2) | exp (—i3) exp (iz)—exp {—iz)
p) ¥ 2 '

que para valores reales de z = 2 toman valores reales que coinciden
con cos & y sen x, respectivamente. 158 natural que, por definieion,
la primera de ellas se denote mediante cos z, la segunda mediante
sen z y gque se llamen funciones trigonomélricas principales — coseno
y seno de z:

_exp iz} —exp (—iz)

. ONP 2V exp {—i5)
08z s ——m————, R

SENZ - (3-06:1)
Las formulas (3.6:1) se denominan férmulas de Euler.
También se llama formula de Euler la que se obticne al multiplicar
amhos nicmbros de la segunda formula por { y al sumar después
el resultado con la primera [6rmula

exp (iz) = cos z—+ i sen 2. (3.65:2)

De las f6ormulas (3.6:1) se deduce inmediatamente (ne cosz es
una funcidén par, y senz, una funcién impar:

cus{—z) =cosz, sen{—z)= —sCna. (3.6:3)

De las mismas formulas (3.6:1) se deduce que cos 2 y sen 2 poseen
periodo, igual a 27 (puesto que, al variar z en Zm, los argumentos
de las funciones exponenciales en log segundos micmbros de las
férmulas varian en =2mi, los cuales son periodos de la funcién
exponencial). Demostremos que 2n es el periodo primitive (prin-
cipal) de las funciones cos z y sen z. En elceto, si @ es un periodo
de Ja funcién cos z, se tienc:

co5{Z~ W}=COsZ,
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fu §
¥ para 3=— obhlenemos:

Cos (m -'--;) = (),

Pero de aqui se deduce que
exp [i (m —%) ] -l-exp [ —i ({a A % ]] _—

expli(2e | n)] = —1.

o hien

Por consiguients, segin la formnla (3.5:2)i (200 |- 5) = In | — 1|
+iArg(— 1 i{m -k 2kn). 0 sea, @ == km, ¥y como cos @
= ¢os 0 —= 1, el namero &k es par v w = 2kn.

De un modo semejante se demuestea que 2n es también el perio-
do primitivo de la funcién sen z.

Dediguémonos ahora a demostrar los Leoremas de adicidn para
las funciones cos z v sen z, es decir, a busecar las relaciones cxistentes
entre cos (z; + z,) v sen (g, 4 z,). de un lado, ¥ eosz;, cos z,,
sen zp y sen z,. de otro lado (2, ¥ z, son wnos nimeros complejos
arbitrarios). Las relaciones pedidas se obtendrin como consecuenciz
del teorema de adicién para la funcién exponencial.

Sustituyendo en la formula (3.6:2) z por z; -+ z,, hallamos:

£

cos(a b a) - isen(a b sy =cxpli(a | @)=
= exp (iz,) - exp (izp) = (cos 2, -~ i sen 2;) (c0s 2, |- isen z.)
o bien, efecluando la TnulepliGaéitﬁn:
c0s (2 L za) - L sem (3 + %) —
= (C0s 2; €08 Zy— SN 2, SeN Zy) - i (senzycoszy | cosz; sen ).
Poniendo aqui —z; y —z; cn lugar de 3, y 2. y aplicando las
relaciones (3.6:3), resulta:
C0S (24 2Zy) — i sen (2) -+ 2) =
= (C0% 2y COS 2y — SON 2y SB1L Zp) — § (SN Z, COS 2o | COS 3, SCN Za),
Swmando y restando estas formulas Wérmino a término, oblendremos:

€0S (31 + Z3) = COS 2, - COS 2, — 881 2, - SeNn Iy, } S
ot

S0 (8] 4 2) = BN Z;+ COS 2o 4 COS Z;- 501N Zy. ( )

Estas formulas son fundamentales en la teoria de las funciones

trigonométricas. kn particolar, éstas conlicnen las denominadas

aformulas de reduccién del argumentos. En efecto. poniendo en
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- b3 8
las férmulas (3.6:4) zy =z y 2z, = 5, obtenemos:
n n It
cos (z - -2—) = 084 Z CO5 T—Seu 80N 5 = —SEn z.
i - a
sen (z | ) =senzcos |- €os zsen o = COSZ.

Haciendo 2, =z y 2z, =, hallamos otro par de férmulas de reduc-
cion:

cos {z 4 @) =- —senz,
sen (z-]-m)= —cos z,
ete.
Poniendo en la primera de las forinulas (3.6:4) 5, =2 ¥ za—= —2,
obtenentos la siguiente relacion entre sen z y cosz:
1=rcos*z-|-sen®z. {(3.6:5)

Ya vemos que todas las relaciones conocidas de la trigonometria
entre las funciones trigonométricas de argumento rveal sc conservan
también en el ecampo complejo. No obstante, de las férmulas (3.6:5)
no se puede sacar la conclusion de que |cosz | <1y |senz | <7,
puesto que, por lo genpral, cos® z y sen® z no son nneros reales no
negativos,

Con las funciones trigonométricas sen z ¥ cos z estin estrechamen-
te ligadas las funciones hiperbélicas ch z y shs,
definidas por las formulas

g w <h z:_‘v~+<—i ] (3.6:6)

Cuando z “~ x es real, estas funciones toman, evidentemente, valores
reales y coinciden entonces con las funciones ch z y sh z, conocidas
en el andlisis. La primera de éstas (es par) decrece ¢n cl semiintervalo
— oo < 7«7 0 desde oo hasta 1 y después crece desde 1 hasta oo
en el semiintervalo 0 < ¥ << co; la segunda (es impar) crece en todo
¢l intervalo infinito — co <= 2 == + oo desde —oco hasta oo,
anulindese para « — 0.

Comparando las formulas (3.6:6) con las férmulas (3.6:1) sc
deduce que entre las funciones trigonométricas e hiperbélicas existen
las siguientes relaciones:

. ch z = cos {iz), shz = —isen (iz). (3.6:7)
De aqui, en particular, se deduce que
ch? z—sh® z = [cos (i2)]® + [sen (iz) 2= 1. {3.6:8)

Determinemos las partes realese imaginarias, y también los
médulos de las funciones cosz y senz. Poniendo z=x+ iy, obte-
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nemos segin las formulas (3.6:4) v (3.6:7):

€08 (& - iy) = cos x cos (iy) — sen z sen (iy) = cosx ch y —isenz sl y,
(3.6:47)

sen (x + iy) == s¢n z cos (iy) --vos z sen (iy) = sen xch y+icos o sh y.

IJe aqui

Re [cos (£ — iy)] = cos zchy, Im [cos (x4 iy)| = —senashy, ] .

BRe[sen(z +iy)] =senzchy, Tm[sen{x-iy)] =coszshy. } Gt

Para los médulos de las funciones cos z y sen z oblenemos las
siguientes expresiones:

| cosz| ==} (cos z-ch y)® + (sen x sh y)® =
+

=V ehty(1—sen?z)+senz-sh® y=Vch?y—sen®z
+ +

y andlogamente, |senz|=)"sh®y +sen® z.
Agi. pues, 4
|cosz|= Em’ | sen ’_‘Zm (3.6:10)
De aqui se deducen las desigualdades:
chys|cosz| ;l{m =|shy]|,
'ExghTyE:chg}|snnz|'}[shy]. G4

Por cierlo, cstas desigualdades se deducen inmediatamente de las
férmulas (3.6:1). Por cjemplo:

|COSZ|-‘£ | exp {iz) | |-2| vxp (—iz) | — (_!xp(—-yz}—e—expy —chy,
100535;}! [exp{c;}i—Joxp(—i:)l - ]exp(—!;]—{zxpyl ~|shy]|.

Vemos que los mddulos de las funciones cos z y sen z erecen inde-
finidamente junto con | ¥ | a medida que z se aleja del eje reul,
v que se cumplen las siguientes féormulas asintoticas:
1 1 1
|cosz| ~zexply|, |senz|x= exp|y|.
En la fig. 17 esta representada la superficie: © = | sen 2 |, denomi-
nada relieve del seno*). Como shy==0 para y =0,

*) El dibujo cstd adoptado de la «Tabla de funcioness de Jahuke vy Emde.
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de las designaldades (3.6:11) se deduce luego que cosz y sen z no
pueden anularse Mera del eje real, es decir, que las ecuaciones cos z =
=0 y senz - 0 no poseen rafees imaginarins. Por consignionte,

P o
=0\ “\'» <7
SO

1

todas las rafces de estas ecuaciones se reducen a las conocidas en la
trigonomelria:

i
|
t

F1(. 17

z = (2k—1) 3 para la ecuacibn cosz =0

z=kx para la ecuacién senz — (.

Serialemos también las férmulas para las derivadas de las
[unciones Lrigonométricas ¢ hiperbélicas:

(cos z]’ _ [ exp (c‘;}—-‘—;xp (—iz) :I' —i exp (x':)—;xp(—i.’)

—= —8en s,
(senz)’ =coss, (chz) =shz, (chz) =chaz.

3.7. OQcupémonos del estudio del comportamiento geomélrico
de Jas funciones trigonométricas. En este caso podemos limilarnos
a estudiar la transformacion

w = ¢0S z,

puesto que la transformaciton w — sen z puede expresarse en la forna

kg
W= —cos (z—{—%)
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¥, por consigniente, se reduce a la traslacién del plano en direceién
. -.1. < ;
del eje real zp — z 5. a la transformacién z, — cos zy y, final-
menle, a la rotacién de Lodo el plano alrededor del origen de coorde-
nadas en el angulo ns w = — z,.
Examincmos primero las preimagenes del punto w en la trans-
formacion w = cos z, es deeir, lag raices de la ceuaciin
= cos z, (3.7:1)
donde 2 es un nidmero complejo arbitrario, distinto de oo. Susti-
tuyendo cosz segin la formula de Euler (3.6:1) y poniendo para
abreviar
exp (iz) =, (3.7:2)
para delerminar ¢ oblenemos la ecuacién
4+

o hien
1 —2wt 1=10, (3.7:3)
de donde
=w+=Vwr—1 (i—1,2) (3.7:4)

(ante Ia rafz cnadrada no ponemos el signo doble, pnesto que esta
raiz misma posee dos valores). Evidentemente, el producto de los
nimeros £, y ¢, 8 igual a 1, por lo eual eada uno de ellos es distinto

de cero. Designando uno de estos mediante v y ¢l otro mediante 17 5
obtenemos de (3.7:2) dos ecuaciones para delerminar z:
% r 1 i

exp(iz)—~t(#=0) vy exp(iz) _L?(;& . (3.7:5)
Segian el ap. 3.5, cada una de eslas ecuaciones posee infinilas
soluciones, gque se expresan svgan la férmula (3.5:2)

iz’ =In|v|~iArgT

E

. 1 ¥ 1

iz" -=1n ‘ 5 ‘—-,—I. Arg—r— = —(ln|t|4-7 Arg7),

o bien,
2=Argr—iln|t| ¥y "= —(Argrt—ilojT|k (3.7:6)

Hemos obtenido dos conjuntos infinites de puntos, sitnados sobre
el par de rectas y = =4 In | 1 |, paralelas al cje real. En cada una

i

de éstas los puntos vecinos z’, respectivamente z”, cstén situados
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a la distancia 2z unos de otros; ademais, para cada punto z°, situado
en la recta y = — In | |, existe en la otra recta y = In | 7 | un
punto z” simétrico con z’ respecto del origen de coordenadas (véuse

la fig. 18, donde | T | << 1). Cuando w = 4+ 1 las raices 1 y —4‘1— de

la ecuacién (3.7:3) son iguales a 3-1. En este caso, ambas rectas se
confunden con el gje real y los dos conjuntos de puntos z' y z” tam-
bién coinciden.

Resumiendo, la ecuwacion (3.7:1) siempre posce soluciones y el
conjunto de las soluciones siempre es infinito. De aqni se deduce,
en primer lugar, que la funcién w = cos z transforma el plano finito

i iz}
z, z; |z 7 z
o t-fﬂlz'l
T By
Y % 5 =

FIG. 18

z sobre todo el plano (finito) w, ¥, en segundo lugar, que cada punto w
Posee iniinitas preimdgenes cn el plano z. Esta transformacién os
conforme en todos los puntos en los cuales (cos 2)’ = — sen z 5= 0,
es decir, para z 5= kn (b = 0, =1, =2, .. .).

Supongamos (ue z recorre una recta cualquiera paralela a uno
de los pjes de coordenadas. Si ésta es la recta z == ¢ + it, paralela
al efe imaginario, entonces la imagen sera la curva L: w = cos 3 =
=cosccht—isenecsht (véase la primera de las formulas
(3.6:4")). 8i ¢ = ka, obtenemos 1w = coskmchi = (— 1)*cht¢
(— oo <<t < + o) 0 sea, w recorre dos veces la parte w1 del
cje real cuando % es par y la parte w sl — 1 cuando & cs impar,

Si¢= (2k — 1)% obtenemos w = (— 1)"i sh ¢, o sea, w describe

una vez todo el eje imaginario en diveccion del crecimiento de w
cuando % es par y en direccién del decrecimiento de u cuando & es
impar.

T - T
Supongamos ahora que ¢ =% m - (para cualquier entero m). Es-
eribamos la ecuacién de la curva L en la forma:

u=cosc-cht, v=—senc-shi (—0<t<Co) (3.7:7)
0 bien, eliminando el pardmetro ¢ (cosec=%0 y sen ¢==0):
nu2 v g .
coste  semic 1. (3.7:8)
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Hemos obtenidn la ecuacién de una hipérbola con los semiecjes
|eose | ¥ |seac¢ | y con los focos en los puntos —-1.

Sin embargo, no hay que creer que la curva /. coinecide eon tnda
esta hipérbola. De Ja representacién paramétrica (3.7:7) de L se
deduce que u conserva todo el tiempo un mismo signo, que coincide
con el signo de cos ¢, mientras que v varia de una manera continua
v monéyona desde —oo hasta +oo (o al revés). De aqui se deduce
que la cnrva L solamente coincide con una de las dos ramas de la
hipérbola (3.7:8), precisamente con la rama de la derecha si cos ¢ = 0,

& A z) 28 feer)
: b/
4 7 /g
" I 3
-7 gl s 7 T I - izl 7
FIG. 19

y eon la rama de la izquierda si cos ¢ << 0 (lig. 19, en la cual en la
mitad de la derecha estin representadas las imagenes de tres rectas
del plano z:

Tzewmn), M (z=3) y I (2= donde << 2a)) .

Ademads, la transformacién de la reeta z = ¢ -+ it en la rama co-
rrespondicnte es biunivoca y cada unade las dos semirrectas, en las
que se divide nuestra recta por el eje real, se transforma biunivo-
camenie en wna de lasg semirramas, en las gque se divide la rama de
la hipérbola en el vértice.

Supongamos ahora que z describe una recta I': z =1 |- ic’,
paralela al cje real. Su imagen serd la curva L':

w=cosz=costche —isenishe’.

Cuando ¢’ = 0, ¥’ es el eje real y L' tienc la ecuacion w — cos ¢
(— oo =< t <Z -+ o0); por consiguicnte, w describe infinitas veces
el segmento — 1 < u-<C 1 del eje real, correspondiéndole a cada
scgmento de la reeta I’ de longitud 2n un doble recorrido del seg-
mento indicado. Swpongamos que ¢ == 0; entonces escribimos la
ecnacién de la curva L’ en la forma:

u=costche', v= —sentshe, {(—oo<tt<Coo)} (3.7:)
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¥, climinando el pardmetro ¢(che’ 5=0, she' ==0), obtenemos:

s v g -
e tame =1 (3.7:40)

Esta es la ecuacién de una elipse con los semicjes |che | v
| st ¢’ | ¥ eon los focos en los puntos -£1. De la representacién para-
métrica (3.7:9) de la curva L' se deduce que el punto w recorre in-
linitas veces la elipse en una misma direceidn, correspondiendo
cada recorrido a un desplazamiento del punto z a lo largo de 1a recta

¥ ) v fa)
v/
x
A 7
7 o 7 0| 1/ =&
FIG. 20 .

2 — [ — ic’ ala distancia 2z (fig. 20, donde en Ia mitad de la derecha
esliu representadas las imégenes de dos rectas del plano z: | (y = 0)
y H (g = cz=0)).

Resumiendo, la transformacién w = cos z hace corresponder a la
red uriogonal de reclas paralelas a los ejes coordenados, la red de elip-
ses e hipérbolas con los focos comunes 1. Como la transiormacion
es conforme en todos log puntos del plano z, a excepeién de los puntos
de la Jorma z = kn (k= 0, ==1, &2, . ..} (las imigenes de los
cuales son, precisamente, los focos indicades), la red de elipses e
hipérbolas homofocales también tiene que ser ortogonal.

3.8. Tomemos en el plano z una region g que sc¢ transforme biu-
nivocamente mediante la funcién w = cos z en la region correspon-
diente del plano w. Esta regién se puede elegir de muchos modos,
Hay que preocuparse solamente de gue a ésta no le perlenezean dos
preimigenes de un mismo punto w. Elijamos por g, por ejemplo, la
semifranja de anchura & (0 << £ « 2n), paralela al eje imaginario,
con la base en el cje real (fig. 21). Evidentemente, ésta satisface
a las condiciones pedidas. Ln efecto, si para algin punto z, € g.
€08 3, = we, entonces, como ya se sahe (pig. 121 —122), Lodas las dewis
preimagenes del punlo wy en el plano z tienen gue estar situadas,
enunade sus partes, en la recta paralela al eje real que pasa por el
punlo z,, y en la otra parte, en la recla simétrica a la primera con
respecto al eje real. Pero las preimégenes sitnadas en la primera
recla estin a unas distancias del puntoe z, que son miltiples de 2n;
como la anchura de la semifranja no es superior a 2n, ninguna de
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éslas se situari dentro de la semifranja o en su frontera. La segunda
recta carece de punlos comunes con la semifranja. J8n resumen, la
Iuncién w = cos z transforma biunivoca y conformemente la region
£ en cierto conjunto de puntos del plano w.

Para construir esle eonjunto, hagamos describir al punto z la
fronlera y de la region g de modo que éste recorra continna y suce-
sivamente, primero el lado [ de la semilranja, después la base L y,
linalmente, el olro lado I11 de la semifranja. Entonces, el punto

Yy * g (z)
I *
Fi v
_____ S - 2,2 o
N R [ =
— | 2
a2 L z
Fic, 214

w = cos z describird también continua y sucesivamente la semirra-
ma (1"} de una hipérbola, después pasard por la parte (IT°) de la
curva que es la imagen del eje real y se representa por el segmento
— 11, v— 0 (comolalongitud de la base de la semilranja
no es superior a Za. el punto w recorrerd el Gltimo segmento no mas
de dos veces), y, finalmente, pasard una semirrama mas (111°) de
cierta hipérbola.

La imagen completa obtenida en el plane w de la frontera de
la region g —designémosla mediante T— divide el plano en dos
regiones: alirmamos que una de ésias e¢s Ja imagen buscada d de la
region g. Indiguemos dos mélodos generales mediante los cuales
es posible seiialar cudl de las regiones halladas es precisamente la
imagen -de la regién g.

El primer método consiste cn que se toma algin punto z, € g
v se sefiala su imagen w, = cos z,. Ksta imagen no puede pertenecer
al cireuito I', ya que en caso contrario una de las preimagenes del
punto w, perleneceria a la regién g y la olra, a la frontera y de esta
regidn, lo cual, come ya se vio, es imposible. Por consiguiente, el
punto wy se sitvard cn una de las regiones indicadas anteriormente,
Lsta regién serd la buscada.
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L1 otro mélodo consiste en que se sefiala el sentido del recocrido
de la [rontera y de la regién g. Esto se puede hacer, por cjemplo,
figurdndosc un observador que se desplaza a lo largo de la frontera
de la regién g junto con el punto z y que anota hacia qué lado del
mismo se encuentra el interior de la region. Duranle el recorrido
admitido en nuestra figura, la region ¢ quedard, evidentemente, ala
izquierda del observador. Oblignemos ahora al observador a des-
plazarse por I' junto con el punto w = cos z. Entonces versd la imagen
de la rogién g del mismo lado, es decir, en nuestro ejemplo, a su
izquierda,

Expongamous la demostracion de todas estas alirmaciones.
Supongamos que para el punto z, € g su imagen w, pertenece a la
region d. Demosiremos que, entonces, para cualquier otro punto
Z; € g suimagen wy también pertenece a la misma regién d. Tracemos
por el punto z; una recta paralela al eje imaginario hasta Ia inter-
seccién en el punto z, con la recta que pasa por el punto z, y es para-
lela al eje real. Al moverse desde el punto z, por el gegmento de la
ultima recta hacia 3., el punto correspondiente w = cos z se movera
por el arco de clipse con los focos -1, que pasa por w, hacia ¢l punto
wy = ¢08 2,. Kn el camino no se encontrari con ningdn punto de la
frontera T' de la regidn d. En caso contravio, habria wn punto w que
serfa imagen de uno de los puntos situados en y y también, imagen
de algin punto de la regidn g (del segmento z4z,), lo cual, como es
sabido, es imposible. Asi, pues, todo el arco de elipse wow. pertenece
a la regién d. También pertenece a ésta el punto w,. Supongamos
ahora que z sc mueve por el segmento de la recta desde el punto 2,
hasta el punto z,. il punto correspondiente w = cos z se moverd
por el arco de una hipérhola con los focos =1, desde cl punto 1w,
hasta el punto wy = cos z;, y como de nuevo no es posible encon-
trarse con ningan punto de I', todo esto arco de hipérhola. inelusive
su extremo wy, pertenecerd a la region d. Asi, pues, la imagen de
cualquier punto z; € g pertencee a la misma region d a la que per-
tenece también la imagen del punto z, € g. Por consiguiente, toda
la imagen de la regién g estd contenida en d. No queda mds gque
demostrar que dicha imagen coincide con &, para lo cual hay que
verificar que cada punto w’ € d es la imagen de cierto punto z” € g.
Tracemos por ' un arco de hipérbola con los foces =1 hasta la
interseccion en el punto w” con el arco de la elipse que pasa por el
punto w,. De este modo, obtenemos un arco de elipse wow” v un
arco de hipérbola w"w” pertenecientes por completo a d. Hagamos
describir al punto z el segmento de la recta paralela al eje real que
pasa por el punto z,, desde ol punto de interseccién con el lado 1
hasta el punto de interseccién con el lade IFf. Ll punto correspon-
diente describird un arco de elipse, comprendido en la region d,
desde el punto de interseccién con la semirrama de la hipérbola I’
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hasta el punto de interseccion con la semirrama 117, y, por consi-
guiente, pasard por el punto w". De aqui se deduce que el segmento
indicado de recta contiene la preimagen z” del punto w”. Describamos,
linalmente, la semirrecta paralela al cje imaginario gue pasa por
¢l punto z”. Su imagen serd la semirrama de la hipérbola con los
focos 1, que pasa por el punto w". Pero esta semirrama pasa por
ol punto w'. Por consiguiente, la semirrecta indicada contiene a la
preimagen z° del punto .

Queda demostrade gque w’ pertenece a la imagen g, de donde, en
virtud de la arbitrariedad del punto w’, se deduce la coincidencia
de 1a imagen de la region g con la regidn d. Ahora ya es ficil argu-
mentar el método de eleccion de la regién que es la imagen de la
region g, basindose en la correspondencia entre los recorridos de
los civeuitos y y I'. Supongamos, por ejemplo, que recorremos el
lado I de la semilranja g en la direccidn sefialada por la flecha, de
modo que la regién g se mantiene a nuestra izquierda. En algin
punto @ € | tracemos hacia dentro de la regién un segmento de la
normal a la irontera. En este caso, el segmento ird por una recta
paralela al cje real. La imagen de este segmento ticne que pertenecer
a la imagen de la region g. En el caso considerado ésta representa
un arco de la elipse que pasa por un punto f = cos «, situado en
la semirrama de la hipérbola T', y, por consiguiente, por imagen de
la region g se debe elogir aquella region (ya se ha verificado que la
imagen de la regidn g es una doe Jas regiones limitadas por el circui-
to I') hacia la cual estd dirigida este arco eliptico. Recordemos ahora
que con la transformacion conforme no sélo se conservan los valores
de los dngulos sino también los sentidos de sus direcciones. También
tiene que conservarse el sentido dela direccion del 4ngulo compren-
dido entre la parte de la frontera  que parte del punto o en la
direccion del recorrido y la normal interior. Pero la indicacién de
que durante el recorride del circuito ¥ la regidn se mantiene a la
izquierda del observador es equivalente al hecho de que el obser-
vador, situado en ¢l punto @, tiene que girar un dngulo recto de la
derecha hacia la izquierda para ver por la normal el interior de la
vegion g. Debido a esto, el observador que recorre I' v se encuentra
en el punto = cos ¢ también fiene que girar un dngulo reclo de
la derecha hacia la izquierda para ver en la direccién de la imagen
de la normal (del arco de elipse) el interior de la imagen de la region g.
Esto significa que la imagen buscada de la regién g estara situada
a la izquierda del observador, lo cual se alirmaba.

Sefialemos en conclusion que, por lo general, la forma de Ia
region d varia junto con la variacidn de la disposicién y anchura
de la semifranja g. In la fig. 22 sc¢ ha representado el caso que Liene
Ingar cuando la base de la semifranja pertenece a uno de los inter-
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valos de la lorma (ks (k -- 1) n). Bl easo representado en la fig, 21,
que se caracleriza por que la base de la franja, al hacer la transfor

Zi o
(Z) feen
7 T g i
FIG. 22
macidn, parece partirse en el punto w =1 0o w = —1, tiene lugar

ciando la base de Ia semifranja conliene en su inlerior un punto de
la forma ks

§ 4. FUNCIONES RACIONALES. FUNCION HOMOGHRAFICA.
GEOMETRIA DE LOBACHEVSKI.
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

4.1. En el parrafo precedente se estudiaron unas cuantas repre-
sentantes mids elementales de la clase de funciones enleras. Siguiendo
¢l orden de aumento de generalidad, después de la clase de funciones
enteras viene la ¢lase de funciones meromorlas. Asi
se llaman las funciones que poeden expresarse en forma de una
razon de dos funciones enteras. Il vocablo mismo s«meromorfa»
proviene de las palabras griegas pepio (pacte, fraccion) y popaqt,
(forma) y signilica «semejante a una fraccions. Esti clare que cada
funcidn entera f (z) es a Ia vez meromorfa, puesto que puede expre-

1(2)

sarse en la forma o Naturalmenle, lo reciproeco no es justo, como

§ T 1 3 i
muestra el ejemplo de la funeidn T lista funcién cs meromoria

pero no es entera, ya que toma el valor eo en el origen de coorde-
nadas,

Las representantes més simples de la clase de las funciones mero-
morfas en ¢l sentido propio de esta palabra (es deeir, que por lo
general no se reducen a las enleras), son las funciones ra-
cionales Asi se llama toda [nneion que puede expresarse en
forma de una razén de dos polinomios:

1(2)~ Pz} gtz .. Aap”

T0G) T By b b (3:1:4)
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(el denominador no es idénticamente igual a cero). Supondremos
que la fraccidn fl: es irreducible, es decir, que las ecuaciones
P(y=0y Q) =0 carecen de rafces comunes. Supungamos,
ademis, que a, 5= 0 y b, == 0, es deeir, que P (z) y (z} son de
grados (jexactos!) n v m, respectivamente, Designemos por o, . ..

. ®p todas las raices distintas entre si de la ecuacién 2 (z) = 0,
¥ por k. kg, ..., ky, sus 6rdenes de multiplicidad; del mismo
modo, sean Py, ..., f, todas las raices distintas entre si de la
ecuncidn Q (z) = 0, y Iy, ..., I, sus 6rdenes de multiplicidad.
Entonces (4.1:1) puede cscribirse asi:

P) _ #n (e~ . z—apyr
@~ T =PI . (i Pt

IEvidentemente, cualquiera de los niimeros Cyy « - oy Oy es distin-
to de cualquiera de los nimeros By, . . ., Bqs en caso contrario los
polinomios P (z) y Q (z) no serian primos entre si. Ademas, fey 4~
F+ e Rp=n ¥ Lo + lg = m. En cada uno de los
puntos z = o, la funcidn f (z) se anula y en cada wno de los puntos
z = f; toma el valor co. Los puntos a, se llaman ceros v los
puntos B, polos de la funcién racional f (2). Los niimeros k,
¥ ! que les corresponden, se llaman 6rdenes de multi-
plicidad de los ceros o de Jlos polos. Siel orden
de multiplicidad k, (o ;) es ignal a uno, el cero a; (o el polo fie ) se
Hama simple, sielorden de multiplicidad es mayor que uno,
¢ llama mualtiple.

De esta delinicion so deduce que los ceros de la funcisn f (z) son

polos de la huw.ién}}—z) . ¥los polos def (z) son ceros de ﬁ;—) conservan-
1

dose sus 6rdenes respectivos de multiplicidad al pasar de /(@ a )
(es decir, que el cero de un orden determinado se convierte en polo

del mismo orden, y viceversa). La funcién racional esti definida en
los puntos B, por las condiciones f (f) = co (£ =1, 2, ... )
defindmosla ahora en el punto del infinito haciendo f(e0) =
= lim [ {z). Obtenemos, evidentemente,

2=300

@)=

(4.1:2)

1) f(o0)=0 si n<<m,
2) f(m}::—: si n=nm,
3) f(oo)=o0 si n>>m.
En el caso 1) se dird que f (3) tiene un cero en el punto del infi-

nito, y en el caso 3), que tiene un polo en el punto del infinito.
Para atribuir a estec punto un orden de multiplicidad determinado,

8—1100
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hagamos la transformaciéon previa z = é que hace corresponder
az = oo el punto { = 0. Entonces resulta:

1

R o e e

1 1
bo+blf+...+&mw

;m % "I’x+"’ﬂ—l;+ =4 '{_EO;“' =g (v)
&% dmAlmogb . bl™ Syt

ap-+ay

]

?1-—"

f@=f(+)=

o

Se distinguen los siguientes casos:
1) n <2 m; cntonces

EM= (o b - . 005
b+ b gL+ o bpi™ .

PE =

Esta funcién racional posee un cero de orden m — n en cl punto
£ = 0. De acuerdo a esto, se dird que f (z) pusee un cero de! misno
orden m — n en el punto z = oo.

2} n = m; entonces

n-tap b4, .. A A"
T S 2

¢ L) =

Esta funcion racional no tiene ni cero ni polo en el punto J = 0
(se hace aqui igual a :—") - De acuerdo a esto, f (z} tampoco tiene cero
n
. P T
ni polo en el punto z = oo (sc hace aqui jgual a F”] 3
n
3) n > m; entonces

fn+apg&— ... 4 agh™
S B+ bpnab -+ o« -F 5™

e =

Esta funcién racional tiene un polo do orden » — m en el punto
§ = 0. Respectivamente, se dird que f (z) tiene un polo del mismo
orden n — m en ol punto z = oo,

Determinemos el nimero total de ceres o de polos de la funcién
racional en el plano ampliado, contando cada uno de ellos de acuerdo
a su ordon de multiplicidad. Ante todo, obtenemos f, +— ...
... + kp = n ceros finitos. Si » > m no hay cero en ol infinito.
Si n << m, obtenemos olro cero en el punto del infinito, de orden
m — n, y el nimero total de ceros se hace ignal a n — (m — n) =
= m. Si en todos los casos designamos con IV ¢l mayor de los ntime-
ros moy n

N =max (m, n),



§ 4. FUNCIONES RACIONALES 131

y lo llamamos orden de 1la funcién racional
f (z), obtenemos que el nimere total de ceros de la funcién £ (z)
en el plano ampliado es igual al orden de esta funcién. 12l nimere
total de polos resulta exactamente igual. Precisando, si n < m, la
funcién f (z) no tiene polo en el punto del infinito y todos sus polos
son finitos. Pero ¢l niimero de cstos tltimos es 4y + ... + 1, =
= m = N. 5i n>m, ademas de los m polos finitos, la funcion
f (2) posee también un polo de orden #n — m en el punto del infini-
to. Por consiguiente, su nimero total de polos es m + (n — m) =
=n=xN.

Sea alora 4 un nimero complejo arbitrario, distinto de 0y de oo.
Averiguemos lodas las raices de la ecuacidn

P .
f{z)=~o—|[(;))--_—,A (4.1:3)
o, 1o que es lo mismo, Jas rajces de la ecuacién

F(2) =ﬂ-"—&;~}?ﬂ=o. (4.1:4)

Si se alribuye a cada rafz de la ecuacién (4.1:3) el mismo orden
de multiplicidad que Lienc esta misma raiz en la ecuacién (4.1:4),
se puede afirmar, segiun lo anicrior, que el nimero total de raices
de la ecuacién (4.1:3), igual al numero de ceros de la funcién F () =
. &)0_(‘71}0—“'—) , tiene que coincidir con el orden de esta Gllima.
Pero, si n = m, el grado del polinomio £ (z) — AQ (z) es igual a n
¥, por consiguienle, el orden de la funcién F (z) también es igual
a n, es decir, coincide con ol orden de la funeion f (z). Cuando n = m,
el grado del polinomio P (z) — 4Q (z) no es superior a n, ¥y como el
grado del polinomio Q (z) es igual a n, el orden de la funcién F (2)
es ignal a n, o sea, de nuevo coincide con ¢l orden de la funcién
f (2). Finalmente, si n < m, el grado del polinomio P (z) — 4Q (z)
es igual a m (4 £ 0), y como el grado del polinomio Q (z) también
es igual a m, el orden de la funcién F (z) es igual a m. Por consi-
guicnte, en este caso, cl orden de la funcién £ (z) también coincide
con el orden de la funcion f {z). Resumiendo, en todos los casos, los
Grdenes de las funciones f (z) ¥ F (z) son iguales, de donde se deduco
que el pimero total de raices de la ecuacién (4.1:3) en el plano ampliado
es igual para todos los valores A y coincide con el orden N de la fun-
ctén f (z).

Queda revelado, pues, que la conocida propiedad de los polino-
mios de tomar cualquicr valor 4 en un mismo nimero de puntos del
plano, igual al grado del polinomio, se extiende a cualquicer funcién
racional sustituyendo el grado por el orden.

G
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Como e¢jemplo, examinemos la funcidn }‘(z)=fzi_l.

tiene dos ceros simples: =i v dos polos simples: 1, Para el valor
A = 1 la ecuacibén

Esla

a%4-1 2
ar=10sa ;=5=0

no tiene raices. Pero tiene una raiz doble en el oo, puesto que el
grado del denominador de la fraccion es dos unidades superior al
grado del numerador.

De los resultados obtenidos se dednce que una funcidn racional
w = [ (z) de orden N transforma el plano ampliado en el plano ampliado
de tal modo, que cada punto w = f (z) posee generalmente N preimd-
genes en el plano z. Para algunos valores w el nliumero de preimagencs
distintas entre si puede resultar menor que N. Asi, por ejemplo,
si f (z) tiene ceros miltiples o polos miltiples, a los puntos w = 0
0 w = oo les corresponderin menos de N distinlas preimagenes
en el plano z.

Los demds valores w (w 5= 0, w = oo) de este género se obtienen
buscando las condiciones segiin las cuales la ecunacion

P (z) : PE)—wl(@) g
¢ () Q ()

tiene raices multiples. ‘Todas las raices multiples finitas de la
wtltima ecuacién coinciden con las raices miltiples de la ecuacidn

P (2) —wQ (2)=0,
¥, por consiguiente, satisfacen también a la ccuacién
P (z)—wQ (z) =0
y, finalmente, a la ccuacidn de grado no superior a m+n—1,
P(2)@Q (5)— P (2)Q(z)=0. (4.1:5)
Esta dltima posee no mas de m+4-n—1 raices distintas y, y2, --+, ¥r»
a las cuales corresponden no mas de m-+n-—1 distintos valores
_ P
T Qv
que poseen un nimero menor que N de preimdgenes.
Obsérvese que todos los ceros maltiples linitos de f{z) satis-
facen a las ecuaciones
P@y=0 y P(z)=0,
v los polos miltiples finitos, a las ecuaciones

Q=0 v Q'()=0.

wy = O LR,
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Por consiguiente, tanto unos como otros satisfacen también a la
ecnacién (4.1:5), o sea, se encuentran entre sus raices y;. Debido
a esto, los nimeros { y oo también se encontraran entre los r nimeros
w; (cuando existan ceros miltiples finitos o polos miultiples fini-
tos). Sin embargo, puede ocurrir que la ecuacion f (3) = f {c0)
posea raices mualtiples solamente en el punto del inlinito; entonces
el nimero f (co0) {posiblemente, igual a cero v a inlinito) no se encon-
trard entre los nimeros wy (j = 1, . . ., r) y, por consiguientle, habri
jue afiadirle a éstos. 1 namero de puntos obienidos no serd supe-
rior a m -+ n.

Resumiendo, en todos los casos, el niimero tolal de aquellos punios
del plano w que poscen, cada uno de ellos, menos de N preimdgenes,
no es superior @ ne - n. El conjunto de todas las preimdgenes de estos
puntos comsta de los puntos v, . .., 7, 4 veces, a estos puntos
hay que agregar también el punto oco.

Si z es distinto de los polos de la funcion f {z) y del punto del
infinito, la funcién f (z) posee derivada

L P @eE—re e e
= e

para que ésta mo sea igual a cero, hay que exigir también que el
punto z no coincida con ninguno de los puntos »; (j =1, ..., r).
De aqui se deduce que la transformacién w = f (z) es conforme en
todos los sitios, a excepcién, posiblemente, de un ndmero [inito
de puntos.

Dejamos a cuenta del lector la demostracién de que la transfor-
macion es conforme también en cualquier polo simple de la fun-
cién f (z), y también en el punto del infinito, suponiendo que z = oo
no es una raiz miltiple de la ecuacién f (z) = f (c0). Del mismo
modo se puede demostrar que la transformaciéon no es conforme en
cada uno de los puntos y; (f =1, 2, .. ., ), a los cuales hay que
afiadir también y; = oo, si 2 = oo es una raiz miltiple de la ecua-
cion f (z} = f (o). Precisamente, el dngulo con el vértice en el
punto y; aumenta en la transformacién w == f (z) en un mimero de
veces, igual al orden de multiplicidad de la raiz y; en la ceuacion
j(z)=f(vj) =012, ..., f).

4.2, De los resultados del apartado anterior se deduce gue la
funcién racional de primer orden, es decir, la funcién hnmogrifica

b
w=0L(z) = 1__’: . 88 la unica de las funciones racionales que rea-

liza una lransformacién biuniveca del plano ampliado sobre si mismo-
(En este caso hay que exigiv ademés que el determinante de 1a fun-
cion L (z) sea distinto de cero: ad — be 5= 0; cuando no se cumpl®
esta condicitn, I (z) se hace idénticamente ignal a wna constante,
o sea, lransforma el plano ampliado en un punto). Ya se vio en el
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ap. 2.3 que la transformacion w = L (z) es conforme en Lodos los
puntos del plano ampliado. En las cuestiones mds diversas de la
teoria de las funciones de variable compleja se suele recurrir a esta
transformacion (a sus distintos casos particulares). Debido a esto,
mereco un estudio particular. Consideremos aqui sus propiedades
principales.

Estudiaremos el conjunto M de todas las transformaciones
homograficas con el determinante diferente de cero. Dos transfor-
maciones

agz+ by o2 |- by
ME=%03 7 LO=55G
se consideran iguales cuando, y sé6la cuando, Ly (z) = L, (2) para
todos los valures de 3. Para esto es suficiente que los coeficientes
correspondientes sean proporcionales entre si:

y=hay, by=2rb,, ez=he; ¥y dp=2hdy (A == 0).
Estas mismas condiciones son necesarias. En electo, si Ly (2) =
= L2 (2}, enlonces, en particular,
Li(0)y=Lg(0), L (1)=L, (1) ¥y Ly(oo)=1Lz(0);
lo cual significa que

I TS (R TI H
dy  dp 'oeddy e tdr’ T en ’
Poniendo en Ja igualdad del medio

bi=dip, bhy=dp, ay=cg ¥ aGz=1¢5
obtenemos

cigtdyp  eaq4-dup . S e
a8 = Tord, O 8eA, {e1ds—cady) (g — p) = 0.

. .. @ b i
Pero ¢=4p (en caso contrario seria -;_:—-——-—d—‘l , 88 deecir, a,dy—bey=0

lo cual contradice a la hipﬁtcsis) . Por consiguniente,

€y __ G
dy dg
Las relaciones obtcnidas pueden escribirse en la forma
an fig. Co tz 3
NN L. TR, T 1
aj 0y L dy

que es lo que se queria demostrar.

De lo expuesio se deduce que el valor del determinante de la
transformacion homogrifica no es, de por si mismo, caracteristico
para esta transformaciéon. En elfccto, al pasar de los coeficientes
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ay, by, ey y dy a los coelicientes Aay, Ay, hey y hd( (i 5= 0) el deter-
minante se multiplica por 4% Pero, en todo caso, esle determinante,
siendo distinto de cero para alpunos valores de los coelicientes,
se mantiene siempre distinto de cero.

La transformacion

U (z) =z,

pertenceiente, evidentemente, al conjunto M, se llamard Lrans-
formacion idéntica o unidad.
Llamaremos inversa con respecto a una transformacién

az--b
n=L@E)=277
a la translormacién segin la cual para cada z se toma por imagen
su preimagen z; en la transformacién dada. La transformacién
inversa es
dzy—b

T —czyta”

La translormacién inversa con respecto a L se designard me-
dianle L1

Si
az--

ez

agzy by

e+ dy

son dos transformaciones homogrificas arbitrarias (como siempre,
con los determinantes distintos de cero), la transformacién que
se obtiene al realizarlas consecutivamente una tras otra en cierto
orden, se llama prod uc t o de las transformaciones dadas. Supon-
gamos que se olectiia primero la transformacion z; = L (), y despudés
la transformacién z, = L (z,}). Intonces su produclto se¢ designa
mediante L, L (). Para éste se tiene:

zy =Ll (z)= [ﬂl %4‘!’/‘1] : [5| %4—‘11] -
= [(aa; +cby) 2+ (bay 4-dby)] : [{acy + cdy) 2L (bey + ddy)).

Por consiguiente, 2, = L,L (z) también es una transformacién homo-
grafica; para su determinante obtenemos:

(aay - cby) (bey + ddy) — (bay -+ dby) (aey+edy) =
— (ad—bc) (asds — Byc;) =& 0.

Asi, pues, la transformacién L,L (z} pertenece al conjunto M.
Evidentemente,

zy=L(z)=

b
Y =Ly (z)=

LL Y (z)=LL(2)=U (2).
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Obsérvese que la transformacion z, = LL; (z). obtenida al
realizar primero la transformacién z; = L (z) y después la trans-
formacion z» = L (z,), se diferencia, generalmente, de la transfor-
maciéon L)L (z). Asi, por ejemplo, si

_ = =+
L'fz)—:;_ri" ¥y Li(z)—'—zHi =
&0 Liene
[4L(2)= —22—1, mientras que LL,(z) = “.,TI[

La operacion definida de multiplicacion de transiormaciones
es asocialiva, es decir, para cualesquiera transformaciones homo-
grafieas L, L, v L,, se cumple la igualdad

(LLy) Ly= L (LyLy)-

Esta propiedad se comprueba facilmente. En efecto, supongamos
que Lo (2) = 2,. Entonces

(LLg) Ty (3) = LLy [ L ()] = LiLy (22)
v
L(LiLo)(a)= L [LiLy (2)) = LL (24),
asi, pues,

(LLy) Ly (2) = L (L L,) (2).

La propiedad asocialiva se extiende al producto de cualquier
nimero de transformaciones. lista nos libra de la necesidad de
poner los paréntesis en esto producto. Asi, por ejemplo,

L 4ay (LaLg)] (2) = LLy (Lola) (28) = L (LyLp) Ls (2)= . . . = L1 LyL3 (3)-

Como el conjunto M, junto con cada dos transformaciones L
y Ly, contiene también su producto L;L (y LL,), y junto con la
transformacion L contione también la inversa L-1, éste forma un
grupo de Lransformaciones *),

4.3. Veamos la demostracién de la propiedad homo-
ciclica (o circular) de la Lraunsformacion homogralica, que se
expresa en gue la imagen de una recta o una circunferencia en la
transformacion w = L (z), es una recta o una circunferencia; la
imagen de una recta puede ser una recta o una circunferencia y,
del mismo modo, la imagen de¢ una circunferencia puede sor una
recta o una ecircunferencia.

PPara una funcion lineal entera L (z) = oz + [ esta propiedad
es inmediata, puesto que la transformacién w = L (z) se reduce

*) Véaso, por ojemplo, A. Kurosch, Curss de dlgebra superior, Edilorial
Mir, Mosci, 1968, § 63.

-
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a una traslaciom (cuando o = 1) o a una rotacion seguida do una
homotecia (o dilatacién) (si o == 1); véase el ap. 2.3.
Consideremos ahora la transformacion

= A=,

que utilizamos ya varias veces.

Evidentemente, la ecuacién de cualquier recta o cireunferencia
puede expresarse en Ja forma

Afx*+y*y4-2Bx4-2Cy+ D = 0.
Cnando 4 = 0 y B y € no son simultdneamente iguales a cero,
resulla una recta, y cuando A 5= 0 y B® 4 €* — AD = 0, resulta
una circunferencia. Sustituyendo aqui 2* 4- y* por 2z, 2z porz + z
y 2y por —i (z — z), representamos esta ecuacion en la forma
Azz= (B —iCyz+ (B +iC)z+ D=0,
o bicn
Azz— Ez iz D=0, (4.3:1)

donde £ = B - €i. Aqui A = 0, y el nimero complejo £ es distin-
Lo de cero en ¢l caso de una vecla y A= 0y EE — AD >0 cn el

caso de uma circunferencia. Reciprocamente: cualquier ecuacidn
de esta forma con coeficientes reales A y D y coeficientes complejos

conjugados E y E serd la ecuacion de una recta si A = 0 y el niime-
ro E es distinto de cero, y la ecuacion de una circunferencia, si

As£0 y EE — AD = (. Para cerciorarse de esto, es suficiente
pasar de z a & e y segin las formulas

zz=atlyt, z=z+ly, s=x—Iiy.

Queriendo obtener la imagen de la linea (4.3:1) en la trans-
formacién w:—l:, sustitnyamos z en la ecunacién (4.3:1) por ~!:— =
Obtenemos:

At 4Bl ppt anap
ww 1o w
o hicn
Dww -+ Ew+ Ew-+ A=0. (4.3:2)

La ecuacion (4.3:2) tiene la misma forma que la ecuacién (4.3:1)

con la sustitucion de A por D, D por A y E por E. De aqui se deduce

que si D = 0 ésta es la ecuacién de una recta (puesto que entonces.
setA A =0y E=s£0, o bien As£0 y EE — AD = EE > 0, es.
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deeir, de nuevo ¥ == 0), ¥ si D 5£ 0, la ecuacion de una circunferen-
cia {puesto que cuando 4 5= 0 la ecuacién (4.3:1) representaba una
circunferencia y, por consiguiente, se eumplia la condicion EE —
— AD = 0, mientras que cuando 4 = 0 ésta representaba una

recta, por consiguionte, £ era distinto de cero, de donde EE — AD=

= £E > 0). Queda domostrado que la imagen de una recia o de una

; ’ L. 1
circunferencia en la transformacién w = A {z) = — es una recta

0 una circunferencia.
Considerando una funcidén homogrifica arbitraria

-+ b
w=L@E=55 (0,
representémosla de la forma
a be —ad
Y=ttt
Pongamos
G=Li{z)=¢cz ~d, 2z, _A(Z'J::_i.'

¥

IL"='L2 (32)2 a ¥ e —ad o;

entonces L (z) se escribird en forma del producte de (res trans-
formaciones:
L=L2A.L].

Como, en cada una de las Lransformaciones Ly, A y Lo, la imagen
de una recta o circunferencia es una recta o circunferencia, la trans-
formacién L posee la misma propiedad. Queda demostrada por
completo la propiedad homociclica de la transformacién homogrifica.

Designemos mediante 8 = — ij- el polo de la funciéon homogrsi-
Tica L (z) = :;_:l-—z’ (c== 0). La imagen de’cada recta o circunferen-
¢ia que pasa por § tiene que contener al punto del infinito L (8) =
= oo, ¥, por consiguiente, no puede ser una circunferencia. En
virtud de la propiedad homociclica, esta imagen es una recta. La
imagen de una recta o una circunferencia que no pase por el punto §,
no puede contener al punto del infinito y, por consiguiente, no
puede ser una recta. En virtud de la propiedad homociclica, esta
imagen es una circunferencia. Resumiendo, en la transformacién
w = L (z) todas las rectas y circunferencias que pasan por el polo &
de esta funcion se transforman en rectas del plano w, mientras que las
rectas y circunferencias que no pasan por § se transforman en circunfe-
rencias del plano w.
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Supongamos que w = L (z) os una funcion homogrifica arbilra-
ria; sea y una recla o circunferencia del plano z, y sea I" su imagen
en el plano w (es decir, también una recta o circunferencia). Consi-
deremos las regiones g, y g» limitadas por la linea y en el plano z;
éstas son dog semiplanos o el interior y el exterior de wna cirenn-
ferencia. Demostremos que la imagen de una de éstas es una de las
dos regiones limitadas por la linea T en el plano w, mientras que
la imagen de la otra es la segunda de dichas regiones. In efecto, sea
z, un punto de la regién g; ¥ £ un punto de la regidn g,. Como z,

FIG. 23

v z, no eslan situados en y, las imdgenes de estos puntos wy y iy
no pueden estar situados en I' y, por consiguiente, se sitian en las
regiones en las que I divide el plano w. Si éstos estuviesen situados
en una misma regidn, entonces podrian unirse mediante un segmen-
to A de recta (o arco de circunferencia) que no tuviese puntos comunes
con I' (fig. 23). La preimagen del segmento A en el plano z tiene que
ser un segmento de recta (o de arco de circunferencia) 6 que una
Z; ¥ Zp ¥ que no tenga puntos comunes con y. Pero la existencia de tal
segmento contradice a que z; y 2, estdn situados en distintas regiones
g1 ¥ g2 Por lo tanto, si los puntos z, y z, pertenecen a dislintas
regiones gy v g, sus imdgenes w; y w, también pertenecen a distin-
tas regiones limitadas por la linea I'. Designemos mediante Gy la
regién que conliene a wy y mediante G,, la que contiene a w,, y de-
mostremos que la imagen de la regién g, es Gy, y la imagen de la
regidn g, es Gy.

En efecto, si, por ejemplo, z° es algiin punto de la regiém g,
entonces el hecho de pertenecer z° y z, a distintas regiones g, ¥ g2
implica, segin lo demostrado, gque sus imigenes w’ y w, pertenecen
a distintas regiones Gy ¥ G, Pero w, pertenece a &y, por lo cual
w' pertenece a Gy. Asi, pues, la imagen de cada punto de la region g,
pertenece a G;; del mismo modo, la imagen de cada punto de la
regidn g, pertencce a G5, Tomemos, finalmente, un punto arbitrario
w de la regién @,. Este tiene que ser la imagen de uno de los puntos
z de la regién g, o g. Pero z no puede ser un punto de la regién
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g, pueslo que en caso contrario w seria un punto de la region G,.
Por consiguiente, w es la imagen del punto z, pertencciente a g,.
Resumiendo, G, es la imagen de la regidn gy, y G,. la imagen de Ia
region g,. Por consiguiente, gueda demostrado que dos regiones
limitadas por la linea y so transforman en dos regiones limitadas
por la linea T, ademds, queda vorificado que para saber ecudl pre-
cisnmente de las dos regiones, limitadas por la linea I', es la imagen
de In region dada gy, limitada por la linea vy, es suficiente observar
la imagen w; de un solo punto z; € g;; la region G; a la cual pertenez-
ca wy serd la imagen de la regidén gy.

4.4. 5i la transformacién homogrifica w = L (z) es distinta
de Ja idéntica, entonces, por lo general, w es distinto de z. No obstan-
te, aqui también oxisten puntog inmodviles de la
transformacidn, caractevizados poc la ecuacion

azLb
ci4d

z=L(2)=

Supongamos primero que ¢=0(d=<0). Entonces L (z) repre-
senta una funcién lineal entera

Lz)=az-+p (au%, B—_-:;—) :

Como I (00) = oo, uno de log puntos inmdviles de la translormacion
lineal entera es el punto del infinito del plano, z = co. Si & =1,
existe también otro punto inmévil, determinado por la ecuaciin

z=oaz+p.

.8 a=1y p==0, no existe ningiin

B
1—a
punto finito inmévil. Pero si ¢ 51, 20 y o — 1, entonces el

punto {inito inmévil ;— tiende hacia el punto del infinito. Debido

a esto, en el caso de la transformacion I (z) =z 4+ fp (f 5= 0), el
punto del infinito se puede considerar como dos puntos inmoviles
confundidos.

Supongamos ahora que ¢ == (. intonces L (o0) = «24 == oo, 0 sea,
el punto z = oo no es inmdvil. Del mismo modo, no es inmovil
d
tampoco cl punto — —, pues

liste es el punto z =

d d
Resolvamos la ecuacién

az+b

= es4-d
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suponiendo que zz%= o0 ¥ z#—% , 0 sea, la ecuacién
et —(a—dyz—b=10.

Ohtenemos:

a—d-|- Y {a—d)E+bbe

2e

Z=

Si (@ — d)* = 4be 5= 0, de aqui se hallan dos puntos inmoviles
finitos dislintos. Cvando (a2 — d)® 4~ 4be = 0, cstos dos puntuos se
confunden en un solo punto inmdvil finito “—2_6—’1

o resumen, la fransformacién homogrdfica distinta de la idéntica
posee solamente dos puntos inméviles, que en el caso particular pueden
confundirse en uno.[Las transformaciones lineales enteras se earae-
terizan por completo en que al menos uno de los puntos inmoviles
es el punto del in[[nito.l

La transformacién hoMmogrifica que posee mis de dos puntos
inméviles puede ser solamenle la transformacién idéntica U (z) =
— z (para la cnal todos los puntos son inmdviles). De aqui se puede
deducir que para la coincidencia de dos transformaciones homogri-
fieas L (z) ¥ A (z) os suficiento que se cumpla la jgnaldad L (z) =
= A (z) para tres punlos distinlos zy, z y 34 En efecto, sea L (z:) =
= A (2) = wy k=1, 2, 3); enlonces A% (wy) =z (k= 1, 2, 3)
v, por consiguiente, la transformacion A-' L (z) hace corresponder
a log puntos z, de nuevo los mismos puntos, o sea, A~'L (z,) =
(k= 1, 2, 3) (puesto que L (zx) = wy y A~ ()) = z,). Es decir,
la transformacion A-1L tiene Lres puntos distintos inmdviles:
24, Zy V Z3, 0 scu, es la transformacién idéntica:

AL =0
Por consiguiente,
A{AL) = AU.

Pero
AA L) =(AAY L=UL =L
¥
AU = A,
Definitivamente, obtenemos:
L=A.

como so queria demosirar.

En resumen, para determinar una transformacién homogrdfica
es suficiente seiialar tres punios distintos: wy, ws y w3, correspondientes
a tres puntos dislintos dados: 3y, Z, ¥ Za.
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Propongdmeonos hallar la funcién homogrifica quc realiza esta
transformacién, y supongamos primero que 2y, z, y z3 son puntos
finitos y que wy = 0, ws = co y wy = 1.

Para que la funcion homogrifica
az-b

w=~A (z}=m

tome el valor O para z = z; y el valor oo para z = z,, es necesario

v suficiente que z = 2z, sea un c¢ero del numerador az -+ b, o sea,

que el numerador tenga la forma w (z — z,), ¥ que z = z, sea un

cero del denominador, o sea, que el denominador tenga la forma

¢ (z — z). Por lo tanlo, la luncién buscada tiene que poseer la forma
@ 53—z

we= .

¢ z—zp

Pero, cuando z=2zy, w tiene que ser igual a 1. De la ecuacién
a Iy—2
I e B
¢ Ig— Iz
obtenemos:

de donde

we=A(z) --—;R7H
E——2a 2g—3Ig
Esla es la funcién homogrifica buscada, que hace corresponder
a los puntos zy, z, v 23 los punlos 0, co ¥ 1, respectivamente.
Supongamos aliora que wy, W, ¥ w3 Son unas puntos finitos arbi-
trarios (distintos) y que w = L (z) es la Lransformacion homogrilica
que satisface a las condiciones:

Liz)=wy, Lz)=w, y Lz)=1w;

- e - We—y Wa=—ly
Segtn lo demostrado, la funciém { = A, (w) = e ha-
ce corresponder a los puntos wy, w, y ws los puntos 0, oo y 1.
Debido a esto, la [uncién AL (z) hace corresponder a los puntos
Z, 2o ¥ 23 los puntos U, co y 1, es decir,

rag (i P £—1y L I—Iy
AL (zy=A(2) = G o
De la relacién ;
A(L =A
s deduce yue
ATY(AL) = AJ'A,
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0 sea,
L=A7"A
{puesto que A (AL)=(AJ'A)L=UL=L).

Esta ultima relacién resuelve el problema, ya que las trans-
formaciones A y A; son conocidas:

o~ — —3z t— g — W
AQ=fLamh, A= et

{—2p “23—2p
Por cierto, para el estudio de la fransformacién w=L (3} es
mejor ntilizar dircctamente la relacidn:

ML (2)= A(2),

de donde, después de sustitwir L (z) por w, se deduce que:
Ay (w)=A(z),

o bien,

wi—iy | Wy—ify 3—zy  I3—I)

: L ——1: = (4.4:1)
W= Wy—rily E—zZp Ig—7Iy

Esla ecuacién determina la funcién homografica w = L (z) en forma
implicita.

Hemos resuelto el problema planteado, bajo la hipdlesis de
que todos los puntos 2y, 24, 23, Wy, W, ¥ Wy sean finilos. Si, por ejem-
plo, z; = oo, la funcién A (z), que a los puntos z; = o0, 25 ¥ 23 hace
corresponder los puntos wy = 0, wy; = oo y w; = 1, adquiere la
forma

A=t t_"),

T—2n "Z3—3a

Por lo tanto, la ecuacién (4.4:1) se sustituye por la ecuacién

w—wy wy—wy 1A (4.4:1)

w—wp' wy—wy  3—3p I3—32
(suponiendo que son finitos los puntos wy, w, y wy). Si zz= o0,
la funcién A(z) que a los puntos z;, Z=o0 y 23 hace corres-

*) Se puede llegar a esta expresién asi: suponiendo 3z, [inito, se escribe
la rolacidn

S—Zy fg—3y
S—ry TEy—a
en la forma
2 —i Et _
3 3
Z—ZZ :3—22

y se pasa al lfmite para 2y —~oo.
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ponder los puntos wy=0, ws=00 y ws==1, toma la forma
A(R)=(2—2) 1 (2a—2))

v, por consiguiente, la ecuacién (4.4:1) se sustituye por la ecua-

cion

w—wy  Ws—uy . .
Ty ) B, Gk

Si zy=o0, la funcién A (z) que a los puntos z;, 2, y z; =oo0 hace
corresponder los puntos wy; =10, wy==co y wy=1, toma la forma

A@="=t

z—zs
v Ja ecnacion (4.4:1) se sustituye por la ceuacion

oty We—W I (4.4:1")
W—1y  Wa—-1Ly 3—

=1
Z3
Del mismo modo, el primer miembro de la ecuncidn (4.4:1) se
debe sustituir por
1 i
i (w—wy): (3 —1)),

w—

B—'a

seglin (ue sea Wy = 00, Wy = 00 0 Wy = CO.

En resumen, llegamos a la siguiente regla mnemolécnica: si
Zz =ccow =o0 (k=1, 2, 3;1 =1, 2, 3), cnlonces en la ecua-
cion (4.4:1) las dilerencias en las que figuren z, o w; deben susti-
tuirse por 1. El leclor ficilmente conlirmara la justeza de esta regla
mediante el paso al limite en la ecuaciéon (4.4:1) (para z, — oo
O W —+ o).

Do la ecuacién (4.4:1) se deduce una imporlante propiedad gene-
ral de las transformaciones homograficas. Sean a, b, ¢ y d unos nime-
ros complejos distintos (finitos) arbitrarios. Llamemos a

c—a d—a
c—b " d—b
razdén doble 0o anarménica de cuatro niameros o de
los puntos a, b, ¢ y d. Esta razén la designaremos con la
notlacién (a, b, ¢, d):
c—a _d—a
(ﬂ, b, Cs d)z'c_—h.m -

La definicion de razén doble la extenderemos también al caso
en que uno de los cuatro puntos a, b, ¢, d sea el del infinito. Preci-
sando, llamaremos razén doble de cuatvo puntes, entre los cuales
1uno es el del infinito, al limite de la razon doble de cuatro puntos
finitos, de los cuales tres coinciden con los puntos dados y el cuario
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uende hacia el punto del infinito. Siguiendo esta definicién, tendre-
mos:

1 1
(rx:, b, Oy d) _T—_b"'—d:?

(2, 00, ¢, d)=(c—a): (d—a),

—l
(u, by 00, d)=1: :,J,

c—it

c—b

Supongamos ahora que w = L (z) es una transformacion homo-
grafica arbitraria. Designemos mediante 4, B, € y D los puntos
homoélogos a los cuatro puntos distintos: a, &, ¢, ¥ d. Como los tres
puntos a, b y d se transforman en los puntos 4, B y D, los puntos
w = L (z) y z estardn ligados por la relacién (4.4:1):

w—A D—A z—a d—a

w—1I" " D_—_R = zz—¥%"d—b

(@, b, ¢, c0) =

en la cual se deben sustituir por 1 aquellas diferencias en las que
figura el punto del infinito. Haciendo z = ¢, tenemos que poner
w = € (puesto que en nuestra transformacion al punto ¢ corresponde
el punto C). Por consiguienle,

C—A  D—A c—a  d—a

C—B " D—B  ¢—b " d—0b

{las diferencias en las que figura el punto del infinito se deben
sustituir por 1), o

(4, B, C, D)= (a, b, ¢, d). (4.4:2)

Resumiendo, en la transformacion homogrdfica la razén doble
de cuatro punitos cualesquiera no varia; en otras palabras, la razin
doble es un invariente de la transformacién homogrdfica.

4.9. Basindose en la propiedad homeciclica de 1a transforinacion
homografica y en la posibilidad de transformar cualquier terna de
puntos z,, 23, 33 en otra terna previamente dada w,, wsy, w;, demostre-
mos la siguiente proposicién:

Cualesquiera que sean las rectas o circunferencias ha} I’ y dos ternas
de punios 24, Zy, 23 Y Wy, Wy, Wy, pertenccientes a y y I, respectivamenie.
existe una ftransformacién homogrdfica w = L (z) que itransforma y
en I' y hace corresponder a los puntos zy, 3, 23 los puntos wy, w,, wa,
respectivamente.

En efecto, escribamos la transformacién homogrilica w = L (3)
que satisface a las condiciones L (zj)) = wy (j = 1, 2, 3). Segan
lo expuesto anteriormente, tal funcién existe y es la Gnica que salis-
face a estas condiciones. Esta transforma la rvecta o circunferencia y

10—118%
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en una recta o circunferencia V. Pero y pasa por los punlos zy, 25 ¥
z3; por lo tanto, T” pasa por los puntos wy, w, ¥ w3, ¥ como por tres
puntos no se pueden trazar dos rectas o circunferencias distintas,
T’ coincide con T'. Asi, pucs, w = L (z) satisface a todas las condi-
ciones de la proposicién enunciada.

Tomemos de nuevo unas rectas o cirennferencias arbitrarias y
y I (distintas o coincidentes) y sea g una de las dos regiones limi-
iadas por la lines v, y &, una de las dos regiones limitadas por la
linea I'. Evidentemento, tanto una como la olra pueden ser un semi-
plano, el interior de una circunferencia o el exterior de una circun-
ferencia. Elijamos una terna arbitraria de puntos z;, 23 ¥ z3 situados

FIG. 24

en y y supongamos para fijar ideas que al moverse el observador
a lo largo de v, en la direccién del punto z; al punto z;, pasando
por z., la regién g se mantiene a su izquierda. Sea w,, wy, w3 una
terna de puntos situados en T tal que, al moverse el observador a lo
largo de I’ en la direceién del punto wy al punto w;, pasando por el
punto w,, la region G se mantenga a su izquierda. In lo demis, los
puntos wy, w,, ws son arbitrarios. Formemos, como se mostrd ante-
riormente, una funcién homogrifica w = L (z) que satisfaga a las
condicionesw; = L (z)) (j = 1, 2, 3),lacual, por consiguiente. trans-
formard y en T. Demostremos que esta funeion transforma también
la region g on la region G. En efecto, sea § el segmenta de la normal
a la linea y, trazada por el punto z, bacia el interior de la rogion g,
es decir, a la izquierda del observador situado en el punto zp, que
mira a lo largo de y en la direccion establecida anteriormente; enton-
ces, como la transformacién w = L (2} es conforme, la imagen A
de este segmento (que serd un segmento de recta o de arco de circun-
ferencia) también estard dirigida hacia la izquierda del ohservador
situado en el punto wy que mira a lo largo de I en la direccion estable-
cida en T' (fig. 24). Por consiguiente, segiin la condicién, A pertene-
ce a G. De este modo, queda ya establecido que la region G contiene
las imagenes de ciertos puntos pertenccientes a g (precisamente,
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las imdgencs de los puntos del segmento 8). Pero, segin el ap. 4.3,
L (g) es una de las regiones cuya frontera coincide con la imagen
de la frontera de la regién g, es decir, con [' = L (y). Como solamen-
to hay dos regiones de éstas y una de ellas, G, contiene las imigenes
de los puntos de la regién g, ésa es la imagen buscada de esta regidn g:
G = L (g).

Aclaremos lo expuesto con un ejemplo. Supongamos que hay que
transformar conformemente ¢l semiplano superior y >0 en el
interior del circulo unidad.

Para resolver el problema hagamos, por ejemplo, z, = —1,
z2; = 0y 25 = 1, de modo que el semiplano quede a la izquierda del,
observador que vaya por el eje real en la direccion de z; a z; pasando
por z,, v elegimos también en Ja circunferencia unidad tres puntos:
wy, We ¥ Wz, de modo que el interior del circulo quede a la izguierda
del observador que vaya por la circunferencia en la direccion de
w; a wy pasando por w,. Para mayor soncillez, se pueden tomar:
wy =1, wy = i y wyz == —1. Entonces, la transformacién homogri-
fica gue cumple las condiciones w; = L (z;) (j = 1, 2, 3), serd
la buscada. Esla pucde expresarse en la forma

w—1  —1—1  z41 14

w—i —1—i z 1 p
o hien
—i

i z
W=%_T1"

4.6, Sean z; y z, dos punios simélricor con respecto a eierta
recla y. Entonces, el centro de una circunferencia arbitraria &
que pase por 2z, ¥ 3, estard situado en y y, por consiguiente, § serd
ortogonal a y. Serd también ortogonal a y la recta ¢ue pasa por los
punles 2, y 3;. Facilmente se observa que tamhbién es justo lo recipro-
¢o: $i cvalguier circunferencia o recta gue pase por un par de puntos
Z, ¥ 2, cs ortogonal a la reeta v, enlonces z; y 2, son simétricos res-
pecto de y.

Hagamos una transformacién del plano mediante una funcién
homogrifica w = L (2), de modo que la recta y se transforme en una
recta o circunferencia I'. lintonces, el par de puntos z, y z,, simé-
tricos respecto de y, se transformari en cierto par de puntos wy y w,,
y cada circunferencin o recla & que pase por 3, y 2. e transformari
en una circunferencia o recta A que pasa por w, y w,, y viceversa:
cualquier recta o cireunferencia gue pase por wy y w; serda la imagen
de cierta recta o circunferencia que pasa por z; ¥ 2. En virtud de la
simetria de los puntos z, y 2, respecto de y y debido a que Ia transfor-
macion w = L (z) es conforne, las rectas y circunferencias que pasan
por w; y wy serin todas ortogonales a I'. Por consiguiente, si ' es
una recta, los puntos wy = L () v ws = L (z3) serdn simétricos

10*




148 CAP. Il LA DERIVABILIDAD, LAS FUNCIONES ELEMENTALES

respecto de I'. Generalizando el concepto de simetria, diremos que
dos puntos son simétricos respecto de una circunferencia, si cualquier
recta o circunferencia que pase por ellos es ortogonal a la circunferencia
dada. Tintonces se podrd decir que si la recta y se transforma en una
circunferencia I' mediante la funcién homografica w = L (z), enton-
ces cualquier par de puntos simétricos respecto de la recta se trans-
forma en un par de puntos simétricos respecto de la circunferencia,
y reciprocamente. De aqui se deduce que, dada la circunferencia T
y el punto wy, el punto simétrico a wy respecto de I se determina
unfvocamente. En efocto, si existiesen dos puntos distintos w, y w;
que fuesen simétricos a w, respecto de I, entonces en la transformacion
homogrifica de I' en la recta y los puntos wy, w; ¥ w, se transforma-
rian en los puntos z,, 2, y 2z, 5= 2, donde los puntos z, v z,, v también
Z, ¥ 2, serian simétricos respecto de ¥, lo cual, evidentemente, es
imposible.

Los razonamientos expuestos aqui sobre la transformacion de
una recta y en una recta o circunferencia 1" se extienden sin cambios
alpunos al caso en que una circunferencia se transforma en una cir-
cunferencia, obteniendo que en la transformacidn homogrifica
cualguier par de puntos simétricos respecto de una circunferoncia ¥
se transforma en un par de puntos simétricos respecto de Ja circun-
ferencia I' que es In imagen de y. Asi, pues, hemos obtenido la
siguiente propiedad general de conservacidon de la
simelria enlas transformaciones homogrificas:

VY Si los punios 2y y 24 Son siméirices respecto de una recta o circunfe-
rencia vy, entonces en cualquier transformacién homogrifica w = L (z)
sus imdgenes wy Y w, serdn simétricas respecto de la imagen I’ = L (y).

Seflalemos un caso particular de esta proposicién. Supongamos
que y se transforma en una circunferencia I, y que z, es el punto que
se transforma en el centro w; de la circunferencia I'. Rntonces el
punto z,, simétrico a z,, tiene que transformarse en un punto w,
del plano ampliado, simétrico a w, respecto de I'. Pero tal punto es el
del infinito. En efecto, la recta que une w, vy wy, = co, os decir,
cualquier recta que pase por el centro de la circunferencia {* sera
ortogonal a T. In virtud de la unicidad del punto simétrico (al
punto dado respecto de la circunferencia dada), el punto oo, y sblo
éste, sera simétrico al centro de la circunferencia ' respocto de I'.

Sea ¢ una recta o circunferencia arbitraria. La transformacion
del plano ampliado que consiste on que cada punto z se transforma
en un punto z*, simétrico a z respocto de y, se llama transfor-
macion de simetria respecto de y. Cuando p es una
circunferencia, esta transformacién se llama también inver-
si 6 n respecto de y.

Hallemos las expresiones analiticas para la transformacibn
de simetria. Supongamos primero que 7 6s una recta. Fsta se deter-
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mina completamente por uno de sus puntos a v el vector unitario
¢® = cos 0 + i sen 0, que lleva su direccidn.
Realicemos la transformacion lineal

z=a-+e%w =1 (w),

que, evidentemente, transforma el eje real en la recla considerada
(cs una traslacion que lleva el origen de coordenadas al punlo a,
seguida de una rotacién en el 4ngulo @ alrededor del Gitimo punto).
Como la transformacién w = I~ (z) transforma y en el eje real, la
misma transforma a cada par de puntos z y z*, siméiricos respecio
de y, en un par de puntos w y w*, simétricos respecto del eje real.
Estos tltimos se expresan por niimeros complejos conjugados w = ¢
y w* = ¢ Debido a esto, z — a = ¢ o bien z — o — 9/ y
2* —a = ¢%w* = £, Lliminando £ entre las dos Gltimas igual-
dades, oblenemos:

F—a=c20(z_q), (4.6:1)

Esta ecuacién muestra que para realizar la transformacion de
simetrfa respecto de la recta y que pasa por el punto a formando con
el eje real el dngulo 0, se debe pasar del vector z — a a su simélrico
respecto del eje real z — a y girar luego este Gltimo el ingulo 20
alrededor del punio a.

Consideremos ahora la transformacién de simeteia respecto de
una_gircunferencia I' de radio R (0 << R < o) con centro en a.
Realizemos una transformacién homografica que transforme I' en el
eje real. Lo mdas sencillo es tomar la transformacién

g ddbe ,
Z=a- Rf_—TLiT— L (u,),

la cual 2 los puntos del eje real wy = —1, w, = 0 y w3 = 1 hace
corresponder los puntos de la circunferencia I': Zy =a— iR, z, =
=a+ R y z;=a- iR y, por consiguiente, transforma el eje
real en I'. La transformacién inversa w — -1 (z) translorma I' en
el eje real y a cada par de puntos z y z*, simétricos respecto de T,
hace corresponder un par de puntos w ¥ w*, simétricos respecto del
eje real. Como w y w* se expresan por niimeros complejos conjugados:
w=1tyw* =1 se tiene, z — q = Ri—"l"j-‘obien.z—a= niz=t

_ 1—it = 112
vy 2¥* —a=R ii% Multiplieando término a término estas dos

— 1

(ltimas relaciones, obtenemos:

(t—a) (z*—a)= R



150 CAP. II LA DERIVABILIDAD, LAS FUNCIONES ELEMENTALES

0 sea
= ﬂz_ : (4.6:2)

Z—0

De aqui se deduce: primero, que
Arg(z* —a)= —Arg (z—a)= Arg (z—a)

y. segundo, que
|z*—al|z—a|=R%%

Por consigniente, los puntos z* y z estin situados en un mismo rayo
que parte del centro de la circunlerencia y se encuentran a tales
distanciag del eentro que el producto de estas distancias es igual
al cuadrado del radio. Por estas dos condiciones, o lo que es lo mismo,
por la férmula (4.6:2), se determina completamento la posicién de
uno de los puntos z, z* siendo dado el olro, es decir, se determina la
transformacioén de inversion respecto de la circunferencia |z — @ |=
= R.

De las igualdades (4.6:1) o (4.6:2) se doduce que la transformacidn
general de simetria se reduce a la realizacién consecutiva de une trans-
formacién lineal (entera o fraccionaria) y una lransformacién de sime-
tria respecto del eje real.

Asi, por ejemplo, la transformacidn de simetria rospecto de una
recta puede expresarse en la forma:

=a+e20(z—a) y 2=z, (4.6:17)

y la transformacién de simelria respecto de una circunferencia,
en la forma

z ,;E—i—z—faT y =1, (4.6:2")

Como la transiormacién lineal es conforme y posee la propiedad
homociclica, y la transformacién do simetria respecto del oje real
posee las mismas propiedades con la tinica diferencia de que, con-
servando las magnitudes de los Angulos, se cambian sus sentidos por
los opuestos, la translormacion de simetria en el caso mds general
posee también las propiedades indicadas. Precisamente, ésta s una
transformacién conforme de segundo género y transforma las rectas
y circunferencias en rectas o circunferencias.

4.7. Tlustremos con dos cjemplos la aplicacién de la propiedad
de conservacidén de la simetria en las transformaciones homogréficas.

Ejemplo 4. Transformar conformemente el semiplano supe-
rior en el interior del circulo | w | < R de modo que a un punto dade
del semiplano le corresponda el centro del cireulo: w = 0

La funcion buscada, si existe, se annla para z = o : L (@) = 0.
Asf, pues, ya conocemos el cero 2 = 2 de la Funcién L (z). Pero el
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punte @, simétrico a o respecto del eje real, tiene que transforinarse
en un punto simétrico al centro de la ecircunferencia respecto
de la circunfercncia misma, es decir, en el punto del infinito. Por
consiguiente, ya conocemos también el polo z = a de la transfor-
maeion homogréfica L (z). Por lo tanto, L (z) tiene la forma

w=L(z)=52"% H—g) iz%
¢ (z—) —a

i (4.7:1)

donde A es un nimero complejo distinto de cero.

Demostremos que la funcién hallada trausforma el semiplano
en ¢l efrenlo | w | << | A | de modo que el punto « se transforma en
el centro del circulo w = 0. Evidontemente, esta {ltima condicién
se cumple para la funcién (4.7:1) con cualquier . No queda mas
que eomprobar que ¢l eje real se transforma en la circunferencia de
radio | & | con el centro en el origen de coordenadas. En efecto, si
z =z es un nmero real arbitrario, los nimeros # — 2 v ¢ — &
son complejos conjugados y, por consiguiente,

|l =% @) |=4

22 = 2= =,
@r—rr | T—X

Hemos obtenido que las imAgenes de todos los puntos del eje real
estdn situados ¢n la eircunferencia | w | = | & |, de donde, en virtud
de Ja propiedad homociclica, se deduce que la imagen del eje real
es esta circunferencia.

T’ara obtener la transformacién del semiplano en un eirculo de
radio R se debe tomar |A | = R. Queda iudeterminado todavia el
argumento del nimero k. El significado geométrico de esta inde-
terminacién es completamente claro. Bl paso en la férmula (4.7:1)
de un valor A a otro manteniendo invariable el médulo |2 | = R
equivale a ]a variacion de los argumentos de todos los puntos en una
misma magnitud, es decir, a la rotacién del cirenlo alrededor de su
centro 2 = 0. En tal rotaci6n, cl circulo se transforma en si mismo,
su centro se manliene en su sitio, y no se infringen las condiciones
del problema.

Si se quicre que el problema planteado posea solucién unica, es
necesario introdueir una condicién complementaria. Se pucde exigir,
por ejemplo, que:

a) un punto dado del eje real £ = z, se transforme en cl punto
w = I de la circunferencia, o .

b} la derivada L’ (x) sea un nfimero real positivo (geométrica-
menle esto significa que las tangentes a las curvas que pasan por el
punto @ no tienen gue cambiar la inclinacién al hacer la transfor-
macion).
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IEn efecto, en la condicion a), obtenemos de (4.7:1):

R=1L (zg)=h2—"%

Tp—ot
de donde
A= # _ﬁ
Tp— ot
Y -
L(g)=R D=2 Z7C (4.7:2)

Hy—a z—g
Evidentemente,

K= D, | -
w Fg— @
Supongamos ahora que e=E%--in, donde 1 > (h. Como
B ) et
of— L
con la condiciébn b) sacamos la conclusién que 1_ =.L. It
o—c 2

cual significa que -;;3 es un ndmero real positivo. Pero, por otra parte,
el modulo | A | tiene que ser igual a . Por lo tanto, b = iR y

L@=irZ=% ., (4.7:3)

i—a

Ejemplo 2. Transformar couformemente el circulo |z | <<
<Z R en si mismo, de modo que el punto dado z = a de este circulo
se transforme en su centro w = 0.

La funcién homogrifica L (z) buscada, si existe, se anula para
z = L (x) = 0. Asi, pues, ya conocemos un cero z = o de la
funcién L (z). Pero el punto «*, simétrico a « respecto de la circun-
ferencia |z | = R, tiene que transformarse en el punlo simétrice
al centro respecto de la misma circunferencia. Por esto, ya conocemos
también el polo z = a* de la funcién L (z). Por consiguiente, la
funcion homogrifica L (z) tiene que tener la forma

w=L(@)=h—s ,

z—a*

donde A es un ndmero complejo distinto de cero. Segn la [érmu-
la (4.6:2), el punto «*, simétrico al punto o respecto de la circun-
ferencia |z|= R, es:

ot =

RIIE
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Por lo tanto,

- 22— I— 0
we= 1, (Z):—-—;.C( R'J—c_:z = U m—c_u . ({‘l.?.fl)

Demostremos que la funcion buscada Llransforma el circulo
| 2] << R en el circulo | w | << I—E-l , de modo que el punto o se trans-

forma en el centro del circulo 0. Evidentemente, esto Gltimo se
cumple para la funcién w =L (z) con cualquier p. No queda mas que
demostrar que la circunferencia |z | = R se transforma mediante
(4.7:4) en la circunferencia | w | = I%I . Pero, en efecto, sea

7= Re'® (0 <8< 2n)

un punto arbitrario de la circunferencia [z|=R. lintonces, pars
su imagen
Re g 1 Re*® —c

3 iy - - B e ——
KL= Rt—nHe® R Re—0_g

se tiene:

]w‘: __.!'.{.__. _!.h"“_a;a_ Z.'L.I_

Re ¥ | e 0—g it
1
(puosto que |e® | =1 y |2 —% | =1), de donde se deduce
ReT0__5 ;

que la imagen de la circunferencia |z | = K es la circunferencia
Vo | A

R

Para obtener la transformacién del eirculo de radic A en sk
mismo es debido, evidentemente, tomar en la férmula (4.7:4) | p | =
= R El argumento del nimero p continda manteniéndose inde-
terminado. Para que el problema de la transformacion tenga solucidon
linica se puede imponer una de las siguientes condiciones complemen-
tar ai:

a) un punto dado a de la circunferencia | z | = R se transforma
en el punto w = R de la misma circunferencia;

b) la derivada L' (x) es un numero real positivo.

Dejamos a cuenta del lector la comprobacién de que, en el
caso )

R—gu 1—a 7
L(z=R T (4.7:5)

y en el caso b):
_ R*(z—a)

L =
@ R —az

(4.7:6)
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4.8, Arriba se demostré gque toda funcidén de la forma
z—o
w=AE)=p —— % (| <R |p|=AY (4.8:1)
R2—qz
transforma el circulo K: | z | << 7 en si mismo. En particular, justo con cada

funcién A (z) = p Rﬁ;—ﬂ_‘. posece también la misma propledad la funcién
—oz

N s—=_ . que convendremos en designar mediante A {z}. Evidentomente
R —oz

Ay Az
Faicilmgnta se obsorva que, eligiendo e¢n la férmula (4.8:4) & y p de todas
las mauneras posibles, conservando las condiciones |a | << R, |u | = A%,
obtenomos todas las transformaciones homograficas posiblos del cireule X
en sionismo. En efecto, si w = L (z) es una cﬁa ellas, entonces ésta transforma
algin punto dol efrenlo z = « en su centro y, por consiguiente, segin el ap. 4.7
tiene que tener la forma (4.8:1).

8i A4 ¥ Az son dos transformaciones del circulo X en si mismo, su producto
A = AyAy posce la misma propiedad; del mismo modo, la transformacién
inversa a una cualguiera de las transformaciones (4.8:1) transforma el cirenlo K
«n sf mismo, o sen, eg una transformacién de la forma (4.8:1). De aqui se deduce
que todas las transformaciones posibles de la forma (4.8:1) (estande fijado
f 2> 0) forman wn grupo. Designémoslo mediante I'; éste es un subgrupo del
grupe de todas las iransformaciones homogrificas. E1 grupo I' admite una
interpretacién geoméirica admivable; precisamente se puede considerar como
el grupo de los movimientos del plano en la geo-
metltria de Lobachovski.

Al interior del circulo & lo llamaremos plano do Lobachevski,
a los puntos del circulo XK, puntos de Lobachevski ya los arcos
de circunferencias o a los segmentos de rectas, pertenecientos a X v ortogonales
a la circunferencia I': |2 | = R, roctas de Lobachovski, o bien,
abroviadamente: #-plano, #-puntos, £-rectas. Por cierto, a continuacién,
en lugar de .Z-punto diremos siempre simplemonte: punto. Estas denominaciones
quedan justificadas por el hocho c{e qus entre el interior del circulo, sus puntos
y los arcos de circunferencias o segmentos de rectas indicados en la geometria
de Euclides se verifican las mismas relaciones que entre el plano, sus puntos
y rectas en la goometria de Lobachevski. Ante todo, en el #-plano se verifiean
las siguientes proposiciones (axiomas de Hilhort *)):

Axiomas de unidn:

ly. Para cada dos puntos A ¥ B siempre existe una £-reela que pasa por
A v R,

L. Para dos puntos A y B existe no mas de una £-recta que pase por 4
vy B.
Ia. ln cada #-recta existen al menvs dos puntos. Existen al menos tres
puntos no situados en una ¥ -recta.

Axiomas de orden:

I, 5i A, B y € son puntes dec una Z-recta y B cstd situado entre 4 v C,
entonces B también estd situado entre € v A.

Il:. S8i A y C son puntos de nna #-recta, existe al menos nn punto B tal.
que C estd situado entre 4 y 17,

*) Véase B, TTilbert, Fundamentos de la geometria.
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1T5. Entre tres puntos cualesquiera de una £-recta cxiste no més de un
punto situado entre los otros dos.

11,. Soan 4, B y € tres puntos no siluados en una £-recla y 2, una Z-recla
que no pase por ninguno de los puntos 4, B, € si ésta pasa por un punto del
segmento 48, entonces pasa indispensablemente por un punto del segmento AC
o por un punto del segmento BC.

IPara demostrar que se vorifican los axiomas I, y I *), supondremos prime-
ro que uno de los punlos dados, por ejemple A, coincide con el centro del eir-
culo K. Entonces er didmetro del circulo que pasa por el punto 7 sera la Z-recta
que satisface a Ja condicién 1;. Supangamus, en contra del axioma 1, que existe
otra #F-recta més que pasa por los puntos 4 y B. Iists tendra que ser un arco
de circunferencia ortogonal a T y, por consiguiente, los radios de T' trazados
a los extremos de este arco tendran gue ser tangentes u éste. Pero osto es impo-
sible, puesto que cada uno de los radios posee dos puntos comunes distintos
con ol arco (el punto 4 y uno de los extremos del arco}. Supongamos ahora que
ninguno do los puntos A vy B coincide con el centro del circnlo. Entonces, efec-
tuando una transformacion de la forma (4.8:1), donde « es el afijo del punto 4,
reducimos la cuestion al casp que acabamos de considerar y, después, mediante
la transformacion inversa, obtencmos la dnica &£-recta que pasa por los puntos
dados (la imagen del didmetro del cireulo X en la diltima transformacién). Deja-
mos a cuenta del lector la eomprobacién de la justeza de los demés axiomas.

Llamaremos movimiento de Lobhachevski (abreviada-
mente, #-movimiento) a cualquier transformacién homografica de la
forma (4.8:1), es deeir, a la transformacién homogrdfica del cirenlon K en si
mismo. Cada .£-movimiento transforma biunivocamente el .Z-plano en si
mismo, de modo gue los puntos sc transforman en puntos y las Z-rectas en
#-rectas (aqui nos hasamos en la propiedad homociclica ¥ en que la transfor-
macién homogrifica ¢s conforme).

Consideremos un conjunto E de puntos del #-plano y ol conjunto £ de los
puntos simétricos a &ste respecto del eje real. Si F ¢s otro conjunto de puntos del
_£-plano, divemns que £ es congruente al conjunto F on el
sentido de Lobachevski (abreviadamente: Xcongruentae)
cuandoe, v s6lo cuando, existe un Z-movimiento L que transforma /" en E o
on E, de modo que L (Fy = E o L (F) = E.

De la definicién de % -congruencia se deduce quo cada conjunlo £ es Z-
congrucate a si mismo, y también al conjunto E simétrico a él con respecto al
eje real. Ademis, de la definicién se deduce que si £ es #-congruenie a ¥, enton-
ces F es ZL-congruente a E. En efecto, si L (F} = E, entonces F = L' (E),
y si L (F}y= E. entonces también £ = L-' (E) vy = L (E) = L-L'(E}.
Supongamos, fisalmente, que £ es Z-congruente a F' y F es Z-congruente a G;
demostremos quc entonees £ es #-congruente a ¢. En efeclo, supongamos pri-
mero que F = A(G) vy E= L (F) o E = L (F). En el primer caso, tendremos
E = LA (G), vy en el sogundo caso, E = LA (G); en uno y otro caso, seghin la
definicién, obtenemos que £ es Z-congruente a G.

Supongamos ahora quo F = A (6); entonces, si £ = L (F). se tione ¥ =

—~L{(A) =L A(G), ysi £E=L(#¥), rvesulta £ =T (F) = LA (). De nuevo
obtenemos que F es Z-congrmente a &.

*) A nosotros no nos debe desconcertar ¢l hecho de que demostremos
los axiomos, Para nosotros éstos son solamente unos teoremas de la geometria
de Euclides, rofercntes al interior del circulo, 4 sus puntos y a los segmen-
tos de rectas y arcos de circunferencias situados en este circulo; demostrin-
dolos, tencmos el derecho de aplicar todas las proposiciones y conceptoz
conocidos de la geometria de Euclides.
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En resumen, el concepte introducido aqui de &-congruencia posee todas
las propiedades de equivalencia, pues ésta es reflexiva (cada conjunte
ey Z-congruents a si mismo), simétrica (si £ es L-congruente a 7, en-
lonces F es ¥-congruente a E) ytransitiva (si £ es £ -congruente a F
vy F es ¥-congruente a G, cntonces £ es Z-congruente a G). Designemos la
relactén de congrucncia entre £ y F con el signo =. Entonces tendremos: 1)
F=E 2)siE=F enonees F=E,3Nsi E=FyF =06, entonces £ = G

Ahora st pueden formular y demostrar las siguientes proposiciones:

Axiomas do congruencia:

ITl;. 8i A y B son dos puntes do una Z-recta ¢ y A’ es un punte de ln
misma n de otra L-recta o', entonces en la recta o', hacia un lado dado del

[l
c
A
A B G
A 0 G
A ,c’
FI.G 25 FIG. 26 FIG. 27

punto A’, siempre se puede hallar un punto 4’, y sélo uno, tal que nl segmentir
A'B" sea f-congruonie al segmento AB.

13 8i AR" = A'B' y AB = A"B", entonces 4 B' = A"B".

[11;. Sean AR y BC dos segmontos de una Z-reeta a sin puntos intoriores
comunes; sean luego A'B’ y B'C7 dos segmentos d¢ esta misma o de otra £-recta
', también sin puntos interiores comunes. Si en ostas condiciones, AB = A'B’
¥y BC = B'C’, ontonces también AC = A'C’.

Antes de enunciar los otros dos axiomas de congruencia, demostremos los.
axiomas que acabamos de formular.

Aludiendo a la demostracién del axioma I1I,, designemos mediante ¢
uno de los extremos del arco de ecircunferencia (o del segmento de rectn) que
representa la #£-reeta «. Segin el ap. 4.7 so ]pneﬂe hallar una transformacién de}
cirenslo K on si mismo de modo quo lleve el punto 4 al centro O del eirculo &
y ol punto € al punto R de la civennferencia T de este circulo (lig. 25). Como
resultado, obtonemos un #-movimiento L que transforma a en la Z-recta d,
representada por el didmetro del circulo situado en el cje Teal, v a la £-semi-
rrecta AC, on la #-semirrecta OR.

Si AC contenia al segmento AR, la imagen By = L (B) del punto B estaré
situada en OR. Sefirlemos on la .£-recta 2’ 1a semirrecta A’ €’ que osté situada
hacia ol lado dadg de A’. Sea L' el £-movimiento que transforma o’ en d ¥
A'C'on OR, y sca B’ el punto de la % -recta o’ parael cual L' (B') = By, Enton-
ces, evidentemente, ¢l £-segmento A'B’ estard situado en o’ hacia el lado dade
do A’ yel Z-movimiento L='L’ translormari o’ en a y el segmento A'B en A 5.

Hay que demostrar también que B’ es el Gnico punto que satisface a las
condiciones dol axioma. Pero, en cfecto, suponiendo que existiese otro punte
mis B”, situado en la semirrecta A'C’ y tal que el segmento A’B’ fuess con-
gruente a A B, existiria en la semirrecta OR un punte B, == By (B, = L' (B")
tal que OF, = 0B,. Dn aqui, segin la definicion, se det]uciriln que existe un
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Z-muvimiento A tal gue OB, = A (0B;). (La considoracién del cunjqn_l.g
Oy, simétrico a OBy respecto del eje real, vs aqui superflua, puesto que OB,
coincide con 0B;). Esto significaria que w = A (z) seria una transformacion del
circulo X en si mismo tal, que el seginento rectilineo OR, se transformaria en
OB; y, por consiguiente, ol didmetro situado en el cjo real se transformaria en
<i mismo. 4 prior{ cxisten dos posibilidades:

1) que el punto O se transforme en O y By en By: ontonces [sogiin la férmula
(4.8:1), donde & =0] A (z) tiene que tener la forma

we= A (2} =Lt 2,

IIE]
y comoé;: |=H#2, resulta |w|=|z|; pero esto contradice al hiecho de que iy
se trangforma en M (| By |)=| fz]);
2) que el punte Sy se transforme en @ y O en [4y; enlonces
R z— 1y - Ty e _@
w=A(=p- pr— (=15y), M=A(0)= Tt
de donde | B; | = Iﬁ’—al By | = | By |, lo cual de nuevo contradice a la con-

dicibn | By | = | B, |.

Asi, pues, la negacién de la unicidad del ‘mnto B’ en las condiciones del
axioma III, conduce a una contradiceidn. Queda establecido ol contenido fun-
damental l?!n] axioma.

El axioma III; es consecuencia inmediata do las propiedades simétrica
y transitiva de la £-congruencia.

Veamos el axioma I1I;. Transformemos a en d mediante un £-movimienlo
L, de moido que el punto B se transforme en el centro del cicculo B, = O v el
punto € en un punto situado en la parte positiva del ejo real. Entonces, en
virtud de las hipdtesis del axioma, el punto 4 se transformard em un punto
situado en la parte negativa del eje real. Supongamos que 4; y €, son los pnn-
tos homélogos de 4 y € (fig. 26). Si consideramos nn £-movimiento andlogo.
formado a partir de Ia .Z-recta o', obtendremos que el punto A, estard situado
en la parle negativa del efe real, B, = O y € estard situado en Ia parto positiva
del ¢je real.

Do las relaciones AB = A B, AB = AB, vy A’'B' = A,B, se deducird
entonees que 452y = A,8,, es decir, 4;0 = A,0,y, andlogamente, £,0 = €,0.
Pero A4 y A, estin situados en 4 hacia un lado de 0. Debido a esto, de 4,0 = 4,0
se deduce que 4, = A,; andlogamente, obtenemos, €, = C, y, por consiguicn-
te, 44C = 4;C,. Do aqui, finalmente, aplicando la propiedad transitiva de
la. Z-congruencia, obtenemos que AC = A &', como sc quoria demostrar.

Intreduzeamos ¢l concepto de £-dngnlo (como figura geométrica). Llama-
remos £-4n gulo al conjunto de des Z-semirrectns b y &, que parton de un

punto A y pertenecen a distintas Z-rectas. E1 4ngulo se designa mediante i, k
~

o k&, hi el punto A s¢ llama vértice y 4 y k, lados del #-dngulo (fig. 27).
Evidontemente, los lados do un’ &£-dngulo dividen el #£-plann on dos re-
giones tales, quo eualquier par do puntos pertenecientes a una de las regiones
Huodon unirze medianto un segmento de £-recta que no se corta con los lados
el dngulo (regidn convexa), mientras que existen pares de puntos, pertenecientes
4 la otra regién, para los cuales es imposible una unién semojante (regién no
convexa). Para convencerse de lo dicho, lo més ficil es transformar el punto 4
mediante un #-movimiento en 0, debido a lo cual las semirrectas & v & so trans-
formardn en radios do la eircunferencia. A la primera de las regiones indicadas
fa llamaremos interior, a la segunda, regitn oxtorior del £-angulo, Cercioré-
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monos de la justeza de los siguienles axiomas planos de congruencia (los axie-
mas considerados anteriormente se llaman lineales).

111;. Sean dados un Z-dugulo hﬁ:. una Z-recta 2’ y su Z-semirrecta b’
que parte de un punto A de esta £-recta. Enlonces hacia wn lade dado de a”

existe una, y sélo unn, F-semirrecta & gque parte de A, tal que el angulo h’?.’r’
e= congruente al dngulo kﬁ'.. Cada fingulo ¢z congruente a si mismo, ¢s decir,
h.',ﬁk = h.-\'k ¥ tambicén k‘:..k f.-.ﬂk.

l.ia formulacién de este axioma ¥ la comprobacion de su jusleza son semc-
jautes al axioma 17),. Lo (nico es que en la demostracion de la unicidad de Ja

#-semirrceta & hay que basarse ahora en la conservacién de la magnitud (lu
medida) del dngulo en el Z-movimienlo. Segon esto, es evidente que dos £~

angulos &', &' y &', k7 ¢con un vértice comiun 4 y un lado comun &', para los
cnales &' vy &" ostin situados hacia un lado de o' y representan distintas £0-
semirrectas, ne pucden ser JE-congruentes,

Consideremos, finalmente, tres segmentos A8, BC y €A, perlenecientes
a distintas £-rectas, Estos segmentos forman un . -trisngulo, para el cual
los puntos A, B y C son los vértices, ¥y AB, BC y CA, los lados. 3i h y k sun
unas semirveclas que parten de A y conticnen a los lados AB y AC, entonces

el angulo (k. k) se llama 4ngulo del trifngulo ABC comprendido entw
los lados A y ACuw opuesto alindo BC. Dentro del mismo estin sitvados

todos los puntos interiores del triingulo ABC: se designa mediante BAC 0 A.
11Ts. Si en los trifngulos ABC y A'B'C': AB = A'B', AC = A'C’ y BAC =
o T s A e
= B'A'C’, vntonces, ABC = A'B'C' y ACB = A'C'B’.

Para comprobar este @ltimo axioma de congruencia, traslademos los
tridngulos ABC y A'B'C’, de modo que los vértices A ¥ 4° caigan al punte
z = 0ylos ludos AB y A'B’ coincidan con un mismo segmento de a recta ORR.
Entonces los lados AR, A B, AC y A'C’ =e reprezentarin por scgmentos de
radios que parten del vértice comin O (A y A’), 51 AC y A'C’ se sitian en este
caso hacia un lado del didmetro 4 de la circunferencia que lleva el segmento

-~ s
AR = A1, entonces, en virtud de la congruencia de los dingulos BAC y B°A'C”,
AC y A'C tienen que estur situados en una misma %-semirrecia que parte de 0.
I'or esto coinciden los punlos € ¥ €7 (pucsto que AC = A'C’) v, debido a la
enincidencia de los puntoz A y A" y € y €', coincidirdn los lados AC y A'C’

¥ también BC y B'C’, do donde se deduce la congruencia de los dngules ABC

v A’B'C" y BCA vy I'C'A’ (y junto con ello la congrvencin de los tridngulos
mismos). Si AC y 4’C’ se situan hacia diversos lados del didmetro , entonces
wediante la transformacifn de simetria respecto de este didmetrn, Hegomos al
caso ya ostudiado.

Introduzeamos ahora el coneeplo de magnitud de un adngulo y longitud
de un segmento. Fstos conceptos, que denominaremos con el voeablo general
de wnedidas, tienen gue satisfacer a las siguientes condiciones:

1. La medida tiene que ser un nimoero o negativo.

I7. La medida no tieue gue variar en los £-movimientos, es deciz, a lus
dngulos o segmentos congruentes Lienen ¢ue corresponder medidas iguales,

I1l. La modida tiene que poscer u propiedad aditiva, en el sentido de
que la medida de un segmento AL tiene que sor igual a Ja suma de las medidas
de AR v B para cualquier punto interior B de este sogmento ¥ la medida del
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ingulo (Ia?k) tieno que ser igual a lu suma de las medidas de los dangulos [h,""h
-

¥ (I, k) para cualquier semirrecta I que parla del vértice del dngulo y esté con-
tonida dentro del 4dngulo.
El problema de la medida de los Angulos se resuclve con una [ucilidad pare-

ticular. Por medida del Z-ingulo (k, k) sc toma la medida cuelidea del dngulo
formado por los arcos de las circunferencias que ropresentan & v k. Evidenie-
mente, en este caso se cumplen las condiciones 1 y 10T; en lo que se teliere a la
condicidn 1, ésta también se cumple debido a la censervacién de lus magnitudoes
do los dngulos en los S-movimientos.

Consideremos ahora la medida de los segmentos. La longitud euclidea del
arco de la circunferencia gque representa el segmento AL también satisface a las
condiciones T y TIL. Sin embargo, ésta uo satisface » la condicion I, puesto que
los Z-movimientos in excepeion de la rotacién alrededor del punto 0 v de Ia
transformacién de simetria respecto def didmetro) hacen variac la tongitud
enclidea. Para hallar una medida que satisfaga a Lodus las tres eondiciones.
apliquemos lu invariabilidad en los Z-movimiontos de la razén doble de cnalre
puntes situados en eualquier recta o civeunferencia euclidea.

Scan « y & los alijos de los extremos del segmento AB y sean ¢ y B los
afijos de los extremos del aveo de circunferencia que llova este segmento. Elijames
las designaciones para estos dos filtimos puntos de modo que los cuatre puntos:
@, f. a'y b se sitien on el arco de la civcunferencia on el orden @, a, by f. En
¢l #F-movimiento los puntos o, a, b y P so transformarén en nuevos puntos:
o', a’, ¥ y B, ademas, log puntos &’ y B’ se guedarin en la circunforoncia
y no se alterara el orden relativo de Jos puntes @/, o', & ¥ B’ cn el arco, en
el que se transformari ol arco inicial. No variard tampoco la razén doble (e, fi,

b—o a—a . & K
b, a) =bTﬁ.: Gy Demostremos que éste es un nomero positivo mayor
que la unidad. Con este fin, hagamos coincidir, medisnte un FL-movimicento.
la #-recla que lleva el segmento AB con el diémetro 4 situado en el eje real,
de modo gue ¢l punto a se traslade al punto 0. Supongamos que, en oste caso.
el punto e se transforma en A, entonces p se transformard en — 17 v el punto b,
en un punto b tal, que 0 2= b = — R {esto ultimo es consecuoncia de la con
servacidn de la posicion relativa de los puntos de la %-recta 0;1 el .Z’-muvimfiien.-
: - ; _ W~ R 0!
to). Obl’endremoa. (o, B, & a) (R, —1, b, 0 eyl Ty
=RRT$,- =1, como se queria demastrar. I'or lo tauto, la razén doble (e, B,

b, o) como medida del segmento AB posee Ins propiedades I v 11, No obstante,
facilmente se observa quo no posee la propiedad aditiva 11i. En efecto, para
un punto ¢ do aflijo ¢, perteneciente a A8, se tiene:

c—a a—o _b—a r—a
(Q‘., By 2, '1)=c‘_ﬁ-‘:ﬂ" (e, B. b, &)= 3‘—_ﬁ : :'.‘_—_-_ﬂ

¥ por consiguicnte

(@ By b a)_b-cx ,a—a (r—o; _n«-—o:) (.Er-—og ,e—a
S B O _c—ﬂ "a—f c—p  a—p b—ﬁ'c—ﬂ)
L(‘-’-: ﬁa ¢y H)'IC‘- ﬁ! b, "")u
0 sea, la razén doblo (e, f, b, a) no es igual a la suma de las razones dobles
(o, B, e, a) y (2, fi, B, e}y sino a su producto (que, por lo general, no es igual
a la suma).
Pero ahora estd elaro que se satisfacen todas las condiciones que se exigen
para la medida si se toma por longitud del segmento el logaritmo de la razén
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<loble: 1n (=, B, b, a). Enelecto, como (e, P, b, a)} = 1, se tiene In (a, B, b, a}>>
== (), Por otra parte, In (&, B, », a) no varia en los £-movimientos, pues esto
se cumple para {«, p, &, a). Finalmente, para cualquier punte € perieneciente
al segmento AB, so tiene:

In (e, B, b, a)=In (e, s e ﬂ)+]-n{°h B, &, ¢).

Obsérvese que on puestra definicién de #-longitud del segmento AB (o,
do quo es lo mismo, de #£-distancia entre los puntos A y B) los punios de la cir-
cunferencia se pueden considerar eomo punitesdel infinito del £ -plano. En efecto,
fijando en la %-recta un punto A (a), hacomos al punto B (b) aproximarse
indelinidamente a p (o fijando B, hacemos que 4 se aproxime indefinidamente

a o). Entonces la razén doble (2, fi, 4, a) = bb—:;-: ‘::; crecord indefini-

damento y, por consiguiente, la #-longitud del segmento AB: In (z, fi, &, a)
tonderd hacia 4-o00.

Continuando la verificacién de los sistemas de axiomas de Hilbert para
nuestro modelo de geometria de Lobachevski, omitimos por ahora el IV grupo
de axiomas {el axioma de paralelismo), pasando inmediatamente al @itimo,
Vgrl‘l)_po do axivmas de continuidad.

jlaxioma de Arquimedes). Sea 4; un punto cualquiera de
una Z-recta, situado entre unos puntos A y 7 arbitrariamentc dados; tracemos

los puntos Az, A, 4, - - . de modo que el punto A, esté situado entre 4 y
Ag, Az ontre Ay y As, Ag entre 45 ¥ Ay, ete. y ademds, que los segmentos A4,
Asdq, Asd;y, Asdy, .. . sean congruentes entre si; entonces en la serie de pun-

tos Ax, Ag, A;, . .. siempre existe un punto A, tal, que ¢l punto B estd situado
entre 4 y 4,,.

Para convoncerse de gue este axioma es justo es suficiente observar gue,
en virtud do las propiedades 11 y I1I de la medida, la longitud del segmento
A4, os igual al producto de la longitud del sepmento A4, por n. Por consiguien-
te, la longitud del segmento A4, crece indefinidamento junto con » y el punto
A, tiende hacia uno de los cxtremos del arco que represonta la %-recta. Como
el punto B ostd situndo entre 4 y este extreme, resulla que comenzando desde
rierto n en adelante éste quedara situado cntre 4 y 4,.

Como segundo axioma de continnidad, en lugar del axioma de Hilbert
<o plenitud, tomaremos el axioma de continuidad de Cantor.

V2. Si on una #-recta existen dos sucesiones de puntos 4, Az, . .., A,
... ¥ By, Ba, ..., By, ... tales que, cualesquiern que sean p y ¢, B, ostd
sitnado entre Ap y By _q, ¥y 4y entre B, y Ay 4, entonces en esta Z-recta existe
al menos wn punto C situado entre Ay y BI,: para cualesquiera p v g.

Considerando ¢sta proposicién como un toorema de la geomotrin cuclidea,
(e expresa una prcpiasnd del arco de circunferencia que representa a muestra
J-recta, nos convencemos inmediatamento do su justeza.

Hasta ahora observAbamos una semejanza completa de las dos geometrias:
la geomotria de Euclides v la de Lobachevski. Esta semejanza se expresaba on
iue todos los axiomas de union (relativos a la geometria plana), orden de con-
gruencia y continuidad se formulaban igualmente en estas geometrias. De agui
s deduce que todos los teoremas de la goometria ouclidea son vélidos también
en la geometria de Lobachevski, La diferencia entre las dos geometrias se ma-
nifiesta solamento al considerar los axiomas del IV grupo de la geometria eucli-
doa, precisumente, ¢l axioma de paralelismo. Este no se cumple
en la geometria de Lobachevski. Aqui, por cada punto A del £-plano, no situado
en la X -recta dade a, se puede trazar un conjunto infinito de X -rectas distintas

ue no tengan puntos comunes con a. Bsta proposicién queda clara con solo mirar
a [ig. 28. Aqui, por ] punto A se han trazado dos arcos A vy Af, ortogonales
a la circunferencia T, de medo quo cada uno de ellos posee un extrermo comin
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con el arco afi que ropresenta la #-recta a. Los arcos Aa. y AB ropresentan -
roctas ?uo Rno tienen puntos comunes con la Z-recta o (recordemos al lector que,
segin la definicién, son puntos del Z-plano solamente los que estdn situados en
el interior de la circunferencia T'). Estas dos % -rectas se llaman £-paralolas
a a trazadas por ol punto 4. Cada una de éstas tienen con e un punto del infinito
comiin (& y i, respectivamento). Evidentemente, toda Z-recta que pase por A
y esté comprendida en ol dngulo formado por las £ -paralelas, no tiene puntos
comunes con a, no sélo finitos sino tampoco del infinito. Las Gltimas Z-rectas
no se llaman %-paralelas.

Del hecho indicado se deducen una serie de consecuencias importantes,
Demostremos ante todo el siguiente teorema: la suma de los dngulos de un £-
tridngulo es menor que n. Sea ABC wn Z-tridngulo con los dngulos a, B y v.

FIG. 29

Apliguémosle un £-movimiento que Ileve el vértice 4 al centro z = 0 del
circulo. Entonces este Z-tridngulo tomard la forma indicada en la fig. 29.
Evidentemente, el arco B'C’, que representa la £-recta en la cual estd situada
el lado BC del Z-tridngulo, tendra la convexidad dirigida hacia el vértice A.
En efecto, este punta es el punto de intersecoién de las tangentes al arco B'RCC’
trazadas en los puntos B' y €7 y, por consigniente, estd situado fuera de la eir-
cunferencia a la cual pertencce ol arco B’BCC’. Uniendo B y € con un segmento
de recta (euclidea), ogﬁenemos un tridgngulo euclideo 4BC, cuya suma de ngu-
los 4 4 B+ C es igual a . Perow =4, f< B y y< €, por lo tanto,
a +S + 9 << n, como se queria demostrar,

emostremos otro teorema mds que no hay cn la geometria euclidea: dos
Z-iridngulos con dngulos iguales son F-congruentes.

Sean ABC y A4B,C tridngulos con dngulos iguales, es decir, sean o = «;,
B= Pl ¥ ¥ = yi. Sometamos estos triingulos a_sendos -movimientos, que
transformen los Hunws A y Ay enel punto 0, y los lados AB y 4B, en segmentos
de un mismo radio A de la circunferencia I' (claro, estos movimientos seran disg-
tintos). Si, en este caso, los lados AC ¥y 4,Cy no caen en un mismo radio de la
circunforoncia, entonces, debido a la igualdad de los dngulos @ v «;, se situa-
rin en radios simétricos respecto de A. Por lo tanto, aplicande a uno de estos
tridogulos la transformacién de simetria respecto de k, hacemos coincidir a los
radios en los cuales estan situados los lados AC y A4C;. Si, entonees, los tridn-
guhia no cosi.nociﬂcn. nos encontraremos con una de las dos posibilidades seiialadas
en la fig. 30.

Engel caso a) los lados BC y B,Cy se cortan en cierto punto D, gracias a lo
cual se forman dos Z-tridngulos: BDB, y €DC, (si D coincide con B y By o
con C y €y, entonces uno de estos Gltimos degenera en un punto). Caleulando
los dngulos del .£-tridngulo BDB,, tendremos, por ejemplo, para el caso repro-

1i—-1199
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sentado on la fig. a):
Bl"—_-ﬂg. B——-:'I'-—B hil D>0.
Por lo tanto
Bi+B4+D=n4f—Pp+D=n+D (puesto que P; =p).

Asi, pues, hemos llegado a la conclusién de que la suma de los dngules del #-
triﬁnﬁuln BD Ry es mayor que n, lo cual es imposible.
in el caso b), los dngulos del %-cuadrilatero BB,€C, son:

ﬁ=ﬁ-—-ﬁ, 1}1=ﬂ1, C_'=:1—\.: v élt“h-
I'or lo tanto
BA-By-CCy=2n+P;—B+ y:—yp=2n.

Poro la suma de los dugulos de oste mismo #-cuadrildtero se puede ealcular
dividiéndolo por la #-diagonal B,C en dos Z-tridngulos BCB, y B,CCy v

FIG. 30

hallando la suma de todos los d4ngulos de estos Giltimos. Como tiene que resultar
un nimero menor que 2x, de aqui obtenemos de nuevo una contradiccion.

Resumiendo, como resultado de los Z-movimientos sefialados, los -
tridngulos ABC y AyB,C, tienen quo coincidir, es decir, son congruentes.

Para la construceion do la geometria de Lobachevski tiene gran importancia
¢l denominade déngulo de paralelismo. Sea ¢ una E-recta y A
un punto fuera de ella. Tracemos por A dos £-paralelas a a y una %-porpendi-
cular a a (fig. 31). Las paralelas forman con esta perpendicular dos dngulos
en el punto A. Estos dngulos sa llaman dngulos de paralelismo y dependen sola-
mente de la #-distancia del punto 4 hasta la %£-recta a (esta distancia se mide
por la Z-longitud & de la perpendicular 48 bajada de 4 a «). Para estudiar
el dngulo de paralolismo como funcién de & —esta funcion so designa mediante
n &6} — apliquemos el #-movimiento que lleva la #-recta perpendicular a a
al didmetro 4 de modo que el punto A se transforme en el punto 4° = © (fig. 32).
Entonces las #-paralelas a a se transformaran en los radics de Ja circunferencia.
De la simetria del dibujo se observa la igualdad de los dngulos entre las %-
paralelas y la perpendicular 4’B'.

Designemos mediante ' el afijo del punto B’ y sea, para fijar ideas, ' = 0.
Entonces, para la %-distancia del punto A’ hasta la recta 2’, tendremos:

S=In{—1, 1, ¥, 0}=In(i:i1 :g-i—:)_—_in%i—ii,
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do donde
146 s ef
ol S b=
(A A
Tracemos por el punte i Ja tangente a Ia circunferencia unidad hasia su

intersecoion con el eje real en el punto €, Evidentemente, €' serd ol contro de
lu circunlerencia cuyo arco representa la Z-recta a’, § ('f" = o, su radio.

FIG. 31 FIG. 32

Como A‘f’ es un segmento tangente n esta circunferoncia, resulta: At =
= A'B' (A'B' + 2p) o sea,

L= (1 +2p),
de donde
ey
W i L. L R . (RS, I
2! , e0—1 e?bnl b8 =hb
] i 93 2

donde shé es el seno hiperhdlico de §. Definitivamente, del Lrigngule A'BC’
hallamos:

IT (8) =arctg %: =utrctg s!:—ﬁ ;

De aqui se deduce que el dingulo de paralelismo TT(8) estd comprendideo
cotre 0 y ~;}

0 I(@®) <5,

ademds, IT (6) — % a medida que & — 0 (pu:»sto que shd — 0, él_:Tb — =} o0

¥, per consiguicnte, arctg EIEE —»—;—]‘ ¥y I {8) - Ocuando & —+ co (puvslo que
1 A
11#
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La férmula que acabamos de deducir para IL (8) es bisica para toda la geo-

metria do Lobachevski.
Aqui no vamos a desarrollar mds la geometria do Lobachevski, recomendan-

do al lector que lea obras especiales #).
4.9. Entre las funciones racionales de grado superior al primero,

en el ap. 3.3 estudiamos la funcién de la forma w = (z — a)", donde
n es un mimero natural (n > 1).

Detengédmonos también en la funcibn w = —;- (z + —1—-) = k(z),
que frecuentemente aparece en la resolucién de diversos problemas.
Por todas las aplicaciones de esta funcién gque N. Joukowski halld
para la aeromecdnica (véase el cap. V), se llama funcidn de
Joukowski.

Evidentemente, ésta es una funcién de segundo orden (w= 22;’ l),

que satisface a la condicién A (z) = A 1Y. De aqui se deduce que cada
z

punto del plano w tiene en la transformacién w = A (z) dos (no
mas de dos) preimégenes z; y z,, ligadas por la relacién zz, = 1. Si
una de éstas pertenece al interior del circulo unidad, la otra per-
tenece a su exterior y viceversa, Por consiguiente, los conjuntos
de valores w = A (2) que se toman en el interior y en el exterior del
circulo unidad, tienen que ser iguales. Demostremos que la funcién
w = L (z), siendo continua (en el sentido generalizado) en el dominio
lz] < 1{ |z|>1)y tomando distintos valores en los puntos del
recinto |z ] <<1 (0 |z] = 1), transforma biunivoca y continua-
mente el recinto |z | << 1 (o |z | = 1) en ecierto recinto @ del pla-
no w. Para hallar la frontera I de este recinto hay que hallar la ima-
gen de la circunferencia unidad y: |z | = 1. Pero, si

z=¢" 0<Lt<2n, entonces w =%(e“—|-e'“)=cos£{0«;t<2ﬂ}.

es decir, la imagen de la circunferencia unidad y es el scgmento del
eje real [—1, 1), recorrido dos veces. Por lo tanto, se puede esperar
que el recinto & esta formado por todos los puntos del plano w, a ex-
cepcion de aquellos que pertenecen al segmento del cje real I':
— < z< 1.

Para demostrar esto, hagamos un estudio mds detallado de
esta transformacién; con este fin, consideremos (fig. 33) las imige-
nes de las circunferencias |z | = r y los radins Argz = o + 2kn.
Podemos limitarnos a considerar, por ejemplo, el interior de la
circunferencia unidad |z | << 1.

Hagamos

z=reéi!, 0<Lt2n O<<r<<i);

#) N. Lobachevski. Tres obras de geomeiria. Estudios geométricos sobre la
teoria de las lineas paralelas. Vénse también N. Efimov, Geometria superior.
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entonces
S O TR —'t]_.1 1 it
wui[re‘ -f«-r-r: 4 _?( =4 r){mst tg (ha r)senz
o bien
f /1 S i_ g g .
U= (-r--{- r) cost, v=—= (r r) sent (0<t<2m). (4.9:1)
De aqui, eliminando el pardmetro ¢, obtenemos:
= 1. (4.9:2)

e
171 z 171 5=
[“2“(?+")] [2G=#)]

Esta es la ecuacién de una elipse con los semiejes ¢ = % (-‘:— + r)
vh == (-1— — r] y focos 41, De las formulas (4.9:1) se deduce que,

v (w)

FIG. 33

cnando ¢ crece continuamente desde ( hasta 2n (es decir, que el
punto z describe una sola vez toda la ecircunferencia | z | = r en direc-
cidn positiva), el punto correspondiente describe una sola vez toda
la elipse (4.9:2) en direccién negativa. En efecto, cuando 0 < ¢ < % "
u es positivo y decrece desde o hasta 0, mientras que » es negalivo
y decrece desde 0 hasta —b; cuando -’21 <7 t << @, u contin(a decre-
ciendo desde O hasta —a, mieniras gque v crece desde — @& hasta (/75

Hr
enando m < 7 < 5+ & crece desde —a hasta 0, mientras que r crece
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desde O hasta b; finalmente, cuandn 3%" < ¢t << 2n, w crece desde

hasla ¢, mientras que v decrece desde b hasta 0.

Variando el radio r de la circunferencia | z | = r desde 0 hasta 1,
hacemos decrecer a e desde oo hasta 4 y b, desde oo hasta 0; las
elipses correspondientes describirdn todo el conjuntlo de elipses del
plano w con los focos 1. De esto ya se deduce que w» = A (3) trans-
forma binnivocamente el circule unidad en el recinto G que rvepre-
senta el exterior del segmento I'. Ademds, la imagen del centro del
circulo unidad es ¢l punto del infinito, y la imagen de la circunfe-
rencia unidad cs el segmento I' (doblemente recorrido}.

Para la imagen del radio z = te't, 0 < ¢ << 1, obtenemos pri-
mero la ecuncion

]—k

i ' L1 ¢ 1 N
W=~ (Tﬂ“l‘:)bﬂsﬂ"—-&g—(‘?—ﬁ)st-[l'x|

t

o hien

u=g (F+t)cosa, v=—3 (F—t)sena (O<t<<1). (4.9:3)
De aqui se ve que las imégenes de dos radios, simétricos respecto
del eje real (si a uno de ellos le correspondo el dngulo @, entonces
al otro le corresponderd el dangulo —a), también son simétricos res-
peeto del eje real, mientras que las imdgenes de dos radios, simétri-
cos resposto del eje imaginario (si a uno de ellos le corresponde el
dngulo o, entonees al otro le corresponderd el ingulo & — &), son simétri-
cas respecto del eje imaginario. Por lo tanto, es suficiento considerar
solamente las imdgenes de los radios pertenecientes, por ejemplo, al

primer cuadrante: 0 L a —} .
Obsérvese gque para o = 0 sc tieno:

u=g(++t), »=0 @=<i<i)

Esto es un semiintervalo infinito del eje real: 1 << u < oo, El inler-
valy simétrico a éste —oo < u << —1 es la imagen del radio gue
(}Ul'rl‘-spﬂlldu a o = T.

- T .
Para o = <, se ticne:

2
1714 x :
Iiste es el semieje imaginario: —oo < v << 0. El otro semieje ima-

ginario 0 << v < oo es la imagen del radio que corresponde a « =

E 8

5
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En resumen, la imagen del didmetro «horizontal» de la eircun-
ferencia unidad es el intervale infinito del eje real que va desde
el punto —1 hasta el punto -1 pasando por oo, mientras que Ia ima-
goen del didmetro «vertical» es todo el eje imaginario, a excopcion
del origen de coordenadas (incluyendo el punto del infinito).

Supongamos ahora que 0<or.<:-3.-:—. Entonees, climinando el
pardmetro ? entre las ccuaciones (4.9:3), obtencmos:

u? o Q.

wAE M (£.9:4)
LEsta es la ecuacién de una hipérbola con el semieje veal a = cos ;
con el semieje imaginario & = sen « y con los focos 4-1. Sin embar-
go, el punto w no deseribe toda la hipérbola por completo cuando
el punto z describe todo el radio z = te** (0 < t <~ 1). En efecto,
de las ccuaciones (4.9:3) so deduce que, al crecer ¢ desde 0 hasta 1,
u decrece desde oo hasta cos ¢, mientras que v crece desde —oo
hasta 0. Por consiguionte, el punto describe una vez solamente la
cuarta parte de toda Ia hipérbola perteneciente al cuarto cuadrante.
En virtud de lo observado anteriormente, la cuarta parte pertene-
ciente al primer cuadrante, es decir, Ia simétrica a la dada respecto
del eje real, serd la imagen del radio simétrico al radio dado respecto
del eje rcal, es decir, del radio correspondiente al dngulo —e. Pero
no seria justo decir que toda la rama de la hipérbola que pasa
por el primero y cuarto cuadrantes es la imagen del par de radios
indicados. En efecto, el vértice de la hipérbola v = a, v = 0 no per-
tenece a esta imagen (no olvidemos que nuestros radios se toman
sin sus puntos extremos y que el vértice de la hipérbola es la imagen
de cada uno de estos puntos: { = 1).

Luego obtenemos que las imdgoenes de los radios que corresponden
a los dngulos 1 — @ y & 4+ n (0 @ — ), son las cuartas partes de la
misma hipérbola, situadas en el tercero y segundo cuadrantes.

La hipérbola completa, a excepeion de sus dos vértices, es la
imagen do la cuaterna de radios: 4o, n 4 a. Obsérvese que la
imagen de cada uno de los didmelros formados por estos radios serj
la parte de la hipérboela formada por los pares de sus cuartas partes
que son simétricas respecto del origen de coordenadas y que estan
ligadas entre si en el punto del infinito.

Resumiendo, la funcidn w = A (z) = % (z -1 —:- transforma biu-
nivocamente tanlo el inlerior como el exterior del circulo unidad en el
exterior del segmento —1 L u < 41 (del eje real).

En este caso, las cr.rcwnferencws |z | = r se transforman en elipses

con los focos 41 y semiejes: —-—1— =+ r‘ y los pares de didmetros simé-
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tricos respecio de los ejes coordenados (formados por los radios z =
= rete (0 L r<<1) se transforman en hipérbolas con los focos
+1 y semiefes | cosa |, | sen @ |, a excepcion de los vértices de estas
hipérbolas.

Como la derivada de nuestra funcién

w=1"@) =5 (1—%)

es diferente de cero para z = 1, la transformacién es conforme en
todos los puntos de los recintos considerados (el interior y el exte-
rior del circulo unidad). De aqui se deduce que las hipérbolas se
cortan con las elipses bajo dngulos igunales a los formados en las
intersecciones de los radios y las circunferencias, es decir, bajo
dngulos rectos. Esta deduccién ya se hizo antes (ap. 3.7).

Consideremos también las imdgenes de las circunferencias que
pasan por los puntos 4-1. De la igualdad

£ 1
obtenemos:

2—241  (z—1)2
==t

fo B2t 12
2 ? — = 2z

2z

W

w—i__(z—‘! 2
w1~ z-}-i) *

Ficilmente se observa que esta ecuacidn es equivalente a la
dada. Haciendo :_'1=z' v :—_-_}-=w’, hallaremos que la transfor-
macién w=»(z) puede sustituirse por las siguientes:

y__z—1 r__ .3 w—1 _ .
r=F = ¥ g (4-9:5)

La primera transforma las circunferencias que pasan por los
puntos =1 en rectas que pasan por el origen de coordenadas. la
sogunda transforma cada una de estas rectas en un rayo que parte
del origon de coordenadas, y, finalmente, la dltima transforma cada
uno de estos rayos en el arco de la circunferencia que une los puntos
==1. De las {6rmulas (4.9:5) se ve facilmente que, si ¢l angulo entre
la circunferencia y la direccién positiva del ejo real en el punto
z =1 era igual a 8, entonces el angulo en el punto w = 1 entro
su imagen (ol arco de la circunferencia) y la direccién positiva del
eje real sera igual a 20 (fig. 34).

Asi, pues, la funcién w = A (2) transforma cada circunferencia v,
que pase por los puntos -=1 y que forme en el punto 1 ¢l 4ngulo 6 con
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la direceitn positiva del eje real, en un arco & de circunferencia que
pasa por los puntos =1 y forma el dngulo 20 con la direccién positiva
del eje real. Las mismas férmulas (4.9:5) muestran que en este caso
cada uno de los arcos de y por separado, con los extremos 41, se
transforma en el mismo arco §.

Obsérvese que en la primera de las transformaciones (4.9:5)
el exterior de la circunferencia y se transforma en un semiplano,
en la segunda obtenemos un recinto limitado por un rayo rectilineo
que parte del origen de coordenadas, y, finalmente, en la tercera,

¥ {z) o 1

&
. (T
-z\__;/; T ".'.f\./f 3

FIG, 34

un recinto cuya frontera es el arco §. Como todas estas transforma-
ciones son biunivocas en los recintos correspondientes, la funcion
w = A (z) realiza una transformacién biunivoca y conforme del
exterior de la circunferencia y (y también del interior de esta circun-
ferencia) en el recinto cuya frontera es el arco de la circunferencia &
que une los puntos 1.

Conviene sefialar que la funeién w = A (z) transforma el semicir-
culo k: | z | == 1, situado en el semiplano superior, en el semiplano
inferior w, y el semicireculo %, situado en el semiplano inferior, en el

semiplano superior w. Pero, en virtud de la relacién A (z) = A (—1—) 5

la funeién toma en los puntos del semicireulo %, los mismos valo-
res que en los puntos del semiplano superior que son exteriores al
semicirculo %,. Designando el conjunto de estos iltimos puntos
mediante K, (fig. 35), se puede afirmar que la imagen del recinto
K, también es el semiplano superior. Tengamos en cuenta, final-
mente, que la imagen de la semicircunferencia que separa &, y Ky
es el intervalo —1 < u << 1, recorrido una sola vez. De aqui se dedu-
ce que la imagen del semiplano superior en la transformacién w =
= A (z) consta de los semiplanos superior e inferior y del intervalo
del eje real: —1 << u<<1, es decir, es todo el plano, a excepecién del
segmento infinito del eje real que une los puntos —1 y +1 mediaate
¢l punto del infinito.
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Gomo aplicacion de las observaciones hechas agui, proponemos
al lector estudiar la transformacién de la franja 0 << # << 7 median-
te la funcion w = cos z, considerando esta transformacién como el
resultado“de las transformaciones

- — - 4 g 1
Zy =12, 3Z9=¢"1, l.!r=?.3=—2- Zz—r-z A
efoctnadas sucesivamente, una tras otra. El lector tiene que demos-
trar gue w —= cos z transforma biunivoca v conformemonte la

franja indicada en el recinto del plano w limitado por cl segmento
infinito del eje real que une los puntos —1 y 1 mediante el punto
del infinito.

4.10. Aqui nos detendremos brevemente en las funciones
meromorfas trascendentes elementales (es decir,
funciones meromorfas no racionales). Entre las mds elemontales
(a excepcitn de las funciones enteras) figuran, por ejomplo, las fun-
C10mesR

sen = €08 =
g = —— —_—-——
s ' ghes senz

1 1
e » BECE=——, COSOCZ = .

cosz ' sen

Que éstas no son racionales, se deduce inmediatamoente de que cada
una de estas funciones posec un conjunto infinito de polos, es decir,
de puntos cn los cuales la funcién se hace infinita, mientras que
Ia funcién racional posee solamente un ntimero finito de polos.

Las funciones indicadas, asi como las funciones entoras cos z
v sen z, figuran en la clase de las funciones trigonométricas. Esta
iiltima se define como la clase de funciones meromorfas f (z) que admi-
ten la representacin

- b P (et agtageitdagetlz L, La,enit £ oAn.
B S G e L e )
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Bsté claro que obtenemos la misma clase al considerar las
funciones expresables en la forma
Hn
E”J’"Uz
F(z) =—. (4.10:2)
2 bpeit?
—m

Iista altima expresién puede escribirse asi:

ag+ 2 [{a;— a_;) cos jz-i (aj—a_j) sen jz|
F(z) = ‘ =

m

by ) [{bn+b_n) cos kz i (b —b_y) sen kz]
T

ity E (4] cos jz—= A] sen jz)
T i
= m " : {(4.10:3)
by 2 (-"J‘;t cos kz -- 13, sen kz)
1

En el caso particular, cuando el denominador es constante {en-
tonces se puede suponer (ue by es igual a 1), obtenemos un poli-
nomio trigonométrico:

F(3) = ap+ 2} (Aicos jz4 Al sen jz).
T

Si al menos uno de los nameros A, o A} es diferente de cero, se dice
que F (2} es un polinomio trigonométrico de orden n.

Volvamos a considerar de nuevoe la férmula (4.10:1) y hagamos
¢t = t; entonees oblenemos:

ws%? =8 (ty, t=et,

eg decir, una funcién trigonométrica arbitraria es una funcién racio-
nal de la exponencial. Evidentemente, toda funcién trigonométrica
es periddica, de periodo 2. Por lo tanto, es suficiente estudiarla
en una franja cualquiera g: zo < & << xy 4 2n. Bn cada una de
las franjas

griagd-2kn Jx<Zao+ (2h+ U w

esta funcién, debidn a la periodicidad, tendrd un mismo comporta-
miento. Supongamos gque z describe la franja g (incluyendo en ella
Ja recta & = x,); entonces z; = iz describird una franja z, < py <
< x5 - 2m de la misma anchura 2n, parallela al eje real. Por consi-



172 CAP. 11 LA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES ELEMENTALES

guiente, ¢ = &' describird un 4ngulo de medida 2= con el vértice
en el origen de coordenadas. Los lados de este 4ngulo se confunden
en una semirrecta Arg ! = 2, + 2kn, que también es recorrida
por el punto ¢, precisamente cuando z describe la recta Re z = x,.
Al fin y al cabo, cuando z describe la franja g, ¢ describe todo el
plano, a excepcién de los puntos ¢t =0 vy ¢ = oo,

8i N es el orden de la funcién racional w = § (), ésta, como ya
se sabe por el ap. 4.1, toma cada uno de sus valores, por lo general,
en /V puntos del plano ampliado £, Como en nuestro caso se han exclui-
do los valores £ = 0 y ¢ = oo, solamente se puedo afirmar que w
tomara todos los valores, a excepcion, posiblemente, de los valores
S (0) y S (e0), para N valores de ¢ {(entre los cuales algunos pueden
ser iguales entre si para valores especiales de w).

Pero la correspondencia entre ¢ y z es biunivoca dentro de los
limites de la franja g; debido a esto la funcién trigonométrica w —
= § (¢%) toma cada valor complejo (a excepcién, posiblemente,
de los nimeros S (0) y S (o0)) en N puntos de la franja gy, por con-
siguiente, de cada franja g,. Entre estos N puntos puede haber algu-
nos coincidentes; pero esto ultimo es posible solamente para algunos
valores de w (la cantidad de éstos no es mayor que n -+ m, donde
n y m son los grades de P (t) y Q (¢); véase el ap. 4.1).

De 1o expuesto se deduce que cada ecuacidn de la forma

f (@) =S (ei%) = 4,

donde f (z) es una funcién trigonométrica (s& const) y A es un nifmero
complejo cualquiera, posee un conjunto infinito de raices (N raices en
cada franja g,), a excepcién, posiblemente, de dos valores especiales
de A: A = S (0) y A = 8 (e}, para los cuales la ecuacion puede no
poseer ninguna raiz.

Ejemplos.
1) Fly=emr=1" t=el,
Aqui S(f)=1£", $(0)=0, S(0)=o00 y la funcién S (f) no tuma
los valores 0 y co cuando ¢s40, t=%=oco; debido a esto, f{z) no
toma los valores 0 y oo para ningin valor do z,
2¢tz o2
14etiz  q4p’

iz

2) f(z)=secz=

Aqui S{) = 1—~2_'_£—ﬁ y §{0)=5(c0)=0 y §(¢) no se anula cuando
{520, t=~=co. Por lo tanto, f(z) =secz no se anula para ningin

valor de z.

ir__ -
3) et il a4, o,
3
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Aqui S(t)=%i:%;. SO =i, S{eo)=—i y S{2) no toma los
valores i y —i cuando t5=0, {5~ oc0. Por lo tanto, f(z)=tgz no
toma los valores i y — i para ningian valor de z.

_ cosz  edizfelr 4By

4) f@&)= cos2z ~  afeq 41"

t =gz,

Aqui S (f) = -:;% , S(0) = §(o0) =0. Sin embargo, S (2

se anula también en puntos distintos de 0 y oo, precisamente, cuando

FIG. 36

t = +i. Por lo tanto, f(z) = :DD: zz toma todos los valores com-

plejos sin excepcion {y cada uno de ellos en un conjunto infinito
de puntos).

Examinemos mas detalladamente la funcién tgz = ‘:_'::T:—::—i
(t = ¢'#). En la fig. 36 estd representada la superficie u = | tg z |,
es deeir, ¢l relieve de la tangente *). Para obtener la transformaecién
w = tg z, representémosla en forma de las siguientes transformacio-

nes, realizadas sucesivamente una tras otra:

§=£z, tze;. tizta. w=f2=—.—.

*) El dibujo se ha copiado de las «Tablas de funciones» de Jahnke v Emde.
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8i g es la franja zo < 2 2y + &, donde 0 <<k < 7, entonces
§ = iz transforma a ésta en la franja o << oo+ h, ¢t =&
transforma esta dltima franja en un dngulo de magnitud % con el
vértice en el origen de coordenadas y con los lados Arg i = zy -+
-+ 2kn y Arg t = zo + h + 2nn; por otra parte, la transformacién
ty == > nos da un angulo de magnitud 24 con los lados Arg £, =
= 2wy + 2kn y Arg ity = 2zy + 2k + 2hr vy, finalmente, w =

1t —1 s cps
! como transformacién homogrifica, transforma los

Th 1"

FIG. 37

lados del dngulo en arcos de circunferencias gue unen los puntos

w=1i{ty =0) y w= —i ({ = o), y el mismo &ngulo, en una

linula eircular (bidngulo) con los mismos dngulos 2k. Como la deri-

vada :%ﬂf o —2i y Arg(—2) = — % 4+ 2kn, Jas tangentes
1=\ ‘ &

a las curvas que parten del punto ¢; = 0 giran en la transformacion
11—

TR

las circunferencias que limitan el bidngulo ticnen que formar con

la direceion positiva del eje real, en el punto w == i, los dngulos

22y — % v 229+ 2h — ﬂ, . Con estas condiciones, el bidngulo con los

vértices i y —i queda conpletamente delerminado (fig. 37).

Cada una de Jas iransformaciones consideradas por separado
¢s biunivoca y conforme. Debido a esto, la transformacidn resultante
w = tg z transforma biunivoca y conformemente la franja z, < x =
= Rez <l zy + h de anchura i (R < n) en un bidngulo circular de
dngulos iguales a 2h, con los vértices en los punlos —i y i.

el dngulo — 2. por esto, las tangentes a los arcos de
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En particular, gi % =~':;-‘- , los Angulos del bidngulo se convierten

en n, ¥ el bidngulo mismo, en un efrculo o en un semiplano. De aqui
se deduce que la funcidn w = tg z transforma cada franja xy << z <<

Bl B - -
< 2y + 5 de anchura 5 en un circulo 0 en un semiplano.

§ b. FUNCIONES MULTIFORMES LELEMENTALES

5.1. Las funciones enteras y meromorfas w = f (3}, estudiadas
en los apartados anteriores, toman por lo general un mismo valor w
en unog cuantos (dog o mds) puntos del plano z. Forma una excepeion
solamente la funcién homogrifica, que realiza una transformacion
biunivoca del plano ampliado sobre si mismo. Dejando de un lado
esta excepeion, en todos los demds casos la transformacién inversa
z=f1 (w) no es univoca. Lsto significa que las funcioues inversas
a las consideradas son multiformes.

Para que sea posible aplicar a las funciones multiformes los
conceptos y resultados obtenidos para las funciones uniformes,
es necesario saber separar las ramas (o detorminacio-
nes) uniformes de estas funciones.

He aqui cémo se consigue esto ordinariamente.

Sea z = f (w) una funcién definida, uniforme y continua (en
sentido generalizado) en un recinto G del plano ampliado. Suponga-
mos que se ha conseguido dividir de algin modo el recinto & en un
conjunto finito o numerable de recintos gy, g,, ..., que carecen
de puntos comunes dos a dos, de modo que cualquier punto dol
recinto & sea interior para un solo recinto g, o sea punto frontera
comiin al menos para dos recintos g; o gy, ¥ que en cada uno de cslos
recintos la transformacién z = f {(w) sea biunivoca. Entonces la
imagen de cada g; serd también un recinto f (g;) = G, {en el cap. V
esta afirmacién fue demostrada con la condicién de que f (w) sea
analitica) y toda la imagen f(G) se cubrird por los recintos G,
y también por las imdgenes de las partes comunes de las froutleras
de los recintos gy.

Consideremos la funcién inversa w = F (z) en cada uno de los
recintos G, definiéndola por la condicién ecomplementaria de que
sus valores pertenezcan a gp, quc es la preimagen del recinto G-
Entonces la funcién F (z), generalmente multiforme, se expresara
mediante unas cuantas, posiblemente infinitas, funciones £, (z)
uniformes y continuas (en sentido generalizado). A cada una de
éstas llamaremos rama (0o determinacidén)unifor-
m o do la funcién F (z) en el recinto correspondiente G;. Bs impor-
tante tener en cuenta en esta definicién que el cardcter do los recin-
tos Gy, v también el de las ramas uniformes Fj (z) de la funcién,
depende esencialmente de la forma en que se ha dividido el recinto G
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en recintos g,. En los casos mas elementales, el recinto & admite
una divisién en recintos g; tal, que los recintos correspondientes Gy
coinciden entre si. Supongamos, por ejemplo, que Gy, Gu,, - . -
coinciden con un mismo recinto . Entonces la funcién multi-
forme w = F (z) posee muchas, posiblemente infinitas, ramas uni-
formes en el recinto G', precisamente: Fy, (z), Fi, (z), . . .

A todo lo dicho anteriormente hay que ailadir que para una fun-
cién continua arbitraria z = f (w) la divisién del recinto @& en
recintos g, que satisfagan a las condiciones indicadas anteriormente,
¢s generalmente imposible. Sin embargo, cuande Ia funeién z =
= f (w) es analitica en el recinto & (a excepcién de puntos aislados
en los cuales ella puede ser igual a oo), en el ap. 3.4 del octavo
capitulo se demostrard que semejante divisién siempre es posible
y ademds de infinitos modos.

A una funcién z = f (w), analitica en cierto recinto g (a excep-
cién, posiblemente, de los puntos en log cuales ella es igual a o)
¥ que tome en distintos puntos del recinto diferentes valores
{f wi) = f (wy) si wy==w, ¥y wy, wy € g), llamaremos univa-
lente en el recinto g Siexiste en el recinto al menos
un par de puntos distintos en los cuales f () toma un mismo valor:
f (wy) = f (w,), wy 5= w,, diremos que la funcién es multiva-
lente en este recinto.

El hecho al que alegdbamos anteriormente, se puede enunciar
asi: si una funcién analitica z = f (w) es multivalente en un recinto
G, éste puede dividirse en un conjunto finito o numerable de recintos
en cada uno de los cnales 7 (w) es univalente. Los recintns correspon-
dientes g, se llaman recintos de univalencia de
la funcién f (w).

Por lo tanto, el método descrito anteriormente de separacién
de ramas uniformes siempre es aplicable a las funciones gue son
inversas respecto de las multivalentes.

En este parrafo se ilustrard el método indicado para el caso de
funciones elementales; mas no tendremos que basarnos en el teorema
que se ha seiialado sin demostracién, puesto que la divisién del
recinto G en recintos de univalencia se obtendrd cada vez aplicando
las propiedades conocidas de las funciones elementales.

Ademads de las funciones inversas a las elementales, estudiaremos
también agui otras funciones multiformes, obtenidas como funcio-
nes compuestas de la forma g (z2) (donde @ (3) o v (z) son funciones
inversas de las elementales), o como combinaciones racionales
de tales funciones.

5.2. Consideremos el radical w = 'z, que representa una fun-
cién inversa a la funcidén potencial z = w" (n es un nimero natural,
mayor que la unidad).
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_ Para cada z, distinto de cero e infinito, ol radienl posee n valores
distintos, dados por la f6rmuln

w 21;’"*111 (cos '—‘% i sen i’ﬁ’—') ) (H.2:1)

Cuando z = 0 0 z = oo ge obtiene cada vez un solo valor de la
funcién, w = 0 o w = oo, respectivamente. Los n valores (H.2:1),
que representan aquellos puntos del plano w en los enales ™ toma
un mismo valor z, se sitdan en los vértices de un poligono regular

: . . P, | ——

de n lados inscrito en una circunferencia |w | = § . |z 1.
Reciprocamente: log vértices de cualguier poligona yegubar de n

lades con el centro en ol origen de coordenadas se pueden congiderar

como n valores de | z. Dobido a esto, un recinto g del plano e serd
un recinto de nnivalencia para z = w" cuando, y sélo cuando, de
los n vérlices de cualquier poligono regular con el contro w —
éste contiene no mds de un vértice.

Ividentemente, a esta condieidn satisface cada dngule de medida
2“71 con el vértice en el origen de coordenadas. Tracemos desde el

origen de coordenadas n rayos rectilineos que formen entre si ingnlos
iguales. Entonces hallaremos que todo el plano, on el cual esti de-
finida la funcién multivalente z = w", se dividird en »n recintos
de univalencia de esta funcién: gy, g,, ..., g,. La imagen de cada
uno de éstos serd un mismo recinto G’ del plano z cuya fronlora es
un rayo rectilinco Z que parte del origen de coordenadas. Si el
recinto g, estd limitado por los rayos que forman los dnguolos ¢, +
zi“ v tpo-;-ﬂk—:y—f con la parte positiva del eje real, entonees
el rayo L formard con la parte positiva del eje real ol dngulo ng,.

De acuerdo con lo dicho en el ap. 5.4, obtendremos en ¢] recinlo

1

. s e g =
G’ n ramas uniformes de la [funcién 7 z. Cada uwna de ellas: 'z

a

.

I
k=1, 2, ..., n) se determina completamente por la condicién
- & &
de que sus valores w= |} z pertenccen al recinto g;. Como z = "

I
posec derivada difercnte de cero en todos los puntos del recinlo

g 2 = nw'Y, lag ramas V' z también poseersn derivadax diferen-
1
tes de cero:
e 1 1

UV e S - i
( l‘, ir."] = mei-1 i (u; '_:,_z}"'l‘ .

Tomemos ahora vn sistema de rayos rectilinens que partan del
origen de coordenadas, y que se aobtiene del anterior mediaute una
rotacidn alrededor del origen de coordenadas en un dngulo o, (0 <
12—1199
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<z cz.-(%’;—. Entonces el nuevo sistema dividird el plano wen n

recintos d,, . . ., d,, cada uno de los cuales d, tendri partes comunes
con dos recintos vecinos g, v gn+y (5i & = n, cntonces g4, debe
sustituirse por g,) (fig. 38).

La imagen de cada uno de los recintos d; del plano w serd un
mismo recinto I, limitado por el rayo rectilineo M que parte del
origen de coordenadas y forma con la parte positiva del eje real

(z)

FIG. 38

el dngulo np, -+ na. En este recinto también obtendremos r ramas

. . n .
uniformes de la funcién ¥z, cada una de las cuales se determina
porque sus valores pertenecen al recinto correspondiente dj. Desig-

- LY oy 3 -
nemos estas ramas mediante {}z),. Estag son diferenciables en D’
y para sus derivadas se tiene:

Va=1:n(Y2)p "
Comparémoslas con las ramas /z; como parte de la preimagen
k

dy del recinto D’ en el plano w pertencee al recinto g, y parte al

recinlo gi+;, la rama (7/z), cn la_parte del recinto D' que repre-
senta la imagen de la parte comin de los recintos d, y gi, coincidird

Y » .
con [z, mientras que en la otra parte del recinto D’ (que representa
K



§ 5. FUNCIONES MULTIFORMES ELEMENTALES 179

la imagen de la parte comiin de los recintos dj, y gx4i) coincidird
con /z.
-1
Vemos, pues, que al sustituir unos recintos de univalencia por
otros cada nueva rama uniforme se obtiene mediante la unién
de la parte de definicion de una de sus ramas anteriores con la parte
de definicién de otra rama anterjor.
5i el dngulo de rotacién & = 0, entonees d, coincide eon gy, D’

" ” " np= . n nr-
coincide con G’ y cada rama () z), coincide con y'z. Cuando el
K

dngulo @, aumentando continuamente, se aproxima a i—? el recinto

dy sc aproxima a gp..4, ¢l recinto correspondiente D’ se¢ aproxima
a G' ylarama (7 z), en mayor y mayor parte del recinto D’ coin-

cide con larama 'z (en lugar do g, 4+, y 1/’ z se debe tomar g, y 1:/3) 2
k41 n1

2n .
Cuando cc—-—- dy coincide con gyy4, D’ coincide con G

la rama (;/z)h se convierte en la rama ) z.
[

También se puede observar el paso de una rama V' z a otra [z
haciendo describir al punto z una circunferencia comkplel.a ccnktll
centro en el origen de coordenadas. Si el valor de 'z en el punto
Zy ¢ suponia pertenecicnte a la rama ?/E y se representaba por el
punto w, del recinto g: 5

Wy = ’Vi_zﬂ (cos %-J,- isen %) %

al moverse continuamente el punto z por la circunferencia |z | =
= | 2o | en la direccion positiva, el valor correspondiente del radical

A,
w= |/'|,zg|(cos%—|—isen-%)
variard continuamente junto con @, y después de un recorrido

completo al volver el punto z a la posicién inicial z, el valor
del radical se convertirid en

wi=V 2] (cos Dot 28 4 gen %+2ﬂ')

Este Gltimo se obtiene de w, mediante una rotacié(a]rededor
del origen de coordenadas en el dngulo T por consiguiente, el
12+
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punto w, pertenece al recinto gy 44, vecino de gy, v w, es el valor de

la rama 'z en cl punto z;.
k41
Esta conclusién se puede aplicar a cualquier punto del recinto

&', de donde se deduce que al recorrer ¢l punto z una circunferencia
de cualquier radio con el centro en el origen de coordenadas, los

valores de 'z, variando continuamente, pasan de la rama 'z a la
k

rama / z.

Se necesna un recorride n-miltiple del punio z alrededor del
puuta z = 0 en la direccién positiva para que las ramas del radieal

| z. sustituyéndose una por otra (V z por ; z /z por 1fz .
R+1 R4 k-2

s I/z por l/z, s ay l"z por /z), vuelvan a 1.15 ramas iniciales.
—1

]'l punto que posee la proplednd de que un recorride completo
(de nna vuelta) por una curva cerrada de Jordan alrededor del punto,
en cualquier entorno del mismo, sustituye una rama continuamente
variable de la funcién multiforme por otra rama de esta funcion,
se lloma punto de ramificacidén de la funcidn.

El hecho de que después de dar n fltﬂs en una misma direccion
obtenemos la rama inicial, se expres# diciendo que el punto dado
de ramificacidén es de orden finito. precisamente deorden n — 1,
llamindose punto algebraice de ramificacién*).

Resumiendo, el punto z = 0 es un punto algebraico de ramifi-

cacién de ordon n — 1 para la funcién 7z
Evidentemente, el punto z = oo también se puede considerar
como punto algebraico de ramificacion de orden » — 1 de la fun-

cién 'z, puesto que cada recorride alrodedor del mismo a lo largo
de una circunferencia de radio arbitrariamente grande con el eentro
en el origen de coordenadas es a la vez un recorrido alrededor del
origen de coordenadas, Por esto, la funcién multiforme w = V2
posee dos puntos de ramificacién en el plano z: z =0y z — oo,
ambos de orden n — 1.

Lias ramas uniformes de esta funcién descritas anteriorincnte
fueron construidas para los recintos del tipo G o D', cuyas fronteras
representaban un rayo rectilineo gue unia ambos puntos de ramifi-
caciébn. Se obtiene un tipo mas general de un recinto semejante si
cn lugar de un rayo rectilineo se traza una curva de JTordan arbitra-
ria del plano ampliado que una los puntos O y co. Sea I' esta curva

*) El iltimo concepto supone también que en el punto dado existe ol linite
de la funcién (finito o inlinito).
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¥ G, el recinto limitado por e¢lla. Si z describe la curva 1" desde el

ne—
punto inicial (0) hasta el final (o), entonces los n puntos w = 'z
que lo corresponden describen n eurvas de Jordan vy, yue unen el
punto 0 con el punto oo, Bstas curvas no tienen otros puntos comunes,
ademds de 0 y oo, y forman a pares (y, con yu44) curvas de Jordan
cerradas del plano ampliado.
Sea gk aquel de los dos recintos limitados por las curvas vy,
Y ¥Yr+1 que no contiene a las curvas 9y, - - ., Vao1, Viets - - o Yo-
Al girar el plano z alrededor del origen de coordenadas el angulo %‘:,
la curva y,, debido a su construccién, pasa a Yi+1, la curva y, 4zl
a4 YPp+o ¥ €l recinto gi, al recinto giy.i. Como gi v giyy no tienen pun-
tos comunes, ninguno de estos recintos contendra un par de puntos
que pascn uno a otro como resultado de tal giro. Por esta razén,
todos los recintos gi (k ==1, 2, ..., r) son recintos de univalen:
cia para z = w", y obtenemos n ramas uniformes de la funeién Yz
en el recinto @, exigiendo que los valores de cada rama pertenezcan
al recinto correspondiente gi. Para fijar una rama es suficiente sefia-
lar el valor de ¥’z cn un punto cualguiera z, del recinto G; si este
valor es wy, existird un recinto fnico gk que contendra el punto w,,
¥ junto con él una rama dniea [z en el recinto G, que tomara el
valor wy en el punto z,. Se obra de este modo, precisamente, cuando
se desea fijar una rama determinada }/Z en un recinto del tipo G.
Sean if’;? v ¥ z dos ramas de ¥z en el recinto G ¥ Supongamos
4
que sus valores en cierto punto z, son ignales a w), y w;, respectiva-
mente. Como

. T ’ n 2 r
wy="V 5z =V 3] (cos f@ﬂ-i-zsen%%"—“) ;

= V7] (cos '—-—-—P"'f':m L pigen e +ﬂ2m ,.‘)

2
e
N

Wy =

£l

dondec i’ y m” son mimeros enteros, el valor w, puede obtenerse
de w, multiplicindolo por

2 (m ——m}ﬂ_l_isen?,{m —m') ®

N=-r08 " n ’

- T - -
es decir, por uno de los valores de 3/ 1. Pero, al multiplicar la fun-
s n - . . .
¢ién ¥z por el nimero 1 se obtiene, evidentemente, una funcién
k

1 ii'fz-, uniforme y continua en el recinto @, cuyos valores represen-
k

tan }z y pertenecen al mismo recinto ‘al cual pertenecs el punto
N Vzo = Vz5. Por consiguiente, 1) Vz="%z en todo el recin-
[ 1 k I
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to G. Vemos, pues, que las dus ramas de 3z en un mismo recinto &
pueden obtenerse una de otra multiplicando por cierto valor de /1.

Todas las conclusiones de este apartado se extienden, con las
evidontes variaciones correspondientes, a las funciones de una forma
mas general:
=il
a—bh’

=Vz—a o bien w—]/

Recomendamos al lector estudiar estos ejemplos, observando
que estas funciones son inversas a las funciones z = a + w" y z =
bulﬂ'

e= ———-w,,__ para las cuales los recintos de univalencia son los mismos
que para la funcion z = w" . Hay que observar en este caso que los
puntos de ramificacién de la funcién w =3z — a son a y oo, y los

n /T =a
puntos de ramificacién de la funcién w = V i;—-_—_% sonay b, v que

la separacién de una rama uniforme de la funcién es posible en
cualquier recinto cuya frontera sea un arco de Jordan gque una los
puntos de ramificacion.

5.3. Para aclarar mejor ol concepto de punto de ramificacion,
consideremos la funcién multiforme
w=f(@)=VP), (6.3:1)

donde P (z} es un polinomio arbitrario. Sea N el grado de este
polinomio, ay, a4, . . ., @,, todos sus ceros distintos y oy, @a, . . .
<+ . Oy, sus Ordenes de multiplicidad {oy + et + .. . + @pn =
= N). Entonces P (z) puede expresarse en la forma

PR =4@Ez—a)™ ... z—am)"™,
de donde

F@A=Y A z=a)™ ... g—an)™ (5.3:2)

Consideremos una curva de Jordan cerrada arbitraria y (por
ejemplo, una circunferencia) que no pase por ninguno de los puntos
ap (k =1, ..., m). Supongamos que z recorre una vez esta curva
en una direccién determinada. Fijemos los valores de los argumentos
para z2 — @y, . .., Z — @, en algdn punto z, de la curva y. Sean
estos valores @, ..., @4, Al recorrer el punto z la curva v,
el {mgulo 5 entre el vector z — a5 y la direccién positiva del eje
real variard continuamente, partiendo del valor inicial ¢, y como
resultado de recorrer una vez la curva y éste volvera a tomar el valor
inicial @f (si el punto a, estaba situado en el exterior de y) o bien
adquzrlr{t un incremento =-25 (si el punto a, estaba situade en el
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interior de y,) *) (fig. 39). El signo 4o — del incremento depende
solamente de la direccién del recorrido de la curva y; llamaremos
positiva la direccién segiin la cual los angulos correspondientes
adquieren un incremento positivo 2x. Supongamos, para fijar ideas,
que el punto z describe y en la direccién positiva. Si ninguno de los
puntos a; estd situado en el interior de 9, entonces todos los dngulos
@y, después del recorrido, volverdn a sus valores iniciales ¢, v la
funcién f (z) (5.3:2) volverd a tomar su valor inicial. De aqui se
deduce que ningune de los puntos finitos { del plano, distintos de
ay,, puede ser, punto de ramificacién para esta funcién. En efecto,

FIG. 39

para tal punto se puede sefialar un entorno del mismo que no conten-
ga ningiin punto a; entonces el recorrido a lo largo de cualquier
curva de Jordan cerrada 9, que pertenezea a este entorno y contenga
en su interioral punto £, conservara la rama elegida de nuestra funcidn.
Asi, pues, ningin punto finito T, distinto de todos los puntos ag,
puede ser punto de ramificacion pare la funcién f (z).
Consideremos ahora un entorno tan pequefio de algin punto a,
que en €l no estén contenidos otrosipuntos: ay, ..., ap.y @44,
+ +s @m- Entonces, al recorrer una curva y que pertenezca a este
entorno y contenga @, cn su interior, el dngulo ¢, variara en 2s,
mientras que los demds Aangulos @g, ..., Qpet, Prtse « v on Pps
volverdn a tomar sus valores anteriores. De aqui se deduce que,
como resultado del recorride de la curva 7y, el argumento de la
expresién subradical que figura en la férmula (5.3:2) variard en
2:ay, y por consiguiente, el radical (5.3:2) adquirird el factor
c08 211-?—" -+ i sen 2% , que, evidentemente, cs diferente de 1a nnidad
cuando, y sélo cuando, ay no es miltiple de n. Asi, pues, cada cero
ay del polinomio P (z), cuyo orden de multiplicidad =y no sea un
nimero entero multiplo de n, ¢s un punto de ramificacion dec la

*} Todo esta se comprueba f4cilmente en los casos més simples (por ejemplo,

cuando y es una circunferencia, una elipse o un poligeno), v puede demostrarse
en ol caso més general.
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- F L -
funcién ' P (z). Para determinar el orden de este punto, SUPONZamos
que 8, (6, << n) es el méximo comun divisor de oy ¥ n. Entonces,
haciendo @), = 8,0 v n = 8,v, (vp > 1), escribimos el hinomio

2 : 2 ey na:
cos —T—“ -+ i sen %‘i‘ en la forma cos E‘"{:—” + i sen g:—?" :

; {3
Conto resultado de un recorrido p-maltiple de la curva ¥ en una

" v g i i i 2mer
misma direccién, la funcién f (z) adquirird el factor cos —_hf——#
2nmﬁp

Vi
<+ i sen
Vi

y s6lo cuando, p es miltiplo de v,. El menor valor correspondiente
de p es vy, De agui que el orden del punto de ramificaciéon ayesvy, —1.
Considercmos, finalmente, un entorno del punto del infinito
que no contenga ningdn punto ¢, v on este entorno, una carva
de Jordan y que contenga en su interior todos los puntos ay. Enlonces
el exterior de y contendrd al punto oo ¥ no contendrd a ninguno de
los puntos «),. Hagamos un recorrido simple (una vuclta) de la
curva 9. Todos los angulos @ adquirirdn el incremento 2m, por con-
siguiente, el argumento de la expresién subradical en la férmu-
la (5.3:2) variard en 2% (ot +- g + ... + tn) ¥ toda la funcidn
f (2) adquirira el factor
o8 ML'—J’_?”_‘) + i s ML‘_ — 2ni¥ 2aN

Co8 —— +isen —
n n n n

que, evidentemente, serd igual a la unidad cuando,

Este serd igual a la unidad o distinto de la unidad segin que N
sea miltipla de » o no 1o sea. En el primer caso, oo no serd, y, en el
segundo caso, serd un punto de ramificacién de la funcién f (z). Si 6
es el midximo comin divisor de N y n (6§ << n) y n = 8v, entonces
el orden del punto del infinito, considerado comao punte de ramifi-
cacion, séra igual a v — 1,

Hemos observado que, cuando «; es maltiplo de », ol recorrido
de Ia curva de Jordan y, que contienc en su interiov al punto ay
y no contiene a ninguno de los demds puntos a;, no allera el valor
de f (z). Del mismo modo, si NV es maltiplo de », el recorride de una
curva y que contenga en su iaterior a todos los puntos ag, no altera
los valores de f (z).

Supongamos que, en general, ay,, . . ., @, ©5 un grupo lal de
puntos de ramificacién, para los cuales la suma @y + - .o ooy
es miltiplo de n; entonces el recorrido de cualquier curva de Jordan
cerrada p, que contenga en su interior a los puntos indicados y no
contenga ningdn punto a, distinto de ellos, no puede alterar los
ralores de f (z). Por esta razén, en cualquier recinto & que contenga
solamente a aquellas curvas de Jordan cerradas que no abarcan en
su interior a ningin punto de ramificacién ag, o bien, que abarcan
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un grupo de puntos de ramificacién, para los cuales la suma de sus
nimeros respeclivos o), es miltiplo de », es posible separar ramas
uniformes de la funcién f (z).

Para ocsto es suficiente fijar un valor w, de la funcion f (z) en
uno do los puntos z, de este recinto. Entre las » imdgenes f ()
del recinto & en el plano w, una contendré al punto wy; supongamos
gque csta imagen es gy, LEntonces. la rama uniforme de la funcion
f (z} en el recinto G quedard completamente determinada si se exige
que todos sus valores pertenezcan a g,. IE1 valor de esta rama en
cualquier punto z; del recinto & se puede obtener también del si-
guiente modo: Unamos el punto z, con el punto z; mediante alguna
curva continua y; pertenecicnte al recinto G, y recorramos esta curva
desde el punto z, hasta el punto z;, atendiendo a que el valor co-
rrespondiente de f (z) varie continuamente comenzando desde el
valor wy. Lntonces llegaremos al punto z; con uno de los n valores
de f {z), que designaremos con w,. Este valor depende solamente del
valor wy elegido en el punto z, v del mismo punto z, y no depende
de ¢como se haya elegido ol camino que una z, con 3;, v, por consi-
guiente, representa una funcién wniforme de z; en el recinto G.
En efecto, siy, es otra curva que una z, ¥ 2; en el recinlo &, entonces
al reccorrer la curva cerrada y, formada por vy y ¥,, obtendremos
primero, moviéndose desde z, hasla z; a lo largo deo y,, el valor w,
en el punto z;, v después, moviéndoge a lo largo de v, desde z, hasta
zg, tendremos que volver al valor inicial wy (puesto que, segin la
condicién el vecorrido por una curva cerrada en el recinto G no
puede conducir a la variacién de los valores de la funcién f (z)). De
aqui se deduce que, moviéndosc a lo largo deo y, desde z, hacia z;,
obtendremos en el punto z; al mismo valor wy que se obtenia al
moverse a lo largo de ;.

Aclaremos lo dicho con ejemplos:

1. w=)V{0 —3z) (1 — k%%, donde O <<k <-1. Esta es una
funcién biforme con cuatro puntos de ramificacién: 4-1, ;j-_-—;‘- . Aqui

N = 4 es miiltiplo de n = 2, por lo ¢nal co no es un punto de rami-
ficacion.

Como todos los nameros oy son iguales a 1 (1, :l:% SOn ceros

simples de la expresidn subradical), el recorrido a lo largo de cual-
quier curva cerrada y gque conkenga en su interior solamente a dos
puntos de ramificacidon, no altera los valores de la funcién. Por
esta razon, es posible separar sus ramas uniformes, por ejemplo,

en ¢] recinlo G cuya frontera consta de los dos segmentos:——;; <

LegL Ayt Lag ;‘—, o en el recinto G’ cuya frontera consta
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de los segmentos: —1 < z <{ 1 y el segmento infinito del eje real
«ue une los puntos -- Y -;— mediante el punto del inifinito (fig. 40).

En el primero de ellos, las ramas f, (z) y f, (z) pueden distin-
iguirse por el valor que toman éstas en el origen de coordenadas,
Por ejemplo, f; (0) =1 y f, (0) = —1. :

Z

NN
NN

FIG. 40

2. w= V4 — gz — g,, donde g, y s son unos néimeros com-
Dlejos que satisfacen a la condicién g; — 27g2 = 0, lo cual significa
<que el discriminante del polinomio 4 = 822 — g3 es diferente de
rcero y, por consiguiente, son distiutos los ceros 1, 1, y I; de este poli-
nomio. Como en este ejemplo N = 3 no es divisible por n = 2 el

N N
A N
N 7\\\ A \\\\

FIG. 4

punte oo también es un punto de ramificacién. De nuevo el recorri-
do a lo largo de una curva de Jordan cerrada en torno de cualquier
par de puntos de ramificacién no hace variar los valores de la fun-
cién. Por esto, uniendo con curvas de Jordan Y1 ¥ ¥a ol punto I; con
I, y l3 con oo, obtenemos un recinto G con la frontera compuesta
Por ¥y ¥ y; en el cual es posible separar las funciones uniformes de
la funcién dada (fig. 41).

3. Consideremos la funcién inversa respecto de la funcién z =

z% (w + -E;) , es decir, w =g (2) =z 4+ V' z2—1. Esta es una fun-
«¢ién biforme, que posee los mismos puntos de ramilicacién que la
funcién V22 — 1, o sea, ==1.
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Para obtener el recinto & en el cual se pueden separar las ramas
uniformes de la funcién considerada, unamos los puntos — 1 y 1
mediante un segmento finito del eje real. Se obtiene un recinto que
se transforma biunivocamente mediante la funcién w = z + }/ 22—1
en cada uno de los dos recintos: el interior del circulo unidad {g,)
y su exterior (g,) (véase el ap. 4.9). Se puede separar cualguiera de
ellas fijando uno de los dos valores de w en un punto cualquiera del
recinto &, por ejemplo, en el punto del infinito. Como se ve en la

formula z = -;-( w + %) , 2 toma el valor oo cuando w = 0 o cuando

w = oo. Por esta razén, una de las ramas de la funcidén ¢ (z) se
caracteriza porque, para ella, ¢ (o0) = 0; ésta transforma G en el
interior del circulo unidad. La otra rama se caracteriza porque,
para ella, @ (o0) = oo; ésta transforma el recinto & en el exterior
del circulo unidad.

Podriamos haber tomado en lugar del recinto &, por ejemplo,
el recinto G’ cuya frontera consta del segmento infinito del eje
real que une los puntos —1 y 1, o los recintos &" y G cuyas fron-
teras son las semicircunferecias unidad superior e inferior, respecti-
vamente.

Dejamos a cuenta del Iector aclarar, basidndose en los resultados
del ap. 4.9, en qué género de recintos del plano w transforman las
ramasGuniformes respectivas de la funeién ¢ (z) los recintos G,
G o G".

Todo el contenido del presente apartado se referia a las funciones
multiformes de la forma V' P (z}, donde P (2) es un polinomio.

El lector extenderi sin dificultad alguna los resultados obteni-

dos al caso més general de la funcién V' R (z), donde R (z) es una
funcién racional arbitraria. Para hallar los puntos de ramificacién

de la funcién ¥ R (z) habrd que considerar no séle los ceros sino
también los polos de la funcién racional R (z).
9.4. La funcion inversa respecto de la funcion

z==¢"=¢" (cosv-isenv),
esta definida para cualquier z diferente de (0 y oo, y se expresa
por la férmula (véase la férmula (3.5:2)).
w=In|z|4-{Argz.
Esta funcién que, evidentemente, es multiforme e incluso de
infinitas determinaciones, se llama logaritmo, y se designa

por Lnz.
Asi, pues, segin la definicion
» P g

w=Lnz=In|z|}+iArgz. (5.4:1)
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Denominando valor principal (determinacién principal)
al valor del logaritmo igual a In|z|+4iargz, y designindole
medianle Inz, para el Lnz tendremos:

Luz=In z -+ 2kmni, (5.4:2)

donde k& = 0. +1, 42, ... }

De aqui se deduce que cada niimere complejo, diferente de cero
y del infinito, posee un conjunto infinito de logaritmos (es decir, de
valores de la [unei6n logaritmica); dos valores cualesquiera de éstos
se diferencian en un entero miiltiplo de 2ni. Si z es un nimero real
positivo, el valor principal del logaritmo coincide con In |z | v,
por consiguiente, es aquel nimero real gue conociamos cn el curso
de andilisis matemético cuando considerdbamos el logaritmo como
una funcion real de variable real. Asi, obtenemos: In1 =0, lne =1,
In 2 = 0,69314718 . . ., ete.

Pero, ademas de estos valores reales, los logaritmos de los niime-
rog posilivos poseen también un ¢onjunto infinito de valores imagina-
rios que se obtienen por la [6rmula (5.4:2). Asi, por ejemiplo, Ln 1 =
= 2kni, Lme =1+ 2kni, Ln 2 = 0,69314718 . . . + 2kni, ele.

Para los ndmeros negativos y para los niimeros imaginarios, el
valor principal del logaritmo es un nmimero imaginario

In|z|+iargz (argz==0, |argz|< ).

Todos los demds valores del logaritmo también son n(meros
imaginarios, y se calculan por la férmula (5.4:2).
IPor ejemplo,

Ln{—1)=2k+ 1) mi, Ln(—2)=0,69314718 ... 4 (2k -+ 1) ni,
In(1—)=WnV24i(—F+2%n)=

=0,34657359 ... - (8k —1) 5= etc.

Las reglas conocidas del logaritmo del producto y del cociente
conservan su valor también para el logaritmo multiforme del
namero complejo, precisando:

L (3122) = In | 2325 |+ 1 Arg (2425) =
=In|z|-+1n|2z, |+ i{Arg 2, + Argzs) = Ln 2, 4- Ln 2,, (5.4:3)
Ln%=1n |j—;‘+£!\rg :—;—_- In|zi[—1n |z |+ (Arg 34— Arg 25) =
= Lnz;—Lnz,. (9.4:4)

Aqui z; y z, son unos numeros complejos arbitrarios, diferentes de
0 y oo. En cada una de estas igualdades el primero y segundo miem-
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bros, para valores dados de z; y z,, Tepresentan conjuntos infinitos
de nimeros complejos. Las igualdades doben entenderse en el sen-
tido de que estos conjuntos son iguales, es decir, constan de unos
mismos nimerog. El olvido de esta circunstancia puede conducir
a Crrores.

Veamos, por ecjemplo, el siguiente sofisma, perteneciente a
J. Bernoulli.

Se afirma que Ln (—z) = Ln z para cualgunier z == 0.

Para la demostracién se congidera la siguiente cadena de igual-

dades:
1) Ln[(—2)*l=In(z%), 2) Ln(—z)4-Ln(—z)=Llnz—Lnz,
3) 2Lln(—z)=2Inz y 4) Lo(—z)=Lnz.
Fero esta conclusién cs erromea, puesto gue
Lnz=In|z|4iArge=1In|z|+iargz—+ 2kni,

In{—z) =In|—z|+iAvg(—z)=In|z|+iargz+ 2k +1) ni
v, evidenlemenle, ninguno de los nGmeros que son valores de
Ln z.f' puede coincidir con alguno de los ndmeros que son valores de
Ln (—z).

El error en la demostracién expuesta anteriormente fue cometido
al pasar de la igualdad 2) a la igualdad 3). Claro, la primera de éstas,
obtenida sobre la base de la formula (5.4:3), es justa. Pere la suma
Ln (—z) + Ln (—z) no puede sustituirse por 2L.n (—z), pueslo que
la suma indicada se obtiene del conjunto de nimeros Ln {(—z) sumando
cualquiera de estos nimeros al mismo 0 a otro nimerodistinto
del mismo conjunto, mientras que el conjunto 2Ln {(—z)
se obtienc duplicando cada wuno de los nameros Ln (—z). es decir,
sumando tal nimero solo consigo mismo. Asi, pues,
Ln (—z) + Ln {—z2) 5= 2Ln {(—z); por la misma razbn

Lnz-+Lnzs=21mz,

El lector acabara de entender el sentido de esta objecidn exami-
nando el sencillo ejemplo. Designemos con 4 el conjunto que consta
de dos nimeros: 0 v 1. Entonees A 4+ A designa el conjunto que
consta de tres nimeros: 04+ 0=0, 0L+ 1 =1 v 1 -1 =2
micntras que el conjunto 24 consta solamente de dog ndmeros:
20=0y 24 = 2.

Ohsérvese también que, haciendo en la relacién (5.4:4) 2, =
= z, = 2 = (), obtenemos:

Lni=Lnz—Lnaz

Esta es ufia relacién justa; pero agui no se puede sustituir el segundo
miembro por cero, puesto que se trata del conjunto de todas las
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diferencias entre los pares de valores del logaritmo de un mismo
nimero. Este conjunto consta de todos los enteros posibles que son
multiplos del ndmero 2m:i, o sea que, de acuerdo a la verdad, se
tiene:

Lnd=2kni  (k=0, =1, =2, ...).

Pasando a considerar las ramas uniformes del logaritmo, halle-
mos primero los recintos de univalencia de la funcién z = ¢, para
la cual el logaritmo es la funcién inversa.

Como todos los valores de w, en los cuales ¢ toma un valor dado
z (z %= U y 2 = oo), vienen dados por la férmula (3.5:2).

w=In|z|4-iArgz

v estos valores se obtienen de cualquiera de ellos mediante un tras-
lado en la magnitud 2kni (k = =1, 42, ...}, el recinto de univa-
lencia de la funcién exponencial no tiene que contener ningin par
de puntos de los cuales uno pneda obtenerse del otro mediante una
traslacién semejante.

Lo mas sencillo para satisfacer a estas condiciones os tomar
alpuna franja rectilinea gy, paralela al eje real, que tenga la anchura
2m: vy << v << U + 2m.

Ademds de ésta, obtenemos también un conjunto infinito de
recintos de wunivalencia g, v+ 2kn<<v<<vy 4+ 2k 4+ 2)m
(k= 1, +2, ...).

Evidentemente, cada punto del plano w o bien es interior para
uno de los recintos g, o bien es punto frontera comiin de dos recintos
Er ¥ x4 (tig. 42). La imagen de cada franja g, en el plano z es un
mismo recinto G; es precisamente un Angulo de magnitud 2z con el
vértice en ol origen de coordenadas. La frontera del recinto G es un
rayo rectilineo que parte del origen de coordenadas formando el
dngulo v, con el eje real.

En ol recinto G obtencmos un conjunto infinito numerable de
ramas uniformoes distintas de la funcion Lo z. Cada una dc estas
ramas L, z se caracteriza completamente en que sus valores tienen
que pertenecer a una franja determinada g. Por cierto, es suficiente
fijar el valor we de la funcién Ln z en un punto z, del recinto G,
puesto que entre todos los recintos g uno, y solo uno de los recintos
Er, contendrd al punto wy.

Consideremos una rama cualquiera del logaritmo:

thzzln'.z]—l—ii\rghz,

donde Argnz es el valor del argumento que satisface a la condi-
cidn
v 2kn << Argyz << v+ (25 -+ 2) 1.
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(Precisamente esta condicién significa que los valores Lngz perte-
necen a la franja gy).

Como la funcién w = Lnyz realiza una transformacién biunivoca
y continua del recinto G en la franja g, y su funcién inversa z = %

v

AR NNAWm

N
2772
T 72027

W7,

AAAL, m
=

_} X
7 7z

poses derivada diferente de cero en todos los puntos del recinto
gr, segun la regla de derivacién de las funciones inversas la funcién
Lnyz también posee derivada, la cual se calcula por la férmula
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Los puntes de ramificacién de la funcién Ln z son el cero y el
punto del infinito. En efecto, cuando z describe una vez alguna
circunferencia con el centro en el origen de coordenadas (de radio
arbitrariamente pequeiio o arbitrariamente grande), el valor Arg z,
variando continuamente, parltiendo de cierto valor inicial Argy zo.
al volver al punto inicial, obtiene un incremento --2x (en depen-
dencia del sentido del recorrido de la circunferencia) y, por consi-
guiente, la rama

Lngz=In|z|=1Arg,z
se convierte en olra rama:
Inmpgyz=In|zl+i(Argrz 4 2n) =In|z| - i Argy.qz.

FEvidentemente, describiendo la circunfercucia cuantas veces
s (quiera en una misma direceién (por ejemplo, en la direccién
positiva), obtendremos cada vez nuevas ramas:

Lngei 2, Logigz, Lingesz, ...

¥, por consiguiente, nunca volveremos a la rama inicial Lngz. Por
esta razdn, los puntos de ramificacion O y oo se llaman agui pun-
los de ramificacidén de orden inlfinito, o
puntos de ramificacidédn logaritmicos.

Trazando en el plano z, por ejemplo, una curva de Jordan I que
una el punto z — 0 con el punto z = oo, se obticne un recinto de un
lipo mds general que G, en el cual es posible separar Jas ramas uni-
formes de Lin z. Las imédgenes de esta curva eu el plano w, en la trans-
formacién w = Ln z, serdn las carvas de Joedan vi (b = Q, =1,
+2, .. .), que dividen el plano w en un conjunto infinito de franjas
curvilineas g; cuyas fronteras estan formadas por los pares de curvas
Yk ¥ Vier. - - Bnel recinto G cuya frontera es la curva I, oblenemos
nn conjunto numerable de ramas unifgrmes de Ln z: (Ln z),, cada
una de las cuales teansforma G° biunivocaniente en ol recinto corres-
pondiente g,

Cualquiera de las funciones (Ln 2), se puede obtener de cualguie-
ra_otra de las funciones (Ln z),, agregando wn enlero respectivo,
multiplo de 27,

Para la derivada de (Ln z,) se tiene la [ormula anterior:

’ 1
(Lin z)p ==t

La independencia del dltimo resultade de la eleccidn de la rama
de Lnz permite escribir en generval:
B S S
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entendiendo el primer miembro ¢como la derivada de una rama uni-
forme arbitcaria de L z, elegida en el recinto que contiene al punto
dado z.

5.5. En este apartadv consideraremos la funeién potencial
general y la funcién exponencial general, y también el logaritmo
de base arbitraria. Previamente tenemos que definir el conceplo de
potencia de exponcnle arbitrario.

Sea @ un namero arbitrario diferente de cero. Si n s un niimero
entero, entonees, como ya sabemos, ¢" se define por la relacién

a“=|a|" [cos (n Arg a)4- i sen (n Arg a)).
Bi nes un namero racional arbitrario, igual a % , donde g es un namero
»

natural y la fraceién 2 es irreducible, entonces a9 posee ¢ valores
distintos, oblenidos por la férmula (véase el ap. 2.3 del primer cap.):

a%: i“E [cos (-;3- Arg a) -+ i sen [fﬁn-ga” .

Iista férmula abarca también el caso de un exponente entero,

Supongamos ahora que p es un nimero real irracional. Fijemos
un valor arbitrario ¢ = Arg @ y consideremos una sucesién de ni-
mwros racionales r, convergente hacia p. La sucesién de valores
determinados de a™:

|| [cos (ra Arg e} + i sen (r, Arg a)],

converge, evidentemente, hacia el limite
a2 {cos (p Arga)-+isen (p Arga)),

que tomaremos por uno de los valores de af. Para obtener todos los
valores de la potencia ¢ de exponente irracional p, asignamos a
Arg @ en Ja expresién obtenida todos los valores posibles.

Como dos valores distintos de p Arg « se diferencian en un nime-
ro de la forma 2kpm, que no puede ser entero multiplo de 2n (k es
un nimero cntero, distinto de cero, y p es un namero irracional),
todos los valoros de P, correspondientes a distintos valores de
Arg a, son diferentes entre si.

Asi, pues, hemos definido la potencia a® para el caso en que «
es un nimero real arbitrario. Todos los valores de la potencia estdn
comprendidos en la formula

a®=|a|%[cos (@ Arga) -+ sen (o Arg @) (5.5:1)
S8i o es un nlmero entero, se obtiene un valor de la potencia: si
@ ¢s un nimero racional que se expresa por la fraccién irreducible % ,

13—1199
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s¢ obtienen unos cuantos valores, precisamente g valores distintos,
v, finalmente, si & es un namero irracional, resulta un conjunto
infinito {(numerable) de valores distintos.

Para definir el concepto de potencia a® en el caso de un exponen-
le complejo cualquiera «, observemos que la formula (5.5:1) puede
expresarse en la forma

at= ¢ nlal [cos (m Arg a) +isen (o Atga)] ==
=cxplalnje|4iaArga)=cxp (o Lna).
1 segundo miembro de esta férmula tiene sentido no sélo cuando

o es real, sino que para cualquier a complejo. De acuerdo a esto,
hagamos por delinicion para cualquier o complejo:
a*=exp(xLna). (5.5:2)

Evidentemente, si « s imaginario, todos los valores de a* que
corresponden a distintos valores de Ln @, o lo que es lo mismo, que
corresponden a distintos valores de Arg @, también son distintos
entre gi. En efecto, dos valores distintos de « Ln a se diferencian
en un nimero de la forma 2snia, que siendo @ imaginario no puede
ser entero maltiplo de 2si.

Comparando las expresiones

a%aP =exp({uLna)-exp(pLlna)=cxp(aLna+filna) =

=exp [{o+ P} [n a—+ 2mi (ko + IB)]

a*+P = exp [(c4-B) Lna] = exp [(a-B) Ina -+ 2nim (= +P)1,

donde k, ! y m son nimeros enteros arbitrarios, sacamos la conelu-
sién de que entre los valores del producto a“eP estin comprendidos
todos los valores de la potencia a®+B, pero, en el caso general, exis-
ten también otros valores. Para que se cumpla la igualdad

atyb = gotB,

es necesario y suficiento que para cualesquiera enteros & y |
cxistan unos enteros m y n, tales que

ka4 p=m(a4-B)+4n.

Puede no cumplirse esta condicién incluso cuando « y i sean
numeros racionales; por cierto, es suficiente la  condicion

w=in (e+f)+n (por ejemplo, f=1i, a-.:"‘*’"”:]

1—m
Andlogamente, comparando las expresiones

(a%)P = [exp (@ Ln @)]? = oxp (B (@ Ln a -+ 2ini)] =
=exp [ef In e+ 2nip (ko 4 1))
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a%F = exp (eff Ln @) = exp (ef Ina -+ 2muicp),

donde %, { ¥ m son nimeros enteros arbilrarios, sacamos Ja conelu-~
sion de que enbre Jos valores (¢")f estdn contenidos todos los valores
de a“B, pero en el caso gencral hay también oiros valores. Para que
se eumpla la igualdad

(a"}ﬂ — qaf,

es necesario y suficiente que para cualesquiera enteros & y |
existan unos entervs m y n tales, que

Puede no cumplirse esta condicién incluso cuando o y p son nimeros

racionales; por cierto, es suficiente la condicién B = map + n
5 1—ni

[pur ejemplo, p =i, a = —

Aclaremos con ejemplos la definicidn de polencia:

) 1V2=cxp(VZLn1) = oxp (2kai V3) =
=cos (2kn J/2) +isen (2ka V3  (k=0, £1, £2,...);
2) ¢ = oxp(z Lne) = exp [z (1 + 2kni)) = exp zexp (2kniz)
' (=0, =1, £2,...).

Vemos, pues, que solamente uno de los valores de Ja polencia
¢’ coincide con expz. Los otros valores son: exp z exp 2niz,
exp z exp (—2miz), ete. En particular, solamoente uno de los valores de
e* (x es un nimero real) coincide cou ¢l nimero real positivo exp .
Los otros valores son: exp a exp 2niz, exp z exp (—2miz), ...
Habrd un niimero finito de valores distintos si x es racional ¥y un
conjunto infinite si x es irracional.

A pesar de esto, en nuestro curse utilizamos el simholo o asi
como estamos acosiumbrados a entenderlo en el curso de andlisis,
donde éste coincide con exp z. Este uso del simbolo multiforme es
completamente andloge a como ordinariamente se entiende ¢l sim-

bolo }/@ en ol andlisis (@ es un nimero real positive), os decir, coma
cl imico valor positivo («aritmético») del radical.
i T n 5
3} i"=exp(iLni)=exp [a (Ti—zkm)]—
{ah—1) 22
:exp[(ék—l)%]-—-—c z k=0, £1, £2,...).

13+
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Por lo tanto, todos los valores de la potencia i' son nimeros
reales positivos, entre los cuales hay arbitrariamente pequefios
y arbitrariamente grandes.

Basandose en la definicién de la potencia, se pueden considerar
las dos siguientes funciones multiformes:

¢y o,

La primera de éstas —la potencia de exponente arbitrario— estd
definida, por lo general, solamente para z == 0.

Si @ es un ndmero real entero, z® representa una funcion racional
de forma particular. Iintonces ésta estd definida también para
z = 0. donde tiene un cero (si & => 0) o un polo (si & << 0). Cuando o

¢s un nimero real racional no entero: a4 = (—;: {g cs un nimero natural
v la fraceidn -:':i es irreducible), 27 puede expresarse en la forma
Zhi= ?fF_

Esta es una funcién multiforme; es precisamenle g-forme. Para clla,
los puntos z = 0 y z = co son puntos de ramificacién de orden
¢ — 1. Bn cualquier recinto G, obtenido del plano ampliado después
de haber trazado una curva de Jordan que una los puntos de ramifi-
cacidn, se pueden separar ¢ ramas uniformes diferenciables distin-
tas de la funcién. Estas ramas se convierten continuamente una en
otra al recorrer el punto z por curvas que eacierrcn al origen de
coordenadas (o al punto del infinito).

Si. inalmente, o no ¢s un ndmere real racional (o sea, « es real
irracional o es un niimero imaginario), la funcion z¢ es de infinilas
detorminaciones. Todos sus valores estdn contenidos en la formula

2% = exp (« Ln 2).

Para ésta los puntos z = 0 y z = oo también son punlos de ramifi-
cacién. Pero ahora estos punios son de orden infinito.

En efecto, al dar una vuelta en torno del punto z = 0, por ejem-
plo, en la direccién positiva, el valor del Arg z, variando continua-
meite, anmenta en 2sm; debido a esto, el valor @ Ln z varia en 2nic,
y el valor de la funcién adquiere un faclor exp (2nic) 5= 1.

Vemos ahora la funcién exponencial general o (a == (). Esta
se define para cualquier valor de z por la formula

a® = exp (zLn a).
Para obtener una rama uniforme determinada es suficiente

fijar uno de los valores Ln a = b.
Suponiendo que esto ya se ha hecho, obtenemos una funcién

exp (bz), uniforme y diferenciable en cualquicr punto. Tomando
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todos los valores posibles de Lo @, obtencmos Lodas las ramag uni-
formes posibles de la funcién ¢*. Como dos valores de Lin a se dife-
rencian en un sumando de la forma 2kmi, las dos ramas de la funcifn
a® se diferenciarin en un factor de la forma exp (2kniz), el cual repre-
senta también una funcién unilorme que es diferenciable on todos
los sitios v que toma el valor 1 solamente para valores reales enleros
de z. No obstante, en el caso considerado, las ramas de la [uncién
uniforme se diferenciardn esencialmente por su cavdcler de las ramas
de todas las funciones multiformes consideradas anteriormente.
Precisando, en todos los ejemplos anleriores existian tales puntos
del plano ampliado (puntos de ramificacién), que moviéndose en
torno de los mismos por curvas de Jordan cerradas y haciendo
variar continuamente los valores de la funcion (de una rama
determinada), teniamos la posibilidad de convertir continuamente
una rama en otra,

Aqui queda excluida tal posibilidad, precisamente porque cada
rama representa una funcidén continua y uniforme en todo e} plano
finito. Independientemente de la curva cerrada por la que nos mova-
mos al volver al punto inicial obtendremos el mismo punto inicial z
(no importa que resulte otro valor del argumento), y por consiguien-
te, el mismo valor de la funcion exp (bz) {& es un valor [ijado de
La a).

Por lo tanto, la luncién multiforme & no liene ningan punto de
ramificacién y sus ramas uniformes continuas uo pueden eonvertirse
continuamente una en otra. Todo esto permite considerar a eslas
ramas como funciones independientes entre si que son uniformes
y diferenciables en todos los sitios, y por consiguiente, enleras:

exp(zlna), explz(lna- 2ai}], explz (Ina—23)), ...

El hecho de que iodas estas funciones enteras distintas puedan
expresarse como ramas de una funcién «° de infinitas determinacio-
nes, no tiene para nosotros més imporlancia gue, por ejemplo, el
hecho de gue las funciones senz y —sen z puedan considerarse como
ramas de la funcién biforme }/' 1 — cos? z, 0 que las funciones hiper-
bélicas sh z v c¢h z s¢ consideren como dos ramas de la funcién bifor-

me —;— [exp z - Vexp (—2z)]. {Adverlimos al lector que las funcio-

nes ¥'1 —cos?z y % [exp z 4 Vexp (—2z)], igual gque la funcién

a*, no poseen puntos de ramificacion).

Fijando una de las ramas de la funcién z = a“ = exp (dw),
donde b es uno de los valores de Ln a, podemos considerar la lun-
cidn inversa respeclo de esta rama. Obtenemos, evidenlcmoente:

= ~£— Lnz (b= In a + 2kgmi). (5.5:3)
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IEsta funcion se diferencia de la funcién Ln z solamente en el
1 : o
factor constante 7 - Como de las relaciones (5.5:3) se deduce que

Z-—exp (bw)=a" (uno de los valores de a“),

st puede considerar que wesel logaritmo de z de base a.

Asi, pues, definimos el logaritmo de un ntimero eomplejo arbi-
irario respeclo de la base ¢ (@ es un namero eomplejo, diferente de
cero) mediante la Formnla

Loz
Lna

Log,z=

i (5.5:37)

donde en el denominador estd fijado uno de los infinitos valores
de Lin a (un mismo valor b para todos los z).

Por lo tanto, esta definicién wo sélo exige que esté indicada
la base a del sistema de logaritmos, sino también que esté fijado
uno de los valores de Ln a.

Aclaremos lo dicho con ejemplos.

1) @ = e. Si se lija el valor de Ln ¢, igual a 1, se obtiene:

Log,2=Lnz.

Ista es la delinicidn ordinaria del logaritmo natural. Pero podria
tomarse el valor de Lue, igual, por ejemplo, a 1+ 2ri. Entonces
tendriamos:

Lnz

Log. 5= ¢ -

EL lector comprobard facilmente que, con tal definicién, entre
todos los nlimeros positivos, solamente los de la forma e* (k es un
niimero entero} tendefan, cada uno de ellos. un valor real del Joga-
ritmo natural.

2) @ = 10. Tomando el valor de Ln 10 ignal a 2.302585 ... =

1

= Gy % . lendremos:;
Logwz=MLnz-=0,43429 ... Lns.

Tista definicién del logaritmo decimal de nn nGmero complejo arbi-
trario z {z = 0} concuerda con la definicién ordinaria de los loga-
ritmos decimales de los nimeros reales positivos, pues, siz = z > 0,
tomando los valores principales de los logaritinos, tendremos:

lgx=0,43429 ... Inzx.

3) @ = 1. lin cste caso, para la definicién del valor principal
del logaritmo de base 1 no se puede utilizar el valor principal del
Ln 1, ignal a cero. Tomemos el valor de Ln 1, igual a 2ni. Entonces,
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segin la definicién, lendremos:

Lnz 1 i

F == Argz— o z|.

log, 2z o= 2nA1gz %ln] |
De aqui so deduce que todos los valores de Log, z, son reales si
1z| =1, y son imaginarios si |z | % 1. Por consiguiente, poseen
logaritmos reales de hase 1 aquellos nimeros, y sélo aquéllos, gue se
representan por puntos de la circunferencia unidad. Para ecstos
nameros los valores del logaritmo coinciden con los valores de sus
argumentos (inedidos en [racciones de 2m). En resumen, %; Arg z
coincide con ¢l logaritmo de z de base 1 para los ndimeros complejos
cuyos modulos son iguales a uno.

5.6. 1In oste apartado nos detendremos en las funciones trigono-

mdétricas inversas Arc cosz y Arcigz. La funcidn w = Arccos:z
se define mediante la ecunacion

Z=(0s w. (5.6:1)

Sustiluyendo cosw mediante w y poniendo, para

abreviar, exp (i) =¢, escrihimos la ecuacién (5.6:1) en la forma
I

gt —, (5.6:2)
de donde
2 —22t4+1=0 (5.6:3)
y
t=z+4 2 —1. (5.6:4)

Como ambas raices de la ecuacién cuadrada (5.6:3) son diferentes
de cero (su producto es igual a 1), la ecuacién

exp (iw) ={
posce raices (respecto de la incégnita w). Obtenemos:
w=—tLnt=_tLln(z+V2—1). (5.6:5)

En resmmen, la funcion multiformoe w= Arccosz se expresa
mediante el logaritmo v la raiz cuadrada

w=Arc cosz:% Ln (z-+ )22 21). (5.6:6)

Sus puntos de ramificacién son, ante todo, z = 1. En cfecto, al
dar una vuelta el punto z a lo largo de alguna curva de Jordan cerra-
da que encierre en su interior solamente uno de estos puntes, uno
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de los valores de /22 — 1 se sustituye por el olro, el cual se difo-
rencia del primero en el signo. E1 valor z - 1728 — 1 = ¢, que es
la rafz de la eccuacién cuadratica (5.6:3), se sustituye por la otra

; : : 1 I

rafz de la misma ecuacién, igual a - (va se indieé que el producto de

ambas raices es igual a 1). Por consiguiente, de los valores w =
1 1 1 — _—

= Lin ¢ pasamos a los valores o= Ln — » que son distintos de los ini-

ciales, si ¢ ¢-:- . Pero ¢ puede ser igual a ~:- sélo cuandu ¢ = =1;

como se ve en (9.6:3) o en (5.6:4), esto es posihle solamente cuando
3 = 1. Como las curvas de Jordan recorridas no pasan por los
puntos z = =1, ¢l easo indicado no puede aparecer v verdaderamen-
te se puede afirmar que, como resultado de los recorridos sefialados
varian log valores de w = Arc cos z. Por lo tanto, los puntos -1
son puntos de ramificacién para Arc cos 2. Estos deben su existencia
a la presencia del radical cuadratico en la férmula (5.6:6). Mas Ja

tormula (5.6:6) posee la forma w = % Lné(t =z )zt 4 1),

y podemos esperar tammbién puntos de ramificacién correspondientes
a los dos puntos de ramificacién de Lnt: ¢t — O v t = oo.

Ya se sabe por ¢l ap. 4.9 de este capitulo, que a cada recorrido
de una vuella del punto ¢, a lo largo de una circunlerencia con centro
en el origen de coordenadas, corresponde en ¢l plano z un recorrido
de uma vuelta del punto z a o largo de una elipse con los focos =1
Yy viceversa.

En resumen, a nn rvecorrido de una vuelta del punto 3, a lo largo
de una elipse con los focos 41, corresponde una variacion del

Arg t en 42 y una variacién de % Ln ¢ en £2x. Como tal elipse

puede pertenecer a cualquier entorno del punto z = oo previamente
asignado, éste es un punto de ramificacion de Arccos z de orden
infinito.

Claro, el recorrido de cualquicr elipse con los focos en los pun-
los 41 se puede considerar también como un recorrido alrededor
del punto z = 0. Pero ninguna de cstas elipses puede estar situada
completamente en el entorno |z [ <l p,sip < 1

Demaostremos que ni el punto z = 0 ni, en general, ningin punto
zy del plano ampliado. a excepcifn de los indicados anteriormente
(z = 41 y z = o00), puede ser punto de ramificacién para Arc cos z
En efecto, la férmula (5.6:4) para z = z, nos da dos valores dislin-
Los: &) y 27, diferentes de 0, -1 y oo, gque satisfacen a la condicidn
ity = 1. Se pueden tomar unos entornos U’ y U” de estos puntos
tan pequeiios que no contengan a los puntos () y oo y que ninguno de
ellos contengan dos puntos t,, t, que cumplan la condicién ¢, == 1.
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En efecto, si el punto £, no estd siluado en la circunferencia unidad,
por cjemplo | ¢, | << 1, entonees #; tampoco estard situado en esta
circunferencia y | ¢ | = 1. En este caso, es suliciente tomar los
entornos de modo que uno de ellos (I") esté situadoe en el interior
de la circunferencia unidad, y el olro (U"), fuera de la ciccunferencia
(fig. 43). Si ¢, estd situado en la circunferencia wnidad y esld, por

. S . - i S i
ejemplo, en el semiplano superior, entonces t; == - estard gituade
(1]
¥ v |
(z)
g = a

FIG. 43

también en la circunferencia unidad, y ademds, en ¢l semiplano
inferior. En este caso, es suliciente tomar un enlorno (U’) en el
semiplane superior y otro (U"), en el semiplano inferior. En cada

uno delos entornos U’ y U”, la funciénz = % (t - —t) serd univalente

(ésta toma un mismo valor solamente en los pares de puntos que
esldn ligados por la relacién #'-¢" = 1) y, por consiguiente, trans-
formarda biunivocamente U’ y {"cn unos recintos g’ y g" del plano z
que contienen en sus inleriores al punto z, (la imagen de los cenlros
f, v t; de los enlornos U" y U").

Tomemos las circunierencias | 2 — z,| = p con cenlro en z, an
pequefias, quc eslén contenidas tanto en el recinlo g” como en el
recinto g”. Evidentemente, Lodas las circunferencias de radio sufi-
cientemonte pequefio satisfacen a estas condiciones. Entonces, debido
a la transformacién (5.6:2), a cada una de estas circunferencias
corresponderan unas curvas de Jordan cerradas v y ¥" situadas enda
una de ellas en uno de los entornos U’ y U7, respectivamente. Ningu-
na de eslas curvas contendrdi en su interior al punto 0. Por esto,
cuando z recorre la circunferencia |2z — 24 | = p, ¢ recorrerd o Ia
curva v* (que corresponde a una de las ramas de la funcidn (5.6:4)),
o la ecurva 9" (que corresponde a la otra rama de la funcidn (5.6:4))
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Si antes del recorrido se fija un valor de Arg ¢ en algiin punto de y
{0 de y7"), entonces, después del recorrido éste, variando continua-
mente, volverd a lomar el valor anterior (debido, precisamente,
a que ni " ni " contienen en su interior al punto £ = (). Por esta
razon, como resultado del recorrido volveri también a tomar su

G i 1 .
valor inicial et valor de -+ Ln ¢ = Arecos 3.

En resnmen, un punto z,, distinto de &1 y oo, no puede ser un
punto de ramificacién para Arccos z.

Para obtener algin recinto del plano z en el cnal sea posible sepa-
rar ramas uniformes continuas de Arccos z, hay que unir entre si
los punlos de ramificacion de esta funcion mediante curvas de
Jordan. Tomoemos, por ejemplo, el segmento infinito A del eje real
que une los puntos —1 y +-1 mediante ¢l punto del inlinito. Este seg-
mento A es la frontera de un recinto .

De lo gue ya se sabo de la funcion (5.6:2), sc deduce que csla
‘Tuncidn transforma biunivocamente en el recinlo G tanto el semipla-

: : : i 1
no superior £ como el inferior. A su vez, la funeién w = —Ln # trans-

forma c¢ada uno de éstos en franjas del plano w paralclas al cje y,
de anchura m; precisamente, el semiplano superior se transforma
en las franjas gany:

Rek—-Dn<<u<<2kn  (h=0, =1, £2,...)
y ¢l semiplano inferior, en las [ranjas gap:
2k < w<< (2k-+1) m.

En resumen, las imagenes del recinto G en el plane w son las fran-
jas g, indicadas.

Para fijar alguna rama uniforme de Arccosz en el recinto G,
©s suficiente indicar a qué franja g, perlenccen sus valores. Asi,
-obtenemos las ramas: Arecos, z, Arceos, z, Arccos_yz, ... Por
-cierto, cs suficienle fijar ¢l valor de Arccos z en un punlo cualquiera
«del recinto G, por ejemplo, en el origen de coordenadas. Enlonces,
Ta iranja g,, donde caiga este valor, detorminard toda la rama de
Arccos 2.

Claro, se pueden definir también las ramas uniformes do Arccos z
en muchos otros recintos dol plano z. Sefialemos, por ejemplo, el
recinto G cuya frontera consta del segmento finito & del eje real
que une los puntos —1 y + 1, y de la parte positiva del eje imaginario,
0 bien, el recinto G” cuya frontera consta del mismo segmento &
y de la parte negativa del eje imaginario.

Proponemos al lector averignar a qué recintos del plano w
transforman ¢’ y 6" las ramas uniformes de la funcién Arccos z
e corresponden a estos Gltimos recintos.
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Consideremos ahora la funcién w = Arclg z, inversa de la [un-
cidn 2z = Lg w. Expresando tg w mediante sen w y cos w, y luego
medianie la funcion exponencial, obtenemos:

a=1 prepie A ANt (5.6:7)
elw | g=iw boguiw o
o bien, haciendo e2f=-1:
1 1—1
T 1"
de donde
i 1+iz
{=—iz °
y, finalmente,
I---a
w= —Lrli s

Asi, pues, Arcigz sc cxpresa mediante el logaritmo de la

funcién homografica
w= Arctgz—-—— Lni"‘fj ’ (5.6:8)

Proponemos al lector verificar que Arclg z posee solamente dos
puntos de ramificacion: ==i. Los recintos mds simples en los cuales
se pucden separar las ramas uniformes de Arclg z, son: el recin-
to D) cuya frontera es el segmento infinito A del eje imaginario
que une los puntlos de ramificacién —i v, y ¢l recinto d cuya Jron-
tera es el segmento finito & que une los mismos puntos.

El lector verificard luego que las ramas uniformes de Arclg z.
en el recinto D transforman este recinto binunivoca y conformemente
en las franjas de anchura m, paralelas al eje imaginario:

Im-—--g-<u.<fm+% (=0, =1, ...}

y las ramas uniformes de esta funcién en el recinto d transforman d
en las franjas scmejantes kn << u << (k -+ 1) m.

5.7. A continuacién necesitaremos la transformacién realizada
por la funcidon w = z -~ Ln z, o més exaclamente, por su rama uni-
forme en el semiplano superior

w=2z-+l1nz. {5.7:1)

Haciendo z =re¢i®, obtenemos:
w=rcos®+1Inr, v=rgen0-+0 (0<<0<cn). (5.7:2)
Consideremos las imagenes de los rayos 0 = const. Las ecuacio-

nes (5.7:2) determinan estas imigenes, donde r desempeiia ¢l papel
de pardmelro, que varia desde (0 hasta oo,
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Si=0,entonces e =r +Inr, v =0y como r + Inr crece
desde —oo hasta co, cuando r varia desde 0 hasta oc, la imagen del
rayo § = 0 es todo el eje real en el plano w. Si B = n, entonces
yu= —r-Inr, v=mn, y resulta una semirrecta paralela al eje
real —co << u<{—1, v = @, doblemente recorrida por el punto w
cuando z recorre una sola vez el rayo 8 = m. Sea, {inalmente, 0 <
<2 0 <C n. La segunda de las ecuaciones (5.7:2) muestra que v crece

v

___———-—--:/

a u

FIG. 44

desde el valor O hasta co, cuando r varia desde 0 hasta co. Expre-
sando r mediante v y 0 de esta ecuacién y poniéndolo en la primera
de las ecuaciones (5.7:2), oblenemos la ecuucion de la imagen del
rayo D == const en la forma siguiente:

e {1 B v—10 i e o

= (v—0) cotg 0 -} ‘“m* 0<<v<oo. (9.7:3)

El leclor se cerciorard facilmente de que la ccuacion (5.7:3)

representa una curva, que posee la asinlota v = 0, que toda la

cnrva estd situada por encima de la asintota, Si 0 < 0 < ?n , entlon-

ces 1 crece desde —oo hasla oo, cuando v crece desde 0 hasta oo,
. T e

ysig < 0 << m, entonces & crece desde —oo hasla el valor maxime

de In (‘“E’&l%_o)—l‘ que sc alcanza para ¢ = 0 — tg 0, y después

decrece hasta —oo. Tin todos los casos cstas curvas Lienen dirigida
la convexidad hacia la derccha (fig. 44).

Consideremos a u en la ecuacién (5.7:3) como funcién de B para
un valor fijade de v = vy (0 << 8 << min {(gy, ). Aplicando la
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derivada observamos que u es mondtona decreciente *); por esta
razon, dos puntos distintes z' y 2", situvados en dislintos rayos
6 =0 y0 = 0", no pueden tener nna misma imagen wy = g — W
Pero dos puntos z* y z". situados en un mismo rayo, tampoeo pueden
tener imagenes iguales; en efecto, como ya se vio, ¢l punto w =
= p -+ ivrecorre de ua modo mondlono la curva (5.7:3), quc carece
de puntes miltiples, cuando r = |z | crece desde 0 hasta co. De
aqui se deduce que la funcién w = z 4 lnz es univalente en el
semiplanoe superior; ésta transforma conformemente el semiplano
en el recinto D que se obtienc del semiplano superior w excluyendo
la semirrecta —oo << n L —1, v = m.
Haciendo z = ¢!, se obtiene la funcidn:

we=e 41, (5.7.4).

la cunl, como ficimente verificard el lector, transiorma conforme-
mente la franja 0 << I ¢ << @ cn el mismo recinto D.

Observando que la funcién (5.7:4) en puntos simélricos respeclo
del eje real toma wvalores conjugados, sacamos la conclusién de que
ésta transforma la franja —n << Tm £ << 0 en el recinto D*, simé-
trico con D respecto del eje real. Como esta luncidn transiorma
biunivocamente el eje real, la misma realiza una transformacion
biunivoca de la franja —n < Im ¢ << m en el recinto que se ob-
tiene del plano w excluyendo dos rayos: —oo < Re w < —1,
Imw=ny —oo << Rew< —1, Tmw = —m.

- 1
¥ %ﬁ-= - — ) —[‘L"’-u_ﬂ';“k—‘“ﬂqo para 0 << B < min (o, 7).

Come muestra la femula (5.7:3), al crecer © en el intervalo indicado, « decrece
desde +oc hasta —oo, si v=£ 5, ¥ dosde 400 hasta —1, si v = x.
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§ 1. CURVAS RECTIFICABLES. INTEGRALES

1.4, Bea L: z = & (f), & < £ < P una curva continua. A cada parli-
cion del segmento {c, Bl en segmentos parciales (o, cayd) (5 =
=01,...2—1;, qp=a << < ... << o, = f) corres-
ponde una particion de la curva L en arcos parciales ox k=
=0,1,2, ..., n—1), con los puntes iniciales z, = A (zz)
y los puntos finales zh4; = A (¢ta44); el punto final de cada arco
(a excepcion del dltimo) coincide con el punto inicial del arco que
le gigue. Uniendo los puntos 2y, zy, %2, ..., 2,y en Su orden
mediante segmentos rectilineos, obtenemos una poligonal A inscrita
en la curva L. Los lados de esta poligonal son las cuerdas de los
arcos o,. Evidentemente, la longitud de la poligonal A es igual
a—1
a IEU | 2e4+1 — 21 |. Si esta magnitud, independientemente de la
==
particion considerada, gueda acotada:

n—1
kZ‘ﬂerm — 2| L0 << 00,

la curva L se llamarectificable, y el extremo superior de
las sumas indicadas se llama longilud de la curva.
Si existen particiones del segmento {a, Bl para las cuales las sumas
correspondienles, es decir, las longitudes de las poligonales inscritas
en la curva, son arbitrariamente grandes, se dice que la curva n o
es rectificable En estecaso, a clla no se le atribuye nin-
guna longitud, o bien, se supone que la longitud de la curva L es
infinita.

I2s ficil verificar que la longitud de una enrva rectificable es el
limite de las longitudes de cualquier sucesion de poligonales inseri-
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tas, cuando la longitnd maxima de Jos segmentos que correspondem
a la particién del segmento [, Bl, tiende a cero.

Una clase particular de curvas rectificables son las curvasl isa s
{arcos elementales). Una curva continua L se Hama 1isa,
si entre sus distinlas representaciones paramétricas oxiste al menos
una z = A ({), @ < t < B, para la cual i (£} posee derivada conlinua
y diferente de cero en todo el segmento [z, B).

El significado geoméirico de la eurva lisa queda claro del
ap. 2.1 del segundo capitulo.

Precisamente alli se demostrd que la existencia de la derivada
A (tg) == 0 significa que la curva posee tangente en el punto z, -
= X {{y), Ta cual forma con el eje real un dnguolo igual a Arg A" (2.
Por lo tanto, una curva lisa posee tangente en cada punto. Si ¢
varia continuamente desde o hasta §, entonces z describe una curva
desde el punto inicial hasta el final, variando también A’ (¢) conli-
nuamente, sin anularse, por lo cual varia también continuamente
Arg A" (1}*). Esto significa que la pendiente de la tangente a una
curva lisa varia continnamente cuando el punlo de contacto se des-
plaza continnamente a lo largo del arco.

Para la longitud I de una curva lisa L, en el cileulo integral se
deduce la conocida formula

fi
b= { ViZ OF F 17 0P a.

t

Esta formula puede escribirse en una forma mids compacta obser-
vando que

M@=z ()4 ) vy IV@F=[@OF + 1y 1%

entonces oblenemos:
]
1=\ A ()]at.
u

Una clage mds general que las curvas rectificables son las curvas
lisas a trozos (curvas elementales).

Una curva continua L se llama lisa a trozos si estd formada por
un nimero finito de curvas lisas, o, expresindose con mds precision,
si- para una representacion paramétrica suya z = A (), o < £ < .
el segmenlo [e, Bl pusee una subdivisién en un nimero finito de
segmentos [ox, arpl (@ = ap<<oy << ... <a, = B), en cada

*) Arg M (&) = Im {Ln [A'" {)]}, ¥ como 1’ (¢) varia continnamente, sin
anularse, Ln [A" (/)] y, por consiguiente, también Im { Ln [A’ ()]} varian con-
tinuamente.
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uno de los cuales & (¢} pusee derivada continua y diferente de cero.
De esta definicién ge deduce que una curva lisa a lrozos puede no
poseer tangenle en los puntos 2, = A{a,) (k =1, 2, ..., m — 1},
pero en cada uno de estos puntos existen las tangentes «a la izquierda»
v «a la derecha», do modo que los puntos indicados son puntos
angulares de la curva lisa a trozos.

Para la longitud [ de la curva lisa a trozos sigue siendo vilida
ia formula anterior

B

1= v @) a

Claro que con las curvas lisas a trozos ne se agota toda la elase
de las curvas rectilicables. Por cierto el lector gque no conozea las
cnrvas rectificables cn toda su amplitud puede sustiluir para si en
la exposicion ulterior, ¢l concepto de curva rectificable por el con-
cepto méds estrecho de curva lisa a trozos.

Sea L alguna curva rectificable z = A (), a <t P,y P (2) =
= Pz, ¥), @ (2 = Q (x, y). dos funciones reales definidas v con-
1inuas cn esta curva. Dada una parlicién arbitraria del segmento
{o, (] on segmentos [os, oayql, b= 0,1, 2, ..., n — 1, Lomemos
en los arcos oy con los extremos zp = &) + ifs ¥V Znty = Fagy +
4 tyasy sendos puntos: L = En i = A (Ta) (@a << Ta < Sngr)
y formemos para las funciones P y @ la suma integral respectiva

n=1

Eﬂ (P (5, ) (@ner ~2) + Q (Eny ) Wast ~Ya)]-

Iin el calculo integral se demuestra *) que para cualgquier sucesion
de particiones del segmento [=, Pl en segmentos cuya longitud méxi-
ma tienda a cero, las sucesiones de las sumas inlegrales respectivas
tienden a un mismo limite. Este altimo se designa asi:

| P pazto@ pay

L

y se llama inlegral (eurvilinea) de P dx + Q dy a lo largo de la
curva L.

Basindose en este hecho, en el siguienlo apartado introducire-
mos ¢l concepto de integral de una funcidn compleja a lo largo de
una curva rectificable.

En particular, si L es una curva lisa a trozos, la integral curvi-
linea se puede expresar mediante la integral definida de una funcién

*) Véase, por ojemplo, Ch. de la Vallée Poussin, Cours d’analyse infinité-
simale, Vel. I.
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de parimetro 2 del modo siguiente:
{ P pdet-0@ ) ay
L

B +
=\ PO Oz O+0rO, ¥O1y ) .

[}

1.2. Sea L: z2=24(f), 2 <t P, una curva rectificable y
f(z) = wz, y) + iv(x, y), una funciéon definida y continna en L.
Consideremos alguna particién de la curva L en arcos o, {agui se
conservan las designaciones del precedente apartado) y formemos
para la funeién f (z) la suma integral correspondiente:

n—jg

8= f,;[l f (ER} (z‘p“_.! _z‘ﬁ).

Cada término de esta suma cs el producto del valor de f (z) cn cierto
punto £y del arco o, por la diferencia de los afijos de los puntos ini-
cial y finnl de este arco. Introduzeamos para abreviar las siguientes
designaciones:

u(&. 7}#.) == Un, © (Ek, Ne) = v, gy — Ty — Nig, Vst — Y= AYa.
Entonces tendremos:
FGa) =t~ fvny  Zapy —2zp = Axp | (Ays

¥, por consigwiente,

n—1 n—1
8= ;ZE 7 (&) (zn—l_ Zg) = JED (”k & ib‘;,) (Axy = f‘ﬁyﬂ) —
[ o
n—1i TPTJ
= k-JD (tt;,ﬂ&-'}. —_— E);‘f_\yk) ‘—{— i hl;j (U,‘Hi\-?;f; + u;,é\y;‘).

De aqui se ve que las partes real e imaginaria de la sumna inte-
gral § son sumas integrales formadas para la misma parlicion de la
eurva L vy para los siguientes pares de funciones reales: la primera,
para @ (x. ¥) ¥y —v (x, ¥), ¥ la segunda, para v (x, y) v u (z, y).
Como las lunciones u {x, y) y v (&, ¥) son continuas (debido a que
f (z) es continua), y la curva L es rectificable, las swmas integrales
indicadas tenderin hacia unos limites determinados al disminuir
indefinidamente las particiones de Ia curva (es decir, cnando la
médxima diferencia de los valores contiguos del parimetro ¢ Liende

14—1199
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a cero); tenderan precisamentle a
Vu@pdz—v@ iy v v pdetuieydy.
L L

De aqui se deduce que, cn las mismas condiciones, la suma
integral de la funcién compleja f{z) también tiende a un limite
determinado y eoste limite es

:'; wlz, yydoe—rv(z, y)dy +i 5 v(x, y)de+ u(z, y)dy.
L 1

Xl Hmite indicado se designa mediante Sj(z) dz y se llama
L
integral de la funcidn f{z). tomada a lo largo de

{0 sobre) la curva L.
Asi, pues.

g f(z) dz—=lim Z 7 (En) Grey—2) =
P
= 5 @, yyde—v(@, y) dy+i | vz, pdrtule, gdy. (1.2:)
L 2

Vemos, que el cilenlo de la integral de una funcién compleja
puede redaciese al cileulo de dos integrales curvilineas de funciones
reales,

En el caso particular, cuando L es un segmento del eje rveal
asla L b z=uxy fiz) =F(x), donde f (2) es una funcidén real,
obtenemos segian la delinicion admitida:

n—1

S flz)dr - ]unZ?i F(Er) (enae—an)
hwmi)
&
Peoro, precisamente asi se expresa la integral definida S i () da.
a

Por consiguiente,

\ f(z) dz= 5 f (z) dz, (1.2:2)
T
v la integral definida de una funeidn real de variable real resulta
ser un caso particular de la integral de una funcion compleja a lo
largo de la recta. Cuando L es, como anleriormente, un segmento
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del eje real, pero Ia funcién f (z) es compleja: [ (2) = u (z) + i (z},
obtenemos: !

a—1
j‘ f @ de=1im S} [ (En) -+ i (En] (@rsr — 24) =

i NI
a—1 n—14
= lim E 1 (Ea)ngy — s} - L lim 2 v (Eg) (mppqg — o) =
" k=0 . " fwet)
= 5 u(x) da - i 5 v(x) da. (1.2:3)

Considerando el cago mdis general, cuando L es alguna curva
lisa a Lrozos, podemos sustituir cada una de las integrales curvilineas
en el segundo miembro de la formula (1.2:1) por su integral definida
correspondiente de la funcidn de Ia variable real #; entonces obtene-
maos;

]
@ de={ iz, yO12" O—viz@), y1y @ydet
;& it
B
+i | @l yO1e O el g1y Oy (1.2:4)

Comparando el segundo miembro de esta {6rmula con el segundo
miembro de la formula (1.2:3), pedemos considerarlo como la inte-
gral de la funcidon compleja:

{ulz @, yz' () —vlzt), y Dy )+
+ i{vlz(), y Ol @4 wlx(t), yit)y (0} =
={ulz(®), y@1+ (@), y O @+ )=V (@)

a lo largo del segmento del cje real & o t< f.

Por consiguiente, la f6rmula (1.2:4) puede expresarse en la
forma

Sf(z)dz:i FIM (D147 (8) dt. (1.2:5)

L

Aqui, el segundo miembro se obtienc del primero sustituyendo:
primero, la curva L por el segmentv § del eje real y, segundo, z
por & ({) ¥y dz por A" ({) dt. Su prioridad ante el primer miemhro
consiste en que, despnés de separar las partes real e imaginaria bajo
el signo de la integral, ésta se escribe inmediatamente on forma de
dos integrales definidas de funciones reales del pardmetro ¢ (véase
el ségundo miembro de la formula (1.2:4)).

14
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1.3. Enumeremos las propiedades elementales de las integrales
de las funciones complejas:

a) { 1@ as= —{ 1@ as. (1.3:4)

L. f A

Aqui, se designa con L_ la curva que se diferencia de L sola-
mente en el sentido del recorrido.

by | f@dz={ 1@ ds+§1@dz+...+ S)'(z,)dz. (1.3:2)
L Ly La Lm

Aqui, Ly, Ly, ..., L;nson arcos que se oblienen al hacer alguna
particién de la curva L en partes; el origen del arco Iy coincide
con el origen de la curva L, el origen del arco L,y con el exiremo
del arco L, (=1, 2, ..., m —1) y el extremo del arco L, con
el extremo de la eurva L.

m

m
o) 5 Cifi{aydz =3 C;S f;(2) da. (1.3:3)
L i=1 =t 1

Aqui, fi(2), - .., [ (2) son [unciones definidas y continuas
en L, mientras que Cy, ..., C,, son constantes complejas.

Cada una de estas tres propiedades se verifica facilmente, hien
pasando a las integrales curvilineas segiin la férmula (1.2:1) o bien,
inmediatamenle, basindose en la definicién de la integral S f (z) dz

L
como el limite de la suma integral.

Frecuentemente suele ser necesario acotar superiormente el
médulo de la integral. Con este fin, ante todo se usa la desigualdad

a) |§ @ az|< {17 @1as. (1.3:4)
L L

Aqui SH{z) | ds es la integral curvilinea de la funcion real

L
(no negativa) continua |f (z) |, tomada a lo largo de la curva L,
n—1

cs decir, s el limite: lim ;.'):n | f (Ta) | Ln, donde Iy es la longitud del

arco O, ¥ Cx 88, como anteriormente, un punto de este arco.
Para demostrar la desigualdad (1.3:4), acolemos el médulo de

B T

la suma integral )__l [ {Cx) (Zx+1 — 2z4). Se tiene:
=

n—1 n—1 n;l
| D @) r—z) | < 2 1T @ 2reg—aal < 2 [T (Ga) | Lae
k=i f=i k=0
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Pasando a limite en ambos miembros de esta desigualdad, supo-
niendo que la particién disminuye indefinidamente, resulta:

JS?‘(B)dz < {11@)as,
B L

como se queria demostrar,
Ordinariamente, la integral que figura cn el segundo miembro

sucle escribirse en la forma S | @) [1dz |. La desigualdad (1.3:4)
L

toma enlonces la forma

) H!(Z}d’sléiuw)lldﬂ- (1.3:4%)
L

Con mds frecuencia que la desigualdad (1.3:4) o (1.3:4%), suele
usarse otra acotacidon mdas grosera. Supongamos, para eslo, que en
todos los puntos de la curva L Ia funcién f (z) satisface a la desigual-
dad

(3} < M
(aqui se puede tomar por M, por ejemplo, max |f(z)|). Lntonces,
para el médulo de la integral de f{(z) obtenemos:

e) | 5 f (3)dz| < M1, (1.3:5)

donde ¢ es la longitud de la curva L. Para oblener csta desigual-
dad es suficienle observar que

n—1 n—1

n—1
| 37 @0 Grar—2) | < D NF @ |3aar— 3 | < M 3] |2hai— 20|« ML,
Rl h=0 k=0

y pasar a limites,

Todas las propiedades enumeradas son exactamente andlogas
a las propiedades correspondientes de las inlegrales de las funciones
reales.

Es necesario sefialar una de las propiedades importantes de
las integrales de las funciones reales que no se verifica inmediata-
menle para las integrales de las funciones complejas. Se trata del
teorema del valor medio (primer teorema del valor medio), segin
el cual, en el caso mdis simple

b b
froa=rm { dt =7 (v) (b—a),
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donde @ << v < b (la fincién f (£) es continua en el segmento [a, bl).
b
De éste, en particular, se deduce que la integral S 7 (t) dt no puede

(13
anularse si Ia funcidn continua f (f) no se anula en ningtn punto
del intervalo {a, b). Pero esta Gltima conclusién no puede aplicarse
a las integrales de las funciones complejas, incluso cuando se limita
la inlegracién a un segmento del eje real.

Examinemos, por ejemplo, la integral S exp (2miz) dz, tomada

L
a lo largo del segmento del cje real L: 0 L & ‘% 1. Como exp (2nix)=
= €08 2nx +- i sen 2nz, segin la formula (1.2:3), se tiene:
1 1
5 exp (2nix) dr = X cos 2nz dz 41 5 sen 2z dz = 0.
L ] 0

Sin embargo, exp (2nix) no se anula en ningiin punto del segmento L.
Por lo tanto, la consecuencia indicada anteriormente del teoroma
del valor medio no es aplicable a las integrales de las funciones
complejas; por esta razén, el mismo teorema del valor medio tam-
poco es aplicable generalmente a las mismas.

He aqui unos cuantos ejemplos de caleulo de las integrales cle-
mentales de las fanciones complejas.

—1
1) 5 dz=1im ¥ (3hes— %) ==1im (2n—2) = Z— 2z,
L fra={l
donde z, es el punto inicial y Z, el punto final de la curva L.

En particular, si la eurva L es cerrada, entonces Z = z, y la
integral se anula:

j dz = D.
1
i n—1 fi—1
2) \ zdz=1lim 2 2y (2Znyy — 2a) = lim E Zhet (Zpr —22).
L h=0 R=0

Aqui, para una misma particion de la curva L suponemos una
vez gue el punto §, coincide con el punto inicial z, del arco a4, v la
otra vez, con el puntlo final z,4, del mismo arco. Como los limites
de wna y otrn sumas inlegrales son iguales, su media aritmética
tendra el mismo limite:

n—1 1 n—1
5 zdz:—.jj]im 2 (Zheq -}—z;‘.) (z;,,,p—z;,):?lim kE (Z§+1 —Zﬁ}=
L =0 =i

—5— lim {25 —23) = %- (22 —z3).
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En particular, si L es una curva cerrada, de nuevo obtenemos
que se anula la integral:

i F (@) dz=0.
3) Y =

z—a
L

donde L: z=a -+ rexp (i), 0 <t < 2n, es una circunferencia
eon el centro en e y de radio r, recorrida una vez en direceién posi-
tiva.

Hagamos el cdleulo por dos métodos distintos.

Para oblener una suma integral que sea lo mas simple posible,
dividamos L en n arcos iguales por los puntos:

Zg=a-|-r, z1=a—}—ruxp(£2’—:1] ,

Zp=a-f FGXP(E-@,-?-] v vy Spog=a T eXp [:‘ —-_-—2(”_““]

n
¥ pongamos también
Zn=Zy=qa-T.
Finalmente, tomemos por puntos {x en los arcos zjzp,, los puntos
medios de estos arcos:
i 1
{p=a-trexp [‘(Zk_—];)_g] (k=0,1,2, ..., n—1).

Entonces

= 1 1 (k1) s
1) =CT_"',;T—r~t!xp[-—a (_.L"]

L
Y
n—1
E F(&n) (Brs—2) =
h==(
n—1
_ . (Zk=1) a L2411 o s ZET )
3 e~ B0] o [ 2] (s 2
k=il
=1 n—1
A y T 9 L . mn
= 2 {expT—exp [ ——’;-)} = 2i 2 sen ——=2insen — .
Rl k=0
I'or consiguiente,
e - sen
5 " = lim 2in sen = = 25 lim = 2ni
#-vmik A= n fi—ros

L e

n
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Este mismo resultado puede obienerse aplicando la férmula
(1.2:5). Se tiene:
z=A(t) =a+tret, A (t)=ire'!
¥, por consiguiente,
dz iret! i
j T —_-I re“. dt:& j di.

&

Aqui & designa el segmento del eje real desde 0 hasta 2r. Por lo

=z
tanto, E dt = j d{ =2n y, finalmente,

& LF]
d.; %
5 E = 2,
—a

§ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY

2.1. El teorema, cuyo enunciado y demostracion daremos ahora,
es uno de Jos fundamentales en la teoria de las funciones analiticas.
Teorema integral de Cauehy. Si& esun recinto
simplemente conexo del plano finito y f (2) es una funcidn uniforme
y analitica en este recinlo, entonces para cualquier curva rectificable

y cerrada L, perieneciente a G, la integral af z) dz es igual a cero.
¥ P £

L
Con cierlas restricciones complemenlarias, este teorema puede
obtenerse [dcilmente de la conocida formula de Green. Esta férmula
tiene la forma

-~ a0 ap
[re paero@pay={(52-2L)dzay,
A ¢
dunde g os el interior de la curva clemental de Jovdan cerrada
L, P(r, y) y @ (z, y) son funciones continuas en L y en su interior
. . - aQ _ ar . ;
junto con sus derivadas parciales PR R L finalmente, la inte-
gral curvilinea en ¢l primer miembro se toma en sentido positivo,
es decir, en direccién contraria a la del movimiento de las agunjas
del reloj.

Escribamos la integral Sf(z) dz segiin la férmnla (1.2:1):
L

S f(z)dz= ( udr—uv dyTa'S vde4+udy.

L 1.
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Para aplicar a las integrales del segundo miembro la formula de
Green, exijamos que la enrva L sea de Jordan y lisa a trozog, y luego,
que las derivadas parciales de las Munciones u (z, y) v v (z, y) sean
continuas en el recinto &. Como

roa_ Ou L dw  dv . du
reO=—gmtig=g—ig:

lo Gltimo que se exige equivale a que f7 (z) sea continua en el recin-
to G. Como el recinlo G es simplemente conexo y la earva de Jordan
cerrada L pertenece a G, el interior de la curva L, es decir, el recin-
Lo g, también pertenece a G. Por consiguiente, las derivadas parcia-
les de las funciones u (z, y) y v (», y) existen y son continuas en
todos los puntos de la curva L y en =u interior. Segin la [érmula de
Green, cobtenemos:

iudx—vdy: g 5 (—gg—%‘-) dz dy,
P

iudx—i—udy: S‘J’S (-g%-—g—:) dx dy,

y como las expresiones que figuran bajo los signos de las inlegrales
dobles, en virtud de las ecuaciones de D'Alembert-Euler, se anulan,
las integrales eurvilineas examinadas también son iguales a cero.

Por esta razon es también igual a cero la integral 5 f (z) da.

i

No obstante, no nos quedaremos satisfechos con el resultade
obtenido y nos dedicarcmos a domostrar el teorema de Cauchy en
la forma que se enuncié anteriormente, es deecir, sin exigir ni que
Ja devivada de f (2} sea continua, ni gue la curva L sea de¢ Jordan
vy lisa a trozos.

2.2. Lema. Si F (z) es una funcién continua en un recinlo G,
y I' es alguna curva rectificable siluada en este recinto, entonces para
cualquier 8 >} puede asignarse un & tal, que para cada pariicién
de la curva I en arcos de longitud menor que 9, la poligonal respectiva
inscrita y estard conlenida en el recinto G, y la diferencia enire las

infegrales IF (z)dz y _\. F (z) dz serd en su wvalor absolute menor
&

%
que ¢
[ S (z)dz— 5 F(z) dz ‘ <&,
r ]
Demostracion. En virtud de la proposicion b) del ap. 4.5
del primer capitulo, en el recinto & se puede sefialar un conjunto-
acotado y cerrado E, para el cual Lodos los puntos de la curva T
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son interiores; ademas, existird un nimero positivo p tal, que cada
circulo de radio p con el centro ¢n un punto cualguiera de la curva T’
pertenecera a este conjunto E. Fijando el conjunto £ y tomando
un niamero positivo arbitrario &, determinemos {en virtud de la
«wontinuidad uniforme de la funcion F (z) en el conjunto cerrado E)
uan §; > 0, tal, que para cualquiera par de puntos z* y z”, que porte-
nezcan a £ y satisfagan a la condicién |z — z” | << §,, se cumpla
la desigualdad '

|7 (&)~ F (") | <7 « (2.2:1)
«donde [ es la longitud de la curva I,

Tomemos ahora un ndmero positivo & tan pequefio, que se cumpla
la condicion 8 <C min (3, p). Fijemos una particién cualquicra de
la curva T cuya mixima longitud de los avcos o, (k =0, 1, ...

... n — 1) sea menor que el § indicado, y sean & los puntos que
realizan la particién, y s, las cuerdas de los arcos o ($x es el ori-
geny Luyy, el extremo de y,). Designando con y la poligonal cnyos
lados sucesivos son y, tendromos:

] Sﬁ‘(z)dzmg F(z)dz]:‘ﬂg [5 F(z)dz_jp(z)dz]!e;
¥ h=0

T a Vi

k=0 oy

k
Q;HS:‘: | 5 F(z)dz_j F(@)ds. (2.2:2)
Vi

‘Observando que EF[Q,)dz: FF (Ex) dz = F {Ls) (Enypr— Ca) (véase el
O Vu
wjemplo 1) ap. 1.3), hallaremos:

HF(z)dz-—SF(z)dzlz
e Vi
=| [ F@—F @az—§ (F @) —F @)1 ds| <
oy Vn
<|fr@—-rana|+|fro—renda|. @23
ok Yh
Las diferencias bajo los signos de las inlegrales pueden acotarse
seghin 1a férmula (2.2:1), puesto gue la distancia entre eunalquier

punto de o, o de ¥, y el punto {x es menor que §,. Por esta razdn,
¥

‘ 5 F (z) dz— IF(Z) dz}gfz.—-lm;g. Oy +p-long. ?;‘-:‘__'_%-lnng. O,
9 R

(2.2:4)
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¥, por consiguiente, la desigualdad (2.2:2) nos da:
. n—1
! g I (z) dz— S F(z) dzl.s; 2 %-long. oy = . (2.2:5)
r

k=0

Con esto se termina la demostracion del lema.

2.3. Hagamos ahora la propia demostracién del teorema inte-
gral de Cauchy. Primero lo demostraremos para las lineas poligona-
les y despuds, aplicando el lema del ap. 2.2, estudiaremos el caso

FIG. 45

mds general. La demostracién misma del teorema para las poligo-
nales cerradas la dividiremos en etapas separadas.

a) Bidngulo. Sea L un segmento rectilineo y, recorrido dos
veces on direcciones opuestas. Entonces

E}'(z)dz: g f(z)dz-i-j (2)dz= S f(2) dz— S f(zydz=0.
¥ "

1L ) ¥

En este caso elemental no tuvimos que recurrir siquiera a la
derivabilidad de la funcidn f (z).

b) Tridngulo. Como yaseverd en ¢l proceso de la demos-
tracién, este caso es el fundamental, y en él tendremos que basarnos
esencialmente en ol hecho de que la funcién f (z) es derivable. Asi,
pues, sea L el contorno de un tridngulo sitnado en el recinto G,
recorrido una vez en una direcciéon determinada (por ejemplo, en
direccion contraria a la del movimiento de las agujas del reloj).
Hagamos:

|Sf(z)dz|=M{;=s0).

L

Queremos demostrar que M = 0. Dividamos el tridngulo, median-
te segmentos rectilineos que unan los puntos medios de sus lados,
en cuafro tridngulos iguales con les contornos L', L, L y LIV
(fig. 45), y formemos la suma de las integrales tomadas sobre L’,
L', L' y LV en las direcciones seiialadas en el dibujo con flechas
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(cada una en direccién coutraria a la del movimiento de las agujas
del reloj). Obtenemos:

ftoa+rfroat | r@ar E f@ds.  (2.3:1)
L= L LIv

ir

Cada una de estas cuatro inlegrales puede sustituirse por la
suma de tres integrales, tomadas a lo largo do los lados de los tridn-
gulos considerados. Seis de estas integrales, tomadas sohre los seg-

mentos sitnados sobre L, darin al sumarlas la integral Sj(z) dz.

L

Las otras seis se dividirin en tres pares de integrales, cada par de las
cuales se toman sobre un mismo segmento, pero recorridos en direc-
ciones opuestas (estos segmentos no estin situados sobre L). Eviden-
temente, Ia suma de cada par de éstas es igual a cero. De aqui se
deduce que loda la suma (2.3:1) es igual a una sola integral, y como
el madulo de la suma no supera a la suma de los modules de los
términos, se tiene:

M=[£f{z)dz|s;

<|Jr@al|+|§ 1@ a| || 1@+ | t@a]. @2
i L~ i LIV

De la dltima designaldad sacamos la conclusién de que al menos
uno de los términos del secgundo miembro tieno que ser no menor

que g . Designando el circuito correspondiente mediante L, {L, coin-
cide eon L, L", L'" o LIV), obtencmos:

‘5f(z)dz|>-"%.

I

Haganos abora con el triingulo £, lo mismo que se hizo anterior-
menle con el tridngulo L, es decir, dividimoslo en euatro tridngulos
iguales: Ly, L], L y L1V; observemos que la integral sobre L, es igual
a4 la suma de las enatro integrales sobre L, L;, L," y LIV (tomadas
en un mismo senlido: en direccién conlraria a Ja del movimiento
de las agujas del reloj), y, finalmente, saquemos la conclusién de

- b 1
gue el médulo de una de estas {illimas serd no menor que Tl;i;:=§ ;
Sea ésta la integral a lo largo de L, (L coincide con L], L, L o
LYy, Entonces, lendremos:

|jf{z}dz[>i:—i-.
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Continuando estos razonamicentos, oblendremos una sucesion
de tridngulos con los contornos Ly, Lo, ..., L,, ..., que salisfacen
a las siguientes condiciones:

1) Cada tridngulo signiente estd contenido en el anterior y se
obtiene de éste uniendo con segmentos rectilineos los puntos medios
de dos de sus lados; en parlicular, de aqul se deduce que la longitud
del circvito L, — designémosla con !,— es dos veces menor qgue

I,y ¥, por consiguicnte, I, = 2%, donde ! es la longitud del cireni-
to L.

2) Cada uno de los tridngulos estd contenido on el recinto G;
esto se debe a que [ estd contenido en G, por lo cual (como el recin-
to G es simplemente conecxo) el interior de L también tiene que per-
tenecer a G.

3) La integral de 7 (2) a lo largo de L, satisface a la desigualdad

| S;(z)czzp.% (n=1,2, ...} (2.3:3)

Ln

De la propiedad 1} se deduce que los tridingulos considerados
¢cifien» a un punto g, perleneciente a cada uno de los tridngulos (dste
puede estar situado en el interior de L, o sobre L,)

En virtud de la propiedad 2), el punto ¥ perlenece al recinto G.
Por consiguiente, segiin la hipdtesis del teoroma, la funcion f (z)
posee derivada /° (L) en el punto §, y para cualquier e > 0 se puede
sefialar un & tal, que cuando sea |z — L | << 8, se cumpla la desi-
gualdad:

Y — '
%-—f’ (L:)I{e. (2.3:4)

Como el punto { perlenece a cualquiera de los tridngulos consi-
derados y éslos «cinen» a este punto (las longiludes de los eireuilos L,
tienden a cero) resulta que, comenzando desde eierto n > N, eslos
tridngulos estarin contenidos por completo en el circulo |z — L | <<
<< 8§, y, por consiguiente, para todos los puntos z, perlenecientes
a L,, sc cumplird la desigualdad (2.3:4).

Eseribdmosla en la forma:

[ @) =@ =" E) (z—=|<e[z—C]

Observando que la distancia |2—{| entre dos puntos de un mismo
tridngulo es menor que el perfmetro de este tridngulo, es decir,

, obtenemos:

l
€5 menor que —

1@ —fO—F Q@0 <egr, 2€Ln n>N. (2.3:5)
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Hallando ahora la integral de la funcién f (z2) — f () — /" () (23— &)
a lo largo de la linea cerrada L,, resulta:

(r@—10-—rve-ta=

Ln
= §1@de—i@ {da—r @ [zas—2r @ jdz=£[f(5)d3-
Ln La Ln Ln n
(2.3:6)

Aqui hemos aplicado el hecho de que las inlegrales 5 dzy I zdz
L

L
son iguales a cero (véase los ejemplos 1) y 2) del ap. 1.3?3. Por c’:)nsi—

guiente, en virtud de (2.3:6), (2.3:5) y de la de igualdad (1.3:5),
obtenemos:

| 1o dz| =| [v@—1@—r @ @-via|<egi=

L1 [ :
=5 5w g (2.3:7)

Comeo complemento a la desigualdad (2.3:3), donde los nimeros
é},i‘ se acolaban superiormente por el mdédulo de la integral sobre
Ly, hemos conseguido obtener la desigualdad (2.3:7), donde este
médulo se acota superiormente por los nimeros & - Confrontando
las desigualdades (2.3:3) y (2.3:7), deducimos que

M << sl?,
o bien, haciendo a e tender a cero:
M <0,

Pero M no puede ser menor que cero. Por cunsiguiente,

M:'if(z) dz’:i], '

con lo cual se termina la demostracién del teorema integral de
Cauchy para el caso de un tridngulo.

¢} Ahora estamos en condiciones de considerar el caso en que
L sea una poligonal cerrada arbitraria situada en el recinto G. El
problema consiste en saber descomponer tal poligonal en tridngulos
(para los cuales ya estd demostrado el teorema).

Comencemos con el cago en que L sea el contorno de un poligono
convexo de n lados (n > 4) Aydy ... A, 4, recorrido una vez
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en una direceién determinada. Descompongamos el poligono en
n — 2 tridngulos medianle diagonales trazadas por el vértice A,
(fig. 46). Cada nuno de estos tridngulos pectenece al poligono dado y.
por lo tanto, también al recinlo & {de nuevo empleamos que el
recinto G es simplemente conexo). Por consiguienle, para los triangu-
los obtenidos es vilida el teorema que se demuesira.

FI1G. 46 FIG. 47
Eseribamos la integral de f(z) a lo largo de L en la forma
siguicnte:
(LS 1)
L ApApds AgAp Agds Azds, . . Ap-ydg
Auftitgnn Aodgr’ls.;.,—in._u\n Agngds. | . Apn_y 4o
(va que, por lo demostrado, = 0). Vemos, pues, que la inte-

ApdjAzdg

gral sobre el contorno de ‘I.ll.;_ ;]osligonn convexo de » lados resulta
ser igual a la integral sobre el contorno de un poligono convexo de
n — 1 lados. De aqui, reiterando este razonamiento unas cuantas
veces, sacamos la conclusién de que esta integral es igual a la inte-
gral sobre el contorno del tridingulo 4,4, ,4,., es decir, es igual
a cero. Por lo tanto, el teorema queda demostrado también para
un poligono convexo arbitrario.

Examinemos el caso en que L sea una poligonal cerrada arhi-
traria, que no se corte consigo misma y sea recorrida una sola ves.
De las hipétesis hechas se deduce que ésta es una curva de Jordan:
por esta razdén se puede hablar de su interior que, como el recinto &
es simplemente conexo, tiene que pertenecer a G. Demostremos que
el interior de la poligonal L puede descomponerse en poligonos
convexos. Con esle lin, observemos que un poligono convexo se
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caracleriza por completo con que cada uno de sus lados puede pro-
longarse en linea recta por cualquicra de sus dos vértices respeclivos,
sin caer en esta prolongacién en el interior del poligono. Por el
contrario, entre los lados de un poligono no convexo lienc que haber
alguno cuya prolongacién caiga en el interior del poligono. Prolon-
guemos cada uno de tales lados de uno o de los dos métodos posibles
dentro de L hasta que nos encontremos de nuevo con L '(fig. 47).
De esta manera, el poligono inicial quedard descompuesto en un
nimero finito de poligonos, cada uno de los cuales seri convexo

F1G. 48

(puesto que, en virtud de la construecion hecha, ninguno de los
lados puede prolongarse dentro del nuevo poligono). Pero la inte-
gral sobre cada poligono convexo es igual a cero; por consiguienle,
¢slos pueden desprenderse uno a uno de todo el poligono sin cambiar

¢l valor de la integral Sf{z) dz. KEn deflinitiva oblendremos quo

L

en este caso también es igual a cero la integral sobre L.

Supongamos, finalmente, que L es nna poligonal cerrada arbi-
traria. Segiin la definicion, ésta consta de un nimero finito de
lados Ay, Ay, ..., A,, dados en un orden determinado, de nodo
que el extremo de cada uno es el origen del siguienle y el extremo
del dltimo lado coincide con el origen del primero (ap. 4.1 del
capitule primero). Algunos de los lados pueden tener puntos comu-
nes ademas de los indicados, es decir, la poligonal puede cortarse
consigo misma; ademis, algunos de los segmentos rectilineos A,
pucden ser partes de olros segmenlos o incluso pueden coincidir
con ellos. Isto significa que al recorrer la poligonal L, algunos de
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los segmenlos que la pertenecen pueden describirse parcial o com-
pletamente unas cuantas veces (flig. 48).

Para facilitar los razonamientos, los haremos respecto de nuestro
dibujo, donde estd representada una poligonal compuesta de ocho
lados: Ay = Apdyyy (B=0,1,2,3,4 5,6, 7; 43 = 4;), en la
cual el lado 444y forma parte del lado Agd4. Empecemos el movi-
miento sobre L, comenzando desde A,, hasta que un nuevo lado se
encuentre por primera vez conuno delos lados ya reco-
rrido. 12n nuestro caso, tal lado os 4343, que se corta con 4,4, en el
punto 8. Entonces, la poligonal cerrada que se obtiene al recorrer L,
comenzando desde el punto B hasta el primer regreso a este punto
{en muestro caso, ol tridngulo BA,4;), ropresentard una curva de
Jordan cerrada sitnada en el recinto G. Por consiguiente, la integral
sobre ésta serd igual a cero y al excluir de L la poligonal indicada,
el valor de la integral a lo largo de L no variara.

Resulta una poligonal L', formada por los lados, escritos por
orden, 4B, BA;, A4, AAg, Agdq, Agdy, A4, El nimero de sus
vértices y, por consigniente, de sus lados, es al menos una unidad
menor que la cantidad inicial, puesto que la parte despreciada de
la poligonal L cra por lo menos un tridngulo, de modo que fueron
despreciados no menos de dos vértices, y en su Jugar ha aparecido
no mas de un nuecvo vértice (B).

Podriamos limitarnos a estos razonamientos, si el caso examinado
fuose el dnico posible. Pero existe otra posibilidad més, que se
observa en el caso de la poligonal L/, Hagamos de nuevo un recorrido
comenzando desde A, a lo largo de los lados A, B, BA;, AzA,,
A A5, Asdg. Hasta agqui no encontramos ninguna autointerseccion.
Pero el siguiente lado 4g45 va dirigido por el lado Az4,4. de modo
que nos encontramos con puntos interiores de los lados ya recorridos
antes, es decir, con puntos de autointerseccion; sin embargo, ninguno
de éstos es el primero (el punto A4, que es comin para dos lados
consecutivos Az;Ag y Agd;, no es un punto de aulointerseceion

ara L').
5 Debido a esto volvemos hacia atrds por el lado A;4,, hasta que
nos encontremos con el punto mds préoximo a 4, de los dos vértices
contiguos 4; y A;. En nuestro caso, éste serd C = A;. La poligonal
cerrada, compuesta de la parte del lado 4;44, comenzando desde
el punto C hasta el vértice 4q, y de la parte del lado Ag4; desde 4,4
de nuevo hasta el punto C, representa un bidngulo, la integral sobre
el cnal es igual a cero. Por esta razdn se puede excluir esta poligonal
de L’ sin variar el valor do la integral a lo largo de L’. Resulta una
poligonal cerrada L”, formada por los lados, en su orden, 4,8,
BAd,, A A, Ad;, AC, CA,. La cantidad de sus vérlices y, por
consiguients, de sus lados, es una unidad menor que para la poligo-
nal L', puesto que junto con el biangulo hemos despreciado un vér-

15-1199
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tice (44), sin introducir en su lugar nuevos vérlices (€ coincide con
Az o, en otro caso posible, con Adg).

Nuestro razonamiento es de un earicter totalmente general.
Después de repetirlo un nlimero linito de veces obtenemos o una poli-
gonal cerrada LY, que es una curva de Jordan (en nueslro easo, 1al
es la poligonal L"), o sino un bhidngule. En cada uno de estos casos
sacamos la conclusion de que la integral a lo largo de la poligonal
inicial L es igual a cero.

Asi, pues, queda demostrado el teorema para una poliganal cerra-
da arbitraria. Obsérvese gue, extendiendo el teorema desde el caso
de un tridngule hasta este dltimo caso. nosotros no empleibamos
ningin razonamicnto de eardcter tedrico-funcional. Todos nueslros
razonamientos eéran exclusivamente de caracter geomélrico ele-
mental.

d) Consideremos, finalmenle, el caso mis general de una corva
rectificable y cerrada arbitraria L, perteneciente s un recinto G.
En virtud del lema del ap. 2.2, para enalquier £ = 0 se puede sefialar
una poligonal cerrada y, inscrita en L y perteneciente al recinto G

tal que las integrales 5 f(z)ds ¥ J 7 (2) dz satisfacen a la condicién
T %

|§ 1@ a— (1@ as|<e.
L

v

Pero, segiin lo demostrado anteriormente, Sf(z) dz=0; por consi-

¥
guiente,

|gf(z)dzJ<e,

L

y ¢omo aqui e es un nplUmero positivo arbitrariamente pequeiio, so
ticne

j)‘(z,\dz:ﬂ.
1

con lo cual se lermina toda la demostracidn.

lin el teorema demostrado el civcuito de integracién L perlenccia
al recinto @ en el cual la funeidén / (z) era analitica. Sin embargo,
este leorema puede extenderse tainbién al caso en que L represente
[a frontera de este recinto. Precisamente, se verifica la siguienle
proposicion.

Si G es el interior de una. curva de Jordan cerrada rectificable I.
¥ | (z) es una funcién continua en el recinta cerrado G,y analitica en
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el recinlo G, entonces la inlegral de [1z) sobre L es igual a cero:

E fia)dz = W,
T

Lin tedo su volumen este teorema se demostrard en el guinto
capitnlo. Aqui nos limitaremos a demoslrar un caso parlicular
del mismo, que es suficiente para Lo mayoria de las aplicaciones.
Sea L una curva rectificable tal, que cada rayo gue parta de cierto
punto z, del recinlo G se encuentre con ella cn un selo punto.

Supongimos que la ecuacién de la curva L puede representarse
en la forma

z  zy A (D). 0-..0-2 2n,

donde 8 es el dngulo polar respecto de un sistema polar de ecoor-
denadas con el pole en el punto z,. Entonces, para eualquier p,
O<—p<<1, la curva L, z=z;-} ph (0), que cs semejante a L res-
pecto del punto z;. pertenece a . Debido a eslo, en virtud del
teovema integral de Cauchy,

S flzydz=0, O<Cop<1.

LD

%., 7 (2) (Bus 1 — 20) = :Z;]ffzu"l A (0 A (Ongg) — 2 (04)]
es Ia suma inlegral para la integral [ (2) dz, enlonces, debido

a la semejanza de las curvas L, v L, la‘expt-e.sién
}6‘1 [ 1254 o2 (Op)]- [ph (Ongs) — pA (01|

serd una suma integral para Sf{z) dz. Por esto, esta dltima inte-
Lp
gral puede expresarse lambién en forma de la iutegral a lo largo do L:

{ pf 120+ ph (@) dz=0.

I

Transformemos ahora la integral gj’(z)dz del modo siguicnie:
I

S f70+4- 2 (0)] dz = 5 {120 v A(O)]— pf [20-I- p2 (0)]} dz =
I .

= 1 {A—0) 11t 2O+ (/ 120+ X 01— / (25+ b (O))

15%
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Hagamos las notacioncs: M ==max|f(z)| y m= max [A(8)].
G 0502

Para cualquier &0 puede sefialarse un 6(2) >0 tal, que se cum-
pla la desigualdad

/() —F{") | <e
para cada par de puntos z’, z* del recinlo & que satisfagan a la
condicién |z’ —32"[<<8(e). Por lo tanto, tomando ‘[—p-c:ﬂmf'l.
tendremos:

[F1z70+ A (0)]1—F 20| pA(B)]|<e
¥, por comsiguienle,

|} 1@ ds| <11 —p) M+pel-Long. L.
L

Tomando agui p—1, obtenemos:

J g [ () dz!s; e-long. L,
L

¥, linalmenle, haciendo & — 0, sacamos la conclusion de que

{ t@az=o,
L

como s¢ querfa demostrar.

En particular, se puede tomar por L una cirennferencia o cual-
quier poligono convexo.

Obsérvese que del hecho de que noestra proposicién es justa para
cualquier Lridngnlo se deduce, por el método que ya conocemos, que
es justa también para cualquier circuito poligonal cerrado sin autoin-
lersecciones (no necesariamente convexo).

No obstante, no podemos basarnos en ¢l lema del ap. 2.2 y exten-
der esta proposicion al caso de una curva arbitearia de Jordan cerrada
y rectificable L, puesto que las poligonales A inscritas en ella pueden
salir parcialmente fnera de los margenes del recinto cerrado &,

limitado por ln curva L, y, por consigniente, las integrales Y fz)dz
A

careceriim de gentido.

Como ya se ha advertido, la demostracion del teorema en todo
su volumen se dard mis tarde (basindose en otras ideas).

2.4. En los primeros trabajos de Cauchy su teorema servia
como un medio para calcular distintas integrales delinidas de las
Eunciones de variable real (fundamentalmente integrales impropias).
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Para dar una idea de estas aplicaciones del leorema de Cauchy,
que dieron vida al mismo teorema, expongamos tres ejemplos.
1. Integrales de Fresnel:

oo

S cosE2dE vy S sen £* dE.
u i
Para calcular estas integrales, que aparecen en la teoria de la

difraceion, consideremos una funcién auxiliar de variable compleja
F (z) = #7%. Esta puede considerarse como una funcién compuesta

& &
g
L
Di-Reai) CIR+act)
/ % \ —~-— L
2 x + T
"P —
A-R) @ B+R) T
FIG. 49 FI1G. 50

F(z) = qlf (2], donde f(z) = iz® ¥ ¢ (L) = ¢ De aqui, segiin
las reglas de derivacién de una funcién compucsta, se deduce que
F (z) es derivable en todo el plano y ﬂ}fﬂ = 2izef*. Por consi-

guiente, puede aplicarse el teorema integral de Cauchy.

Tomemos por circuito de integracién la linea L de la fig. 49.
Esta consta del segmento OA del semieje positivo, de longitud I}
(R es un ndmero positivo arbitrario), del arco 4B de la circunferen-
cia de radio R con el centro en el origen de coordenadas y del segmento
BO de la bisectriz del primer dngulo coordenado. Por lo tanto, el

dngulo AOB es igual a % Debido al teorema inlegral de Cauchy,
la integral 5 et?dL es igual a cero:
i
fevdr= {evart {ewdry | era—o.
. L oA AB O
Pero £ en OA es igual al nimero real E, por lo cual, df=dE y
R

J((R) = 5 e dt — § %2 g,

oa
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En AB, {=R(cosg- isen @), donde @ varia desde 0 hasta %— :
por lo ecual

L= R (cos 2 | isen2q) (Dé;2$§;—g—) .

di =1 (—scn @i cos @) dp == iR (cos @+ i sen @) do

Ja ()= x e dl = | exp[iR*(cos 2p4i sen 2q)] i (cos ¢-iseng) de.

AD

c’-.---:.ﬁiu

Finalmente, en B0, {=p (cus %—{—Jsen %) , donde o varia

desde R hasta 0, por lo cual

st

" " n i i o .- s G
.,zu[r(cos? |-isen 2)_ep y di= (cor.---—TwL-n % )dp

4
¥
v )
Ju (i) = 5 Al = S (i (cos —:-;— -l i sen %) dpy —
1o r
B _I",_ i
n . m s i 2 — 2
- — (cu.«' = -|—r..-sunT) K e=Prdp s — T“ -1 8) E e~ dp,
il

Al hacer crecer indefinidamente o R, J, (1) lendera al limite

-

- o T =
—% (-5 s e P dp— — l'f‘“ (1-+17), puesto yue g e~ b dpz-"%f *).
B [ -
*1 En efeclo,
i K K 4 i 4
( \ £ e gy - ( { f'ggdg]‘e-’.( q e'gﬁrﬂf,)-. (=)
i T “n . 0

Ln el enadradi eon el centro en el origen Jdo e rdenadas, cuyos lados,
de longitud a 2R, son paraleles o los cjes de eonrdenadas, inseribamos un
cireulo &y eireunscribamos un eirculo A Entonces, como |a funcion subin-
tegral es positiva

K R
u o

] i —n K
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Demostremos que Jy (1) —0 enando R — oo, Para esto, acote-
mos el modalo |J,(R)|. Se tiene:
;b
| Ja (J0) ] <. R g | exp [iR? (cos 2@ + ¢ sen 2] |- | cos g -- i sen @ | dip.
i
Aqui
| exp|ii2% (cos 2q - i sen 29)}] | = exp (— R? sen 2¢)
v |cos@+iseng|—1; debido a lo cual

n

)
|[Ja(dt) |« R E exp (— R* sen 2g) dy,

Pero sen 2o % 2¢ para 0.4 2@« :;L ).

o hien, sustituyendo las coordenadas cartesianas reclangulares § y 7 por las
polares p ¥y q v aplicamle la férmula (@), tendremos:

R I z 2 12
3 ( e M adpdy < 4 ( \ o8 rig) < .! g e~ dp dyy.
i h W i

Electoando Ja integracidn y extrayendo la rajz cusdrade do todoes los miem-
bros e la dexignaldad, hallames:
I
Jad—e™eon g B oV al—e 20

v

[

de domle
oy

5 —
ling 2 { eHgE=11 o Y = 1.211 .
Bogox: | P
t u

i\;I‘A

1

. 4o . seno .
#) Lo efecte, la funcion jf_a;_-—T-df-_r-.rc-c.v en el intervalo ({!,

puesto que <o derrvadi
€ COs oL — 200 o cus o (o — U @) ‘u
= = -

foqm) - B s ]
- . . m £y . m
cunndo 0« <’ -, Por esto mismo ff{x) -] {:—Z") §1 @« -, 0 sea,
seno. . 4 )
— = =, 0 hien
o a
2 n
SOTL AL e —— D<o .’—)A
3 ( ey P
4]

Leta desigualdal ge convierle en ignaldad para =0 y = 7 -
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Por consiguiente,

n
n/h _i T
[J2(R)| <R i BXP(_%R’CP)d¢=REiE%M .
u o —
= 19y {— B2 ;
=r—f—

de donde se deduce que
lim J,{R) =0.
Resco

Consideremos, finalmente,
;. R

H
Jy(R) = j £88 dE — Scos gt i £sen E? gE.
(1]

]

Como J, (R)+Jy(R)+J3(R)=0 para cualquier R, sc tiene que
Ji(R) = —~J2(R)—J3(R) ¥

lim 7, (R) = — lim J3 (R) — lim J () = VB G,

.

F—sco
es decir,
I3 R
lim ({cosgazi{ sendrat) -V (140,
TR 0

De aqui se deduce, en primer lugar, que existen las integrales

oo R o6 R

5 cos E2dE = lim I cosE?dE ¥y S sen B2 dE= lim 5 sen 2% dE
0 fivom b iy

v, en scgundo lugar, que

m oo

Ecos Erdt—= ! sen k2 di = 1’{,‘% .

2. La integral

oo
j e~ "teos (2hax)dr  (A>0, a>=0).

-0
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Para calcularla integraremos la funcién f(z)=e—"** sobre el
contorno L del rectdngulo representado en la fig. 50. Como esta
funcién es derivable en todo el plano, puede aplicdrsele el tcorema
integral. Por consiguiente,

ie—w dg= [emeary (ewary (erwart {ewar=o.

AD EC cp Da
Sobhre AB
t=a(—R<z<h) y do=dz;
por lo tanto,
+R
7 - 5 e gt = 5 e dg,
AB “r
Sobre BC

E=R+iy (O<sy<a), 2=R242iRy—y® y di=idy,
por lo tanto,

To= (M dr= [ exp[— A (R*+i2Ry—y?)idy =
BC 1]

=i

exp[ —A (R*—y?®)lexp (— 2RiyA) dy.

Sl

Sobre CD
t=z+ic(R>z> —R), [P=2'42icx—a? y df=dz,

por consiguiente,
-r

b Se-ltﬂd;.—_ 5 exp | — A (22 + 2iaz — )] da —
ch +R
By
= —ghat S oxp{— Ax® — 2iadz) dz =
-R
: o5
— = ¢ghat 5 e~*% [cos (2haz) — i sen (2hox)] dx.
—R

Finalmente, sobre DA
E=—R+4iy(azy>0), PP=R*—2Riy—y* y d{=idy;
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por lo tanto
i}
P 5 et dl — | oxp [ — % (% — 2Riy— y) i dy =
LA L

“@

= —;'j exp | — A (R* — y?)| exp (2Riyh) dy.
[
Supongamos ahora que /2 crece iadefinidamente. Enlonces las
inlegrales J, y J, tenderin a cero. En efecto,
(] L3
/al < [ lexpl-—a (22— y)1 || exp (— 2iRhg) | dy = | e=rie=imr ay.
n i}

Cuando A = «, obtenemos:
L3
| e S exp [ — A (R? —a?)] dy=aexp [— A(A? —a?)|—>0 (B — co).
i}
Del mismo modo

EATS 5 jexp[— A (R*— y%)] || exp 2iRhy | dy ==
]

[F)
= { exp[—A(*—y3)]dy —0 (1~ o).
]
La integral J,, cuando 1 —s oo, ticude al limite

Lon

§ esp(—arydar= <o | e |~ (VA4 (VT =) T,

4o
(]meslo quo S e=*2dy -V m; véase el ejomplo mllurior)

Jf'iualmmn;. de la relacién
Ty gt Fop =i

ohtenemos:
o
cha? i =72 [cos (2har) —— i sen (2houc)] de =
i % = o I
= — lim Jg = lim J, 4 lim J, 4 lim J, — I/T i
R— o fr—sur: -

B-=ron
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Igualando en esta relacion las partes reales, rcsulta:

ghat S =t oos (2hor) de = "/% .

—_—
o sca,
+o0 o
j e="2 gos (2hatz) da == ]/ % e—hn2,

- 00

3. Ta integral

¥ 3 i etz 42 P »
Pomemos la funcien auxiliar f(z)=—. Esta funcién estd defi-

nida en el recinto &, formado por todus los puntos del plano,

g

a excepeidn del origen de coordenadas, y es derivable cn este
recinto [nos convencemos de esto iltimo derivando direelamente:
df(z) _ et*(iz—1)
A 22 :

Tomando ¢l circeilo de integracion L representado en la
Fig. 51 (este ciremito, asi como su interior, estd situado ¢n el
- ¥ . - - Pl
recinto &), aplicando el Leorema integral a la funcidn f(z) - —

hallamos:

AL g il e i - T [T
5 ¢ ._ri\,T g g\id\,_'_ F.:-an+ K ey 4 5 e'vdy o

L4 ) L 2 5
AR non o EIrA



236 CAP. JiI INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

Sobre AB [ es igual al nimero real §. Por lo tanto, df =dE y
Fione " ethar _f e‘idg _ f cosglﬁ+. ¢ sengdﬁ
e e i

AB
Sobre BCD L= R(cosqa-i-lsenlp) (qua‘gu} por lo cual di{—
_R(—~sentp+acos:p)d¢_n}?(coscp+zsenq:)dcpy

J eicdg exp [i{R (cos @i sen @] iR {cos @i sen ¢) d'tp
- [ e T

R i
o u (cos p-i sen p)

=i S exp (iR cos ¢ — R sen @) dp.
0
Sobre DE [ es igual al nimero real & por esta razén, df—
=df y
P S ap Y et gz _]-' costdl | _g' son§ dg
= __—R s P-R £ “R i

LDE

Sustituyendo agui la variable de integracién & por —E, obte-
nemos:

f st |, Ssangde

Finalmente, sobre EFA
{=r(cosptiseng) (n>¢>0)
por lo cual
df == ir (cos ¢ -+-isen ) dg

_ e ar exp [ir (cos ¢ i sen )] ir {cos @ 4§ sen @)
L 5 < 5 r(cos ¢ -1 sen @) Opire
EFA
k14

= { exp (ir cos ¢ —rsen @) dg.
°

Supongamos que R crece indefinidamente; entonces

a

Jo=i S exp (iR cos ¢ — R sen g) dop
i
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tenderd a cero. En efecto,

b1
|z = [ S exp (iR cos p— R sen @) dg ‘ <
i

o2

o
-g§ |exp (iR cosp— Rseng)|dp=2 S exp (— R sen @)ldy <<
[

Py

2 —.~R
<2 }E exp(—H%cp)dq;:ﬂi }; {%.

de donde se deduce que lim J,=0.
Ii—oo
Supongamos, finalmente, que r tiende a cero; hallemos el
1imite de la integral J,, igual a

a
—i S exp (ir cos ¢ — rsen ¢) de.
0

Como la funcién exp(iz) es continua en el punto z=0, en el
cual toma el valor 1, para cualquier e>>0 se puede senalar un
() >0 tal, que para |z|{=r<<8(e) sc cumple la desigualdad

jexp (iz) —1|=|exp(ircosp —rseng)—1|<e.
De agui se deduce que
a T
I.h——(—-i S 1dcp”=” [exp (ircos ¢ —rsen¢) — 1] dg | << ne,
: 0 0

O sea,

o
limJ,= — Si-drp= — i
0

r=+0

Volviendo a la relacién fundamental

¢

deducimos de ésta que: J 4+ J3=—J,—J,, o bien, aplicando las
«expresiones para J; y J; seiialados anteriormente:

it
S,f__‘f_c;=J1+_}‘2+ja+,}“:0‘
L

R
255%=_12_J4.
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Cuando '— o0 y r—0, como ya se vio, ¢l segundo miembro
Liende al limite: —lim Jy—lim J, = ni. Por consiguiente, ol pri-
Hoenn =1l
mer miembro Lambién tiende al mismmo limite:
e

£ e sl -
lim 2 5 -L-_'l—gdg = .
Tt e o ®
=1l ¥
i

s a soen g . %
Designando lim | =—=dE, cuya existencia hemos demostrado,

Tt=son n 5

r—0

mediante jﬁg—‘;dﬁ, obtenemos: 2§
L

b
tivamente

sen g . i . 6
eagd;,—m. o Dbien, delini-

Ce— B

e

sen g Eid
5T“§=T'

2.5. Hemos demostrado el teorema inlegral para Ias Tuncionocs
analiticas en los recintos simplemente conexos. Ficilmente se obser-
va quo este teorema no se extiende sin reserva alguna para los recin-
los que no son simplemente conexos. Bxaminemos, por ejemplo,

la funcion f(z) - % . derivable para cualquier z == 0. Aqui se puede

tomar por recinto G todo el plano linilo, exciuyendo del mismo
¢l origen de coordenadas. Evidentemente, & no es un recinto sim-
plemente conexo, puesto que el interior de cualquier circunieren-
cia y con ol centro en el origen de coordenadas, perteneciente a G, no

1 d A
perlenece complelamente a . Por otra parte 5—_~dz = 2mis£ 0

"
[

(ap. 1.3, e¢jemplo 3).

Sin embargo, con ciertas restricciones impuestas a las curvas,
el leorema integral puede aplicarse Lambién a los recinlos G que
no son simplemente conexos. Supongamos, en primer lugar, que
es un triingulo perteneciente al recinto G junto con todos sas puntos
interiores. lintonees, para cualquier fnncion f (z) uniforme y anali-
tica en el recinlo & (que no es gimplemente conexo) son aplicables
a la integral \F)'(z) dz lodos los razonamientog del ap. 2.3, 1) vy,

L

por consiguiente, j [ (z) dz = 0. Llegaromos i la misma conclnsion,

L
con relerencias al ap. 2.3, ¢), ecuando L sea una poligonal corcada
arbitravia pertenceiente a G tal, que todos los recintos poligonales
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limitados por la misma pertenezenn a G. Sea, finalmente, £ una curva
rectificable cerrada arbitraria, pertencciente a €. Consideremos Ja

integral _\ 1/ (z) dz. Segln el lema del ap. 2.2, esta integral puede
&

sustituirse por las inlegrales sohre las poligenales A inserilas

en I' y perlenccientes al recinto G. con una precision e = 0 arbitra-

riamenle pequeia. Si para lales poligonales, de lados suficientemenie

pequeios, los recintos poligonales limitados por ellas perlenveen

FIG. 52

a G, entonces las integrales correspondientes se anulan y, por consi-
gniente, también ticne que ser igual a cero la integral a lo largo
de L (compirese con el ap. 2.3, d}).

Las condiciones indicadas son sulicientes para que la integral

de una [uncién analitica 5 f (3) dz, tomada a lo largo de una curva
L
reclificable cerrada, perteneciente a un recinto que no es simple-
menle conexo, sea ignal a cero. Bstas condiciones se satisfacen
cuando L, por ejemplo, pertenece a un recinto g gsimplemente conexo,
que sen un subrecinlo respecto de 7, ¥y no solamente en osle caso.
En la fig. 52 estd representada wna enurva I pertencciente a un recin-
lo G biconexo. Evidentemenle, no existe un subrecinto simplemente
conexo del recinto G que contenga a L. No obstante, para L se cum-
plen las condiciones expuesias anteriormente y, por consiguientle.

5 [ {2} dz = U para cualguier funcién f (z) gue sea analitica on 6.
L.

Teniendo en cuenla las observacioneshechas, no es dificil demos
trar que se verifica el siguiento leorema, que aplicaremos a menndo.

Teorema integral para un sistema dae
circeuitos. Sea [ (z) una funcidn unijorme y analitica en un
recinto arbitrario G y sea T, vy, Yo . . ., 9, un sistema de curvas de
Jordan rectificables y cerradas, que estin situadas en el recinto G ¥ sa-
tisfacen a las siguientes condiciones:
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a) las curvas v, (k= 1, 2, ..., n) pertenecen al interior de I';

b) para cualguier kg (ke = 1, 2, . . ., n) las curvas vy para k = k,
estdn situadas en el cxterior de ya ;

¢) el recinto mititiplemente conexe g, limilado por las curvas
T, v4, - - -y ¥n (fste se obtiene exluyendo dgl interior de T' los recintos

FIG. 53

cerrados limitados por las curvas 4, k=1, 2, . .., n), perlencce
al recinto G.
En estas condiciones, se verifica la igualdad

{1@a={1@a+{r@a+ ..+ i@ @51
g ¥1 2 ¥n

donde todas las integrales se toman en un mismo sentido, por efemplo,
de modo que los interiores de las curvas queden a la izquierda del obser-
vador gue recorre las curvas en direccion de la integracién (direccidn
positiva).

Obsérvese que la tesis del teorema es trivial cuando el recinto G
es simplemente conexo, puesto que en este caso todas las integrales
en la igualdad (2.5:1) se anulan.

Para demostrar el teorema en el caso general, tracomos en el
recinto G unos arcos de Jordan rectificables 8;, &, .. ., 8n, 6hsy
que unan consecutivamente un punto z, de la curva I’ con un punto
£, de la curva vy, luego, un punto z; == £; de la curva y, con un punto
t, situado en la curva y,, etc, finalmente, un punto z, de la curva y,
con un punto {, 5= z, de la curva I'. Por lo general, estos arcos sal-
drin parcialmente de los margenes del recinto g. Pero siempre pueden
sustituirse por otros arcos: &;, 0z, . . ., 9p+1 que, a excepcién de
sus extremos, pertenecen por completo al recinto g (fig. 53). Con
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este fin, es suficiente, por ejemplo, seiialar en el arco §;, recorrido
en la direccion desde el punto z, € " hacia el punto &, situndo en vy,
su Gllimo punto de interseccion con I' y su primer punto de inter-
seccién con yy. La parte del acco &; comprendida entre los puntos
indicados sera el arco &; que se necesita. Del mismo modo se obtienen
también 83, . ... 8,44. Por lo general, arcos distintos 8, y &,
(k = m) pueden tencr puntos de interseccion., Pero siempre pueden
sustiluirse por otros arcos que satisfagan a las condiciones impuestas
y carezean de puntos comunes dos a dos. Aqui no nos detendremnos
en esto, dejando realizar al lector los razonamientos necasarios.
Los puntos iniciales y linales de los arcos &;, 8,, . . ., 8,4 dividi-
ran a cada una de las curvas I', ¥, . . ., y, en dos partes, que desig-
naremos con la migma letra que la curva entera, pero con una o dos
rayilas por encima: T, T, y,, ¥{, . . ., vn, ya Consideraremos que
el origen de los arcos T y T es el origen z, del arco 8, y el extromo.
el extremo £, del arco 8,4.; el origen de los arcos T ¥ v seri el
extremo &, del arco 8, y el extremo serid el origen z, del arco 65, ele;
finalmente, el origen de los arcos y, y v serd el extremo &, del arco 8,
y el extremo seri el origen z, del arco 8,44. Los arcos [V, T
Yir V13-« +3_Yns ¥a, forman comjuntamente con los arcos 8, 6.,
-« -» Bn4q dos curvas rectificables de Jordan cerradas. Por ejemplo,
una de ellas A" estard formada por los arcos I, —8§,.,, —¥n,
—Opy o ooy —P1 —8;, mientras que la otra, A” por los arcos —1",
81 v v Bai Yae

Debido a la construccidn, Jos interiores de las curvas A’ y A”
estaran situados cn el recinto g y, por consiguiente, pertenecerdn
al recinto G. Por lo tanto, puede aplicirseles a éstas el leorema
integral de Cauchy:

fr@a=0 y S")'(z)dz=0.

Sumando términe a Wrmino las igualdades obtenidas y observando
que las parles de las integrales sobre los arcos 8, y —8, (k= 1,
2, ..., n+ 1) se eliminan entre si, mientras que las partes de las
inlegrales sobre los pares de arcos I, —T", —, v], . . ., —yn, ¥
dan las integrales Sf(z] dz, Sj 2188 v S [ (z) dz, obtenemos:

& e —n

f1@a+ (r@at ..+ | 1@ a=o,
I -7

¥
o hien,

(r@da={1@a+... + S f (2) da.
r 1 n
Este es el resultado que se necesitaba.

10—11499
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2.6. Consideremos una funcién uniforme f (z), analitica en un
recinto G simplemente conexo. Sea z, un punto fijade del recinto
G y L’ y L”, dos curvas rectificables situadas en este recinto que
unan el punto z, con un punto arbitrario z del recinto @. Si se supone
que z, es el punto inicial y z el punto final de las curvas L y L”, en-
tonces las curvas L” y —L” formarin conjuntamenle una curva
rectificable cerrada, sobre la cual la integral de 7 (z), debido al
leorema integral, tendrd gue serignal a cero. Pero esto significa que

[1@a+ | 1@a=o,

F A o
es decir,

{t@az= {12 ds.
s’

L

Asi, pues, el valor de la integial de una [uncion analitica f (z)
no depende de la curva sobre la cual se efeclie la integracion (del
camino de integracian}, sino que depende sélo de los puntos inicial
y final de In misma. Por esla razdn, para designar la integral se
puede emplear Ia notacidn

z

{ 1@ as,

Z0
omitiendo la indicacidn del camino de integracion y sefialando sola-
mente los puntos inicial y final z, vy z.

Como el punlo z, esti fijado, esta integral representa nna fin-
cion uniforme de 3:

z
rz)= S / (2) da.

Zo

Demostremos que ésta es una funcidn analitica en el recinto G
y (ue su derivada es igual a la funcién subintegral

F'{z)=f(z}.
Como la funeibn f (z) es continua se puede trazar un entorno U
del punto z de modo que, en primer lugar, este entorno perienezca

al recinto G, y, en segundo lugar, para cualquiera de sus puntos §
s¢ cumpla la desigualdad

[f@)—7@)|<e.
Designemos mediante y alguna curva reetificable que una z, y 3

por el interior del recinto G, y mediante 8, el segmento rectilineo
que una el punto z con un punto arbitrario § del entorno indicado.
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Entonces (designando la variable de integracién con la letra 1),
tendremos:

PO —F ()= Lm}dz— froa={rwa
i v o

[ fa—1 @ g—2)
FQ—F @ 3 3
__QT_#f(z) — T =

—_—3

5 foai—y @ | a i U (O —1 @) ae
[\ &

=

L—z £

L—z
Pero para todos los punlos ££8, se tiene:
[f(@)—7(z) | <e
por consiguiente,
| 5 [f () —F (=) ae |

FR)—F(z) .__ 88
e B e =l

Como £ es arbitrario, de la Wltima desigualdad se deduce que

”m%ﬂ =/(2), es decir I’ (z)=f (z),

Lz
que es lo que se queria demostrar.
Llamaremos, cn general, a una funcién @ (z) primitiva de la
funeién f (z) en el recinto G, si ® (z) es analilica én el recinto G
v ED’ (z} =71 (2). De lo rlemo'strado se deduce que la integral F (z) =

= 5 f (2) dz es una primitiva de f (z).

Zn
Demostremos que cualquier primitiva de f (z) puede expresarse
en la forma

® (z) = Sf(z)a‘z—l—c,

donde (' es cierto nimero complejo (constante arbitraria)
En efecto, sea
F

O@)— [ [ @d~ulz y+ @ =0
Entonces tendremos:

(=D (z)—]f(z) = 0.
16+
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Por olra parte,

e . du
t

; _ du . dv
P el= = —lg-
Por consigniente,
PR .
dz  dy @z 0y
en el recinlo G, y como w(z, y} y v(x, y) son [funciones diferen-
ciables de x e y, se ticne:
u(z, y)=C v vz, y)=0Cs,
o bien,
p@E)=C+iC,=C.
Asi, pues,

b (z) = Sf(z) dz+4-C,

como se queria demostrar.
Poniendo aqui z =z, obtenemos:

4p] (ZD) =C.
Por consiguiente,

§ 70 ds= (5) — D (20)

Hemos obtenido la expresién de la integral de una funcion
analitica de variable compleja mediante una primitiva arbitraria
de f(z). De aqui se deducen numerosas ftormulas para las integrales
de las funciones elementales, que tienen la misma forma que las
formulas correspondientes para las funciones de variable rcal. Asi,

T

P 3 P zﬁ"‘ 1

e (n es un nimero entero, diferente

por ejemplo, j tdz=

de —1): 8
exp 2 dz == exp 2 —exp z}

€0S 2 dz = sen z— Sen Z;

sen z dz = COS 5y — COS 3,

Hm iy H— w By

ete.
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2.7. Supongamos ahora que & es un recinto que no es simplemente
conexo y que f (z) es una funcién uniforme y analitica en este recinto.
Fijando algin punto z, de este recinto, consideremos dos eurvas recti-
ficables L y L” que unan z, con un punto arbitrario z del recinto 6.

Generalmente, no se puede afirmar que las integrales 5 f(z)dz y
=

‘ f (2) dz sean igunales entre si.

En electo, tal afirmacién seria equivalente a decir que la inte-
gral de f (z) sobre la curva cerrada L’ — L” es igual a cero, cosa
que para las curvas pertenecientes a un recinto miltiplemente
conexo, puedeé no cumplirse. .

Designando como anteriormente la integral Y}‘ (z) dz, tomada
L

a lo largo de la curva que une los puntos z, y z, mediante 5 f (z) dz,

i
podemos considerarla de nuevo como una funcién del Iimnil.e supe-
rior de integracién:

H4
[ f(z)dz=F (2). (2.7:1)

g

Pero esta vez la funcién F (z) serd mulliforme (puesto gue sus
valores, por lo general, variaran conjuntamente con el camino de
integracién). Cerciorémonos de que en cualquier recinto g simplemen-
le conexo, perteneciente a G, se pueden elegir ramas uniformes y con-
tinuas de la Juncién {2.7:1), que seran en este recinto diversas primi-
tivas de f (z) y, por consiguienie, se diferenciardn una de otra en
constanles aditivas. Con este fin, fijemos uno de los valores de F(?
en cierlo punto z; € g, es decir, fijemos un camino de integracion
que una 2, y z¢ en el recinto @, e integremos después J (z) sobre todas
las curvas rectificables ! posibles, que unan dentro del recinto g
el punto z; con lodos los punlos posibles de este recinto, Oblendre-
mos ¢l valor de F (z) en la forma

F(z) = _[ 1@ dit | f @ ds

L {

El segundo térmnino del segundo miembro de esta férmula es
la inlegral de la funcién uniforme y analitica f (z), tomada sobre
la curva I, perleneciente al recinto simplementie conexo g que une
z,; y z. Segin el ap. 2.6, ésta es una funcién uniforme de z, que repre-
senta una de las primitivas de f (z) en el recinto g.
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Hagamos
§ 10 ds=0@).
i

Enlonces tendremos una rama uniforme de la funeién F(z) en el
recinto g de la forma siguiente:

F(z)= S f(Z)dz+q(z). (2.7:2)
L

Aqui, el primer sumando represenla uno de los valores de F (2)
vn el punto z, € g. Varidndolo de todos los modos posibles, obtendre-
mos distintas ramas uniformes de la funcién F (z) en el recinto g
que, por lo tanto, se diferenciarin una de otea en constantes aditivas
y serdn distinlas primitivas de f (z) en el recinto g.

Obsérvese que los valores de las ramas (2.7:2) obtenidas agotan

z
todos los valores posibles de la integral S,"(z) dz sobre lodas las
29
curvas del recinto G que unen el punto z, con un punto arbitrario z
del recinto g. 12n efecto, =ea A ana curva reclificable arbitraria del
recinto & que una z, con z, ¥ sea A cualquier curva rectificable del
recinto g que nna z; con z. JEntonces, tendremos:

{1@a={1@a-{i@a+{1@a={ r@uwut i@
A A S W A=) 5

Aqui A-+(—=%) es una curva rectificable del recinto ¢ que
une zy con z;; designémosla con L. La integral ({(z) dz es el valor

2
de la funciéon @ (z) en el punto z. Por lo tanto,

§i@az={r@asto,
A

L

k4
es deeir, cualquier valor de la integral 5 f (2) dz coincide con ¢l
2p
valor en el punlo z de wna de las ramas uniformes (2.7:2).
Supongamos, por ejemplo, que @ es el plano del cual se han exelni-
do los puntos 0 y o0, v f(z) = % . Tomemos por recinlo simplemente

conexo g, por ejemplo, el plano del cual se ha excluido la parte no
positiva del eje real: » < 0, y = 05 sea, finalmente, z; = z, — 1.
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Entonces tendremos:
z
3 dz d;
F )= j —+9(z), donde @(z)= S-z—z
L 1

y la integracidn se efectaa sobre curvas situadas por completo en el
recinlo g, mientras que L es una enrva rectificable enalguiera del
recinlo G que comienza en el punto z, y termina en el punio z; =
= 24, 68 decir, cs una curva reclificable cerrada.

Segan el ap. 2.6, ¢ (z) se expresa mediante coalquier primitiva

M (z) de Ia funcidn % en el recinlo g por la formula

@ (5) =D (2) —D(1).-

Se puede lomar por primitiva cualguier rama uniforme del logaritnio
en el recinto g, por ejemplo, la rama que toma el valor O en ¢l punto
z = 1. [ista rama represenla el valor principal del logaritmo:

M(zy=1lnz=In|z]4iargz.
Por consiguiente,
p(a=L@)—D(1)=Inz

F(5) = S Z tlns.
L.

Tomemos por L la circunferencia unidad %, recorrida n veces
en la direccidon posiliva o negativa. Como al recorrer una vez en
la dircecion positiva la integral correspondiente es igual a 2nd
(véase el ejemplo 3 en el ap. 1.3), resulta

S_’ii,—; 5 d‘ =:|:(S-'ii+...—|—gd7x)—-i2nn£.
[ v v

3
+ny

y oblenemos:
I {z) = luz 4 2nni.
Aqui =z es difercnte de cero; si se loma por L alguna curva recli-
ficable de Jordan cerrada del recinto & que no contenga en su interior
al origen de coordenadas, entonces a la integral {;d?z puede aplicar-

; d -
sele el teorema inlegral y obtenemos: 5—-;- = (. Asi, pues, como

n d i ey
valores de Ia integral j ?z puede resultar cualgquier entero mudlliplo
A
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de 2ni, y obtenemos definitivamente las siguientes ramas uniformes
de F (z) en el recinto g:

F()=1nz+2kni  (k=0, £+ 1, +2, £3,...).
Como la curva cerrada L del recinto G, que pasa por el punto 1.

y la curva I que une el punto 1 con el punle z del recinto g, forman
conjuniamente una curva rectificable del recinto &, gue une
z

1 conz, enlugar de F (z) se puede escribir simplemente j %" . El segun-

1

do miembro de [a formula da todos los valores del logaritmo Ln z
en el punto z. Por consiguiente,

z

" 2

j —=Lnz (z€g).

1

Aqui vemos que todos los valores de Ln z en cualquier punto z

del recinto g pueden oblenerse inlegrando la funcion % a lo largo

de las curvas correspondientes del recinto G, que se diferencian entre
si por la cantidad y direccién de recorrides alrededor del origen
de coordenadas.

En este ejemplo los puntos de la parle negativa del cje real
pertenecian a la frontera del recinto g y por esta razon se excluian.
Sin embargo, en lugar del recinto g se podria haber tomado el récin-
to g” cuya frontera cs, por ejemplo, la parte no positiva del eje
imaginario: y {0, x = 0, pudiendo repetir los razonamicntos
precedentes. De nuevo obtlendriamos el conjunto de ramas nniformes

z
. dz A y
de la integral JT' que coincide en g’ con todas las ramas uniformes

i
del Lin z, En otras palabras,
z
5 L=lnz  @eg)
1

Iln esle caso los puntos de la parte negativa del eje real serdn
puntos interiores del recinlo g’ y no se excluyen.

HMemos verificado ahora que en cualquier punto finito del pla-
no z, distinto del origen de coordenadas, todos los valores de Lin z

pueden oblenerse en forma de la integral de la funcién —:- tomada

sobre cierto camino rectificable que una los punlos 1 y 2. Por lo
tanto, la multiplicidad del logaritmo encuentra su significado en la
multiplicidad de la integral, que puede tomar diferentes valores
a lo largo de distintos caminos que unan 1 con z.
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A todo lo dicho hay que agregar atin que todas las ramas uniformes
2
de la integral S % {en log recintos del tipo g, g" u otros subreein-

1
tos simplemente conexos del recinto G) se agolan con las ramas res-
peclivas de Ln z.

FIG. 54

Para precisar, consideremos el caso del recinto g. Todas las
z
3 dz P
ramas uniformes de | =~ se expresan en este caso por la formula

(2.7:2), que toma la forma:
¢ dz ds
| T=5 Catet
1

donde L ¢s una eurva reclificable cerrada arbitraria del recintlo @,
que pasa por el punto 1. Para obtencr lo gue se afirma hay que demos-

trar que la integral E?' para cualquier curva rectificable corra-

da L, es igual a un entero miltiplo de 2xi. Limitémonos a estudiar
un case particular, que aclarard suficientemente la esencia del
asunto, Sea L la curva cerrada representada en la fig. 54. Agreguemos
a L los arcos anxiliares AB, AC, AD y AE, recorridos cada uno
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dos veces en direcciones opuestas. Resulta:

dzr dz dz | g dz dz dz
o= | 2 i s+ 3 5+ 2+ 1 2
I AalA ADBLCA ACefHA ADIEA AEecA

Aplicando a cada una de las cualro curvas cerradas, sobre las
cuales se toman las primeras cnalro integrales del segundo miembro,
v a la eireunferencia y con el centro en el origen de coordenadas, el
teorema inlegral para el cazo de un sistema de curvas (en el caso
dade, de un sistema de dos curvas), obtenemos:

dz

ji:=2na.‘-'.- 2i 4 2mi— 2mi -
L AEca
Obsérvese también que la integral S %, en virtud del teorema

AEsdA
integral de Cauchy, es igual a cero. Por consiguiente,

£ﬁ=2-2ni.
z

Hemos obtenido un entero miltiplo de 2ni. Evidentemenle, el
razonamienlo hecho es de caricter gencral.

§ 3. INTEGRAL DE CAUCHY. FORMULAS DE Y. SOTOTSKI

3.1. Sea f (z) una funcién uniforme y analitica en el recinto G y sea
L. una curva rectificable de Jordan cerradu, perfeneciente a este recinto
confunlamente con su interior g. En estas condiciones se verifica la
stguiente férmula (que es la fundamental para toda la teoria de las
funciones analilicas):

() =5 S gfff_. @t (z€ @) (3.1:1)
L

LEsta se llama férmula integral de Cauchy,
y la integral que figura en el segundo miembro, integral de
GCauchy. Para la integral de Cauchy son caracteristices dos
sintomas;

1) ésta sc loma sobre una curva rectificable de Jordan cerrada L;

2) la funcién subintegral es de la forma 2%——;_(_‘:1 (el factor %
se saca [uera de la integral), donde f (z) es una funcién analitica
en un recinto al cual pertencce la curva L conjuntamenle con su
interior.

Para demostrar 1a formula (3.1:1) describamos desde el punto z,
coma cenlro, una circunferencia v, de un radio p tan pequefio que
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quede contenida en el interior de L. Consideremos la funcién ¢ (§) =

__i_f-QL_ como una funcién de ¢ en el recinto G que se obtiene

de G excluycndo el punto z. Evidentemente, @ (§) estd definida en
todo el recinlo G y, como el cociente de dos funciones derivables,
os derivable.

Apliquemos a la funcién ¢ ({) y a las curvas L y y, cl teorema
integral para un sistema de circuitos. Resulta:

(e@a=[o@a
L Yo

o bien.

8 [ 108 @1

Yp

La férmula (3.1:1) quedard demostrada si conseguimos verificar
la relacién

5 i;%‘:—g=2m‘f (). (3.1:3)
Yo

Por lo tanto. en lugar de la curva dada L podemos considerar
en la demostracion de la f6rmula (3.1:1) una circunferencia de radio
arbitrariamente pequefio p con el centro en z.

Como de la férmula (3.1:2) se deduce que el valor de la integral

f(8)dL

5-'.——f no varia al disminuir el radio, se tiene:
r—
Yy

f@ds

ImY ;
p_,u~ f—z

J@ay (la) ds,
s

¥, por consiguiente, en vez de demostrar (3.1:3) es suficiente
verificar la igualdad

lmgj LE& _ 2mif (2), (3.4:4)
[l
I”

es decir, demostrar que para cualquier >0 existe un §(g) >0
tal que para p<<98(e) se cumple la desigualdad

’J‘ fé‘i‘if; — 2nif (2) | < . {3.1:5)

L
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dg P . ¢
Observando gue S -c_—"x= 2mi (véase el ejemplo 3 del ap. 1.3),

¥

p ; : : .
representemos la expresién del primer miembro de la formula
(3.14:5) en la forma

(4050 [ 450 | | [ Lt ]
P Yo Yo s

Como f (z) es contlinua, el médulo de la diferencia | f (L) — f (2) |
puede hacerse menor que % si |[E—z|=p<<B8(e). En eslas

condiciones lendremos:
e
2%

P . 2?’([1 =g,

[ [ -5‘—‘_%:3;—2na; @ |<
Yo

con lo cual se termina toda la demostracion.

Al aplicar la férmula de Cauchy (3.1:1) hay que lener presenle
las condiciones en las cuales se demostré y, en particular, hay que
recordar que el punto z tiene que pertenecer al interior del circuito L.
Si en la integral de Cauchy se pone algin punto z pertenccienle al
exterior del circuito L, ésta se anula. En efeclo, si el punio z esid

situado en el exterior del circuito L, entonces la funcion 1(_i)s con-

siderada como funcidén de {, es derivable en todos los puntos del
recinlo G (a excepcidn, posiblemente, del punto § = z), y como la
curva L conjuntamente con su interior pertenecen a este ultimo
recinto, segiin el teorema integral de Cauchy, la integral de ¢ (8),
tomada a lo largo de L, ticne que ser igual a cero.

Iin resumen,
1 FE) v
g | P dL=0,
L

si z pertenece al exterior del circuito L.

Sea z un punto arbitrario del recinto G y sea y, una circunferencia
de radio p con el centro en este punto y conlenida en el recinto con-
Juntamente con su interior. Segin la férmula (3.1:1), se tiene:

R S (918
(@) =55 Fs

Vo

Como la ecuacion de la circunferencia y, es
L=z peit (0.8 2n),
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la féormula precedente puede transformarse a la forma siguiente
(véase la formula (1.2:5):

2 i
f 1 f}(:-}_pe‘ej-pem-idﬁ _
@) =zm - P
0

In

T;-f i f (z+pei0) db. (3.1:6)

EEl enunciado de esta Gltima formula dice: el valor de una fun-
cién analitica en cualquier punto del recinto G es la media aritmética
(el promedio) de sus valores, tomados sobre cualquier circunferencia y,
con el centro en 2.

Hagamos la notaciéon

max| f )| =M (9).

Entonces, de la férmula (3.1:6), tendremos:
[7(z) | < M (p). (3.1:7)

Como la funcién f({) es continua en la circunferencia vy,, el
valor M {p) se aleanza en algin punto de esta circunferencia. Como
su radio puede tomarse lo mis pequeiio que se gquiera, de la desi-
gualdad (3.1:7) se deduce que en cnalquier entorno del punto z € ¢
existirin otros puntos en los cuales el médulo de la funcion anali-
lica serd no menor que su médulo en el punto z. Por lo tanto, el
mdédulo de una funcién analitica en el recinto G no puede tener un mdi-
xtmo estricto en ningun punto del recinto. Tal es el contenido del
denominado principio del médulo mdrimo, que lo completaremos
esencialmenle mds adelante (ap. 6.2) demostrando que, si
f (2) == const, el modulo mdximo no cstricto tampoco puede alcan-
zarse ¢n un punto interior del recinto.

3.2. Iinla teoria de las funciones desempefia un papel importante
una generalizacion de la integral de Cauchy, denominada i n to -
gral de tipo Cauchy. Asi se llama la integral de la
forma

4 s
m]%%@ (3.2:1)
¥
donde T' es alguna curva rectificable (no necesariamente cerrada),
¢ (%) es nna funcidén continua en T, y z ¢s un punto no situado en [,
Evidenlemente, la integral de Cauchy esun caso particular de la inte-
gral de lipo Cauchy. Precisamente la expresidn (3.2:1) se convierto
en inlegral de Cauchy si se cumplen las condiciones 1) y 2) del
ap. 3.1

Veamos algunos ejemplos de inlegrales de tipo Cauchy que no
son integrales de Cauchy:

a) A { f(zdd=
2ni 4 r—z
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donde f(2)s%=0 es umna funcién de variable real, conlinua en uu
segmenio & del eje real, sobre el cual se toma la integral. En
i

dr

X7

v

particular, sefialemos la integral de tipo Cauchy E‘:E s
—1

1 tar . c—= dc
B i 5 r—z * o) 2:1£ j )
1El=1 =1

Proponemos al lector explicar en cada uno de eslos ejemplos
por qué la inlegral correspondiente no es integral de Cauchy.

Evidenlemente, la integral de tipo Cauchy determina una fun-
cion uniforme F (3) en todo recinto G que no conlenga ningdn punto
de 1a cueva . Demostremos que esta funcién posee derivadas de orden
cualquiera (es decir, os infinitamente derivable) en el recinto G,
¥ que su derivada de cualquier orden n puede oblenerse derivando n
veces la funcidn subintegral respecto de z:

ik l [ d (S0
F (2 }-2,‘1 (g“fﬁ)nﬁ,. (3.2:2)

La demostracién la haremos por induccién., En virtud de la
definicion de la [uncion F (z) = F9 (2), 1a formula (3.2:2) es valida
para n = ( (recuérdese que 0! = 1). Supongamos que la férmula
{3.2:2) ya estd demostrada para un entero n no negativo, y demos-
trémosla para n -+ 1. La demoslracién ge hard caleulando direcla-
mente la derivada de ™ {(z), es decir, hallando el limite:

F () — F (3)

lim 2
Z —3Z

-z
Tomemos un circulo cerrado A: | 2" — z | < 9, perteneciente al
recinto G. Sea & > 0 la distancia enire su circunierencia y la cur-
va I'. Supongamos que K: |z | << H es un cireulo con el centro en
¢l origen de coordenadas que conliene en su interior tanto al circulo
I como s la curva T. Para un punto z° € k, se Lliene:
Jem (z)’  m (z} =5 5 P )(‘a'—z’nﬂ“‘fg —u g+ dr

9 (L—2)"+i ([—2z")n+1 o

o bien, haciendo {—z.=¢, 2’ —z=h y, por consiguiente, [ —z' =
=t—h:

F @ i)y—F () ml E—RP e =R
h T 3 ¢ (C) 1+ (g — R dg.

(3.2:3)
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Queremos demostrar que la expresiéon (3.2:3), cuando h—s 1),
tiende a un limite igual a

+ 1)l it 1! e A e !
P (2) = <ﬂ2.m) 5 {gl\_{&i);;g — ("j,_“) 5 PO e dl  (3.2:4)
I r

Congideremos la diferencia
Fit) (54 hY— Fo) ()
. 2

v ) -

ti—R)r L2 (=) e — (g e ) (RN
.al"u ( ( } 1R pyPEe ¢ dg =

nlh S[P@) (=R - [ (E— Y [ E—R) =1 [ 1P 7=t ) (£—H)" d.

= 2 n+3 (g._ k}n-{-!
1

(3.2:0)
En nunesiras condiciones

2R > |t|=|E—z| =8, 2= |t—h|=|{—2"| = 6.
Supongamos que p.:m{'.:\xltp(gﬂ v que % es la longitud de I

de (3.2:5) obtenemos:
‘ Finy [z—|—k)——ﬁ'<"') ()

—v()|<

- nt|k) (ZR)"+2(2R}“+3(23)"+- --I‘(l'l-f'i)(zl’f)""zL
= g5 §2nTa .

Pero, evidentemente, el segundo miembro tiende a cero cuando
h—>0. Por consiguicnte,
lim £ (24 B)— Fun (5] F‘""’l'(z) P (2) = (n+41)! 5 ((I‘ (L) di

i & B T— ez

con lo cual se termina la demostracidn.
Del teorema demostrado se deducen unas consecuencias impor-
tanles:

a) Toda funcién de variable compleja, analitica en un recinio G,
es infinitamente derivable en este recinlo.

lEn electo, sea f (2) una funcion analitica en el recinto G; supon-
gamos que z, es alglin punto, de este recinto y que y es una eircunfe-
rencia con el centro en el punto z,, perteneciente al recinto & conjun-
tamente con todos sus puntos situados en el interior de y.

Aplicando a f (z) yayla férmula integral de Cauchy, obtenemos:

1@ =g | Lo (3.2:6)

v
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Asi, pues, f (z) se representa en ¢l interior de v por la inlegral de
Cauchy (y, por lo tanto, por la integral de tipo Cauchy). De aqui,
por lo demostrado anteriormente, se deduce que f (z) es indefinida-
menle derivahle en el interior de y y que

1 o : .
1 (2) =%§ S (f;i(:)]ﬂudg (n=1,2,3,...). (3.2:7)
v

Claro, ¢n los razonamientos expuestos, en lugar de la circunferen-
cia y se podria haber Lomado wna curva rectificable de Jordan cerrada
arbitraria L, perteneciente al recinlo G conjuntamente con su inte-
rior g. Euntonces, para cualquier punto z € g tendremos:

1@ =g § et 8ma  @=1,2,3..). @28
L

b) Las derivadas de cualquier orden de una funcion f (z) que es
analilica en un recinto G, también son analiticas en esle recinlo.

listo se deduce de que, segiin lo demostrado, cada [uncidn
Ji (z) es derivable en el recinto G.

e) Teorema de Morera Tode funcion [ (z), uniforme
¥ conlinua en un recinto simplemente conere G, tal que la integral
de [ (z) tomada sobre cualquier circuito triangular A, situado en el
recintn, es igual a cero, es analitica en este recinto.

De las condiciones del teorema se deduce que la integral de
f (2) sobre cualquier circuito poligonal, perteneciente al recinto G,
v luego, sobre cualgquier circuito rectificable cerrado, es igual
a cero (compdrese con la demostracién del teorema integral de
Cauchy). Por Jo tanto, el teorcma de Morera es el reciproco del
teorema integral de Cauchy.

Para demostrar el teorema examinemos Ia integral

5 f(2)dz=F (2).

En victud de lo dicho, ésta representa una funcidn uniforme en el
recinlo Gy pueden aplicarse todos los razonamientos del ap. 2.6,
segdin los cuales 7 (2) es una funeidn analitica, cuya derivada coinei-

de con f (z):
F'(z)=1(2).

Pero acabamos de ver que la derivada de una funciGn analilica
también es analitica. Asi, pues, f (z) es una funcién analitica y con
esto se terminn la demostracidn.

d) Volvamos a examinar la férmula (3.2:7) y hagamos en ella
z = zy {2y s el eentro de la civennferencia y). Si p e el radio y
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y M (p) = max | f (z) |, entonces para ¢l médulo de la derivada
¥

de orden n en el punto z, resnlla la signienle cola:

; _nl M (p) . ' M (p)
|1 (a0) | < gy 2mp =252

lividentemente, este resultado es vilido también para n =0
(en este caso sc obtiene la desigualdad conocida (3.1:7)).

Asi, pues, en cualquier punlo z del recinto G se verifican las
desigualdades

| jov (zﬂ-gn!%(g (n=0,1,2, ...). (3.2:9)

Aqui p designa el radio de una circunferencia arhilraria p con el
centro en el punto z, contenida en el recinlo G conjuntamente con
todos sus puntos interiores, y M (p ) es el miximo del médulo de la
funcién en y. Las desigualdades (3.2:9) desempefian un papel capi-
tal en la teoria de las funciones. Estas se llaman desigual -
dades de Cauchy.

La cota dada por las desigualdades (3.2:9) para n v z dados,
depende de la magoitud p, que se puede tomar arbitrariamente
entre los Ifmites 0 << p << A, donde A esla distancia desde el punto z
hasta la frontera del recinto G.

Cuando se necesita una cota mis exacta, se busca el minimo de
| :
la funcién p—(nm ¥y so toma precisamente lal valorde p para el

cual esta funcién lome el valor minimo. Para ilustrar esto, suponga-
mos que & es el cirenlo unidad | 2 | << 1, y que el punto z en el cnal
se acotan las derivadas es el centro del circulo z = 0, vy, finalmente,
que M (p) = max | f {z) | salisface a la desigualdad

Izl=p

4
M{p)< ="
lintonces, por la desigualdad (3.2:9), so tiene:
” 1
PO <l s O<p<1),
y para obtener la cola 6plima se debe buscar el minimo de la funcién
m , 0 sea, el maximo de la funcién (1 — p) o en el intervalo

(0, 1). Aplicando las reglas corrientes del cdlculo diferencial halla-

cemos que el extemo buscado se alcanza para p = n_’;i

a (n4-1) (1 —}~—:—)ﬂ << e (n + 1). Por consiguicnte, para cualquier

17—1189

v esigual
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n=1,2, 38 ...80 tigne:
[F™ (0 | <Le(n4 1)L
En el caso particular, [cuando ,f(z}:-ll—z (esta funeién es

analitica en ¢l ¢irculo unidad, y para ella M(P)zi_i—[;) , median-
te un eilculo directo obtenemos:

j(nn (Z-) e El__%!‘ﬁﬁ ¥ f[nl (0) — ”L

La importlancia de las desipnaldades de Canchy consiste en que
permiten sciialar cotas para las derivadas de una [uncién analitica
(no importa que scan elevadas) basindose en el solo conocimiento
del valor miximo del médulo de la funcién M (p).

Fijundo p << A en las desigualdades (3.2:9), escribamoslas en

la forma
Y w] _ YR
I/T—'<*p—"-

Como lim "M (p) =1, de aqui seo deduce que
P

)

ATEICTNPR!

TS
{la notacién lim designa, como ordinariamente, el limite superior
de nna sucesion de nimeros reales).

Como en esta desigualdad en lugar de p se puede tomar cual-
quier nimero positivo menor gque A, pasando al limite cuando
p — A obtenemos:

— T T \
A=lmy/ U0 L (3.2:10)

Esta desigualdad, denominada desigualdad de Cau-
chy-Hadamard, muestra quo la magnitud A, que deponde
de los valores de las derivadas de la funcién analitica en un punto
del recinto &, estd ligada eon la distancia A desde esto punto z hasta
la fronlera del recinto. Ista ligazdn se expresa en gue el ndmero A
no puede sor grande alli donde A es grande, es decir, donde la [ron-
tera del recinto de analiticidad dista mucho del punto z. En parti-
culav, para las funciones cnteras, es decir, para las funciones que
son analilicas en todo el plano, donde el Ginico punta frontera del
recinto esti en ¢l co, A = oo para cualquier punto del plano y, por

S 1 .
consiguiente, = 0. Por esto, para las funciones enteras, en cual-
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quier punlo del plano se tiene:

lim |, __lf‘“’;t*’)l=u.
n

s OO
Como ejemplo, tomemos f(z) = expz. Aqui fi™ (2) = exp z
para cualquicr z, y, por consiguiente, | /™ (z) | = |expz | = e,

Por olra parte, si k& = [i:—] (la parte entera de ;) se tiene,

ke
Menn—1)...n—k ) >&" y Vii>k %3 VE Por lo
tanto,

-
ST M (23 1 "
'/” ,,g(z” < —t = — para n—> co.
V[%]

[Zmpleemos el hecho, demosirade en el presente apariado, de
gue la derivada f° (2) de wna funcién analitica es también analftica v,
por consiguiente, continua, para obtenerlaregla de sustitu -
¢cién de la wvariable en las integrales
de las funciones complejas.

Supongamos que f (z) es una funcién analitica en el recinle @
y sea L una curva rectificable, situada en este recinto, La [uncion
w = f (z) transforma la curva L en una enrva I' que también os reeti-
ficable. En efecto, siz = A (£), & < £ < B, es la ecuacion de la eur-

=

va L, enfonces la ccuacién do la curva I tendrd la forma
w = {[A{}].

Considerando una particién arbitraria del segmento [e, B] por los

puntos ty=a, £, ..., t, =p y haciendo z,=2a(), wi==f M (L)
hallaremos:

n—1
S wppg—wy] =
Ge=tl
| 2741 | a—t Tirt
- EI { /' Gyds|<max| /' (3] 3 { 1dz|<max| 7 @] 10ng. L.
=0z, ) i j=n E'J.

de donde se deduce que la curva T' es rectificablo.

Demostremos que para cualquier funcién @ (w), continua en T,
se verifica la férmula ; [

5 D (1) dw = 5 @ [/ (3)1 1 () dz. (3.2:11)
i L

1i*
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que expresa la regla de sustitucion de la variable bajo el signo inte-
gral.
Para demostrarla, consideremos las sumas integrales cuye limi-

te es igual a la integral jfb(w} dw. Se ticne:
T

n—1 n—1 it
20 @) wm—w) = J O ) | 1 (2)da.
1] 0 5

Por otra parte, la integral Sd}[f (z)] ' (z) dz puede representarse
I

n—1 41

eu la forma E } D (f(z)) J' (z) dz, y, por cousiguiente,
i £y
n—1
D@ @) wim—w)— | O @17 @ ds=
0

L

-

n—

i1
=2 | (QUGEHN—@ @Y ] (=) da.

o

Con una particién del segmento [«, B] suficientemcnte menuda,
todas las magnitudes

max | D [f (z)]—=D[f (2)]]

l.l's 41
s¢ pueden hacer menores que cualgquier & Haciendo luego la
notacion M= m:.\' | 7' (z) |, obtenemos:

n—1 Fjrt

|3 | @uen—ouenr @a|<
0 t;-

n=1 “i+t

< Me 2 j |dz) < Me-long. L,
a z
]

por consiguiente, las sumas integrales

n—1
? D (f (w)] (wi1—w))
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tienden al limite

fou@r @ e,

1,
oy

cuando la particién del curva T' disminuye indefinidamente.
De aqui se deduce la igualdad (3.2:11).

3.3. Aqui nos dedicaremos al problema de los valores [rontera
de la integral de tipo Cauchy. Los resultados fundamentales reforentes a esto
fucron obtenidos por ol matemdtico ruse Y. Sojotski en el afio 1873 *). Esta
cuestion, en las hipitesis més generales respecto de la curva (que se supone rec-
tificablo) y de la funcién (que se supone sumable en el sentido de Lobesgue).
se estudid en los trabajos de V. Golubiev y Privdlov **).

En las obras do Mugjelishvili y su escuela so han tratado las aplicaciones
de la integral do tipo Cauchy a los problemas de mecénica y sobre todo a la
teoria de la elasticidad ®%*).

L f{g)dr

Supongamos primero ¢gue F (z):m q es una integral de Cauchy
Entonces, en el recinto g gue es interior a la curva L, # (z) coincide con f (z),
la cual es analitica en todos los puntos de un recinlo G gue contiene n L ¥ a g.
Por esto, si {, es algiin punto de I, entonces F (z) = { (z) tiende al limite f (&)
cuando z tiende a £, por el interior de L. En el exterior a L la integral de Cauchy
so anula (véase el ap. 3.1). Por esta razdn. cuando z tiendo al punto & mantenién-
dose en el exterior de la curva L, la integral de Cauchy tiende al limite cero.

En resumen, para la integral de Caunchy, en cada punto , de la curva L
existen valores frontera, iguales a f (&) por el interior a L ¢ iguales a 0 por el
exterior a L.

Consideremos ahora la integral do tipo Cauchy 2-%5 g‘_{;: dt bajo

ot s 7
las siguientes hipdtesis particularos:

*) 06 ompe;iclIeHENX HATerpazax n Gyukuunx. yuorpefimemux npm
pazaereREAX B prjul. Coungenue JO. Coxomnkoro, GG, 1873 (Y.Sojat-
s k I, Sobre las integrales definidas y las funciones que se emplean en los desa-
rrollos en series).

**)1. B. B. Tony 0 e n, Ojyrosgayyite amaantaiecrue GYARINA ¢ €o-
BEPICTILIM MUOARCCTBOM ocoGux vouers, M., 4916 (V. G 61 u b i o v, Funciones
uniformes analiticas con um conjunto perfecto de puntos singulares).

2. M. M. T pnwaanos, Huterpan Cauchy, Caparon, 199 (I. Priv 4 -

I o v, Integral de Cauchy).
3. M. U.IT pn » a a o8, I'paHmmece cpoilicTBa OO YNAIX AN TAMECKIX
yagnmit, Cocrexmamar, 1950 (I Priv d 1l o v, Propiedades de frontera de las
unciones uniformes analiticas).
*##) {. N. Musjelishvili, Applications des Intégrales ann]n%luos
;&Bczt;lles de Cauchy & quolques problémes de la physique mathématique. Tiflis,

22H. N Mycxeuanws nan, Couryaapimie ninrerpansise” ypanionsa
(Cpavnyubie 3uaa<n TeOPIH QYHEIMA N HEKOTOPIE WX UPIIOKOHAH 1K MATCMATHE=
yeckoll guansxe), M., @asaarrns, 1962 (N. Musjelishvili, Singular
integral equations. Boundary problems of function theory and their application
to mathematical physics Dep of supply and Development, Aer. Res, Lab.,
Melbourne, Australia, 1949, Noorﬂhoé‘, Groningen, 1953).
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u) ¥ es una curva rectificable de Jordan,
I L funcién ¢ (L) es analitica en ciexto ontorno de cada punto de la curva .

Demostremos que on estas condiciones también oxisten dos valores fron-
tera de la integral on eada punto T, € y, distinto de los extremus de L. A dife-
rencia del caso de la intogral de Cauchy, estos valores no so expresaran directa-
mente mediantoe @ (). No obslante, la diferencia de ellos ¢n el punto £, sers
igual a @ (L) (tomando adecuadamente uno de cllos por minuendo y ¢l otro
por sustraendo). Por consiguiente, aqui se observa la misma fey quie en el caso
de la integral de Cauchy, dunde 1a diferencia entre los valores frontera interior
y exterior es igual a f (&) — 0 = § (&)

Para la demostracidn, tomemos un entorno I del punte I, de modo gue
Ja funcién g (z) sea analitica en U, y tracemos una circunierencia € eon ol centro
en Lo, contenida en U y de un radio tan pequefio que entre los puntos de la curva

FIG, 55

E que preceden a &g ¥ que siguen despuds de &, (en direceidon de la integracion),
ayac{mntns si!.uaﬁ?m en C. Entonces, partiendo del punto {5, primero en diree-
cion del recorrido de la curva + hasta el primer punto B de inferseccion de y
con la circunferencia €, y después desde el mismo punto £, en dircecién contra-
ria, también hasta el primer punto A4 de interseccion de y con la circunferencia
€, obtenemos nwn arco 4B < y gue contiene al punto f, ¥ pertencce al interior
de C, a excopeion de sus extremos A y B situados en €. Los puntos 4 y B di-
viden a lu circunferencia € en dos arcos AaB y AbB, que junto con ol arco 4B,
perteneciente a y, formun dos curvas de Jordan cerradas y, (4 8ad) y y2 (ABbA),
con las partes interiores g, y g2, situadas dentro de € (fig. 55)-

Obsérvese quo Jas dosignaciones se han adoptado de modo que el recinto ﬁ'
quede a Ja izquierda del observador que se mueva sobro AR en la direccion de
la integracion, y ¢l recinto g, quode a la derecha del mismo. Supongamos ahora
que el punto z € gy tiende al limite ;. Como z estd situada en el exterior de la
curva ys, la cual, junto con su interior g;, pertenece al recinto U, donde la fun-
cién ¢ (I) es analitica, segin ol teorema integral de Cauchy se tiene

1 )
2ni 5 [—z H="
V2

€ sed,
Ll‘w—;}d; L(‘F(Qdi_

b3
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De agqui se deduce que para los puntos z¢€ gy el valor de la integral

s e b (20 dE
5‘(-)—%3 Tz "
¥

no varfa si en lugar del arco «2 se ofectia la integrucién sobre el arco de
la circunferencia AbR,
Asi, pues, en el recinlo gy se tiene:

P () 9 (2) g ;
F (@) =5 f e (3.3:1)
v+AbR
donde ' se obtiene de g eliminando el arco AB.

Pero v - ADB es una curva tectificable (que puede no ser de Jordan) y,
por consiguiente, la integral (3.3:4) es wna integral de tipo Cauchy que, en
virtud del ap. 3.2, tiene que representar una funcidu analitica @, (z) en cualquier
entorno del punto Ip que no contenga puntos de la eurva ' + 4 8H; en los pun-
tos de oste entorno que perlenecen a gy, como muestra la igualdad (3.3:1),
My (3) coincide con F (z). Por consiguiente,

lim £ ()=lim &y () =0; G =3 | LEE . @ay
280 2—La R s—to
B 28 PAbIE

el mismo maodo, para los puntos del rocinto gp podemos vscribir:

v 4 P () g o
F@=y5= = (3.3:3)
V+AeB
donde la integral de tipe Cauchy que figura en ¢l segundo miembro representa
en un entorno de L; una funcién analitica @5 (2} que coinecide con F (3) en los
puntos de este enlorno pertenceientes a ga.
De aqui se deducs que

lim # (5} =lim ©; (z) =g (.;o)=2“i_. -'-‘lﬁ)ci : (3.3:4)
:—:;o 2=2fyg L [l €]
II0a B2 Pal

Por lo tunto, queda demostrado que exisien dos valores frouters de la
integral de tipo Gauchy en un punto arbitrario ¥y de la curva rectificable y so
han hallade sus valores (3.3:2) ¥ (3.3:4). Uno de ellos, el que correspande al

—
caso en_ que z tiende a Iy por ¢l reeinto gy contiguo nl arco AY < y hacia la
izquierda segun la direccidn de integrucign. lo E‘Iamaromos valor frontera de
la izquierda, y el otro, valor frontera de la derecha; los designaremos mediante
Frte) (3.3:2) v Fu (L) (3.3:4), respectivamente.
o las formulas (3.3:2) y (3.3:4) s¢ deduce que

: nda. 1T gd
Fr (60 —Fp (G0) = por LEE e e
AbB—Aal [

Dehide a las hipdtesis hechias, da integral obtenida es una integral de
Cauchy, formada para la funcién ¢ {(z) ¥ la circunferencia €. Segin la f6rmula
integral de Cauechy, su valer es igual a g (Z;). Resumiendo,

Fr{o)—¥Fo L= (Lo (3.3:5)
que es lo gue se alirmaba.
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Comve ejemplo, consideremos la integral de tipo Cauchy

1 dz
F(:)=E_T{§ I e
A

donde A representa ol segmento del eje real — 1 < = < 1 (la integracién se
efectiia en la direccién del crccimiento do z), y tomemons para mayor sencillez
Lo = 0. Aqui @ (£} = 1 es una funcién analitica en tode ¢l plano. Por consi-
guiente, no hay ninguna restriccién para elegir la circunferencia € con centro
on 0, sin contar la imica condicién de que en € tienen que estar situados todos
los puntos del segmento A que precedan al punto 0 y los que sigan después.
Tomemos por € la circunferencia wnidad. Entonees el arcp A4 coincidira con
totlo el segmento A y los arcos do la circenferencia 458 y AeB serdn las semi-
circunferencias inferior y superior, rospectivamente.

En la férmula (3.3:5), para la diferencia de los valores frontera de la inte-
zrul de tipo Cauchy tendremos que tener:

Fy(0)—Fp (0)=rp (0)=1.

En cuanto a cada uno de éstos por separado, la fdrmula (3.3:2) da:
an

. I I e

nO=gm | F=m| =7

AbR 19
y la formula (3.3:4):

0

o A g 1 ¢ a1

FoO=z7 S z —mg 40 g
Anf) T

3.4. En lo que se refiere al resultado (3.3:5) obtenido en el apartado pre-
cedente, so puede hacer una ohjecién esencial de que éste se ha conseguido supo-
niendo que la funcidn @ (1) es analitica, mientras que en las aplicaciones sucle
ser frecuentemente importante el caso en quo (£) no_es una funcién analitica.

Debido a esto daremos aqui otra demostracién del mismo resultado. que
a lu vez dard lugar a unas féormulas importantes para F; (5,) v #5 (o), distintas
de las formulas (3.3:2) ¥ (3.3:4).

Sea y, como anteriormente, una curva rectificable de Jordan y supongamos
guo ¢ (%) es una funcién continua en ?1 Considerando a { como una funeiin

e la longitud del arco s, medida desde ¢l punto inicial de y:

F=A{s), 0<<sCl (I cs la longitud de vy),
supoitgamos que en cierto punto Lo = A (s} (0 << 5o << I) existe la derivada

L7 (s), siendo ésta finita y no nula *).
Supongamos ahora que existen unos nimeros K = 0 y o = 0 tules que

19 @ —q (o) | <K |E—50|* (3.4:1)
Facilmente so observa que en estas hipbtesis la inlegral impropia
_ 1 {e@—ekd . gy
fu——z'l'ﬁr' 5 —?;;——d: (3.4:2)

*) En la teoria de funciones de wvariable real se demuestra que en todo
el intlorvale (U, ?), a excepcidn, pogiblemente, do un conjunto de medida nula,
existe A" (s} y | A" (s) | = 1. Véase, por ejemplo, Ch. de la Vallée Ppussin,
Cours d&'analyse infinitésimale, Vol. I, 10% ed., 1947.
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ey absolutamente convergente. Para cerciorarse de esto, convengamos en desig-
nar el arco de la curva y que corresponde a un segmenlo determinado de varia-
cién de la longitud del arco s: @ <s < b, con la notacién e, 5]. Entonces,
para cualquier arco [«, 5] que no contenga al punto ; (supungamos, para preei-
sur, que sy << @ << b), en virtud do (3.4:1), tendremos:

. P (E)— (Lo) K 5 ot

M e =2 UES S ETS
[a.b] fa, b]

E—lo

LAt 11

Por la hipélesis, lim
S8y

= | A" (s} | = 0 de donde se deduce gue

t—%
58—
%EE—D‘>‘;F’—- Asi, pues, E:E“‘}c:ﬁ-ﬂ para todos los puntos §¢y.
De aqui se deduce que ¢

| O 2 U IR
B A o
a,

i .
‘>?I»V () | pava |f—Lo|<<pi si [L~C |2 p, entonces

<K (s—s) lds=

S i -4

MO
. g b—t—le—s®
o
cnando a y b=—>sp. Por lo tanto, la integral (3.4:2) cs ahsolulamente con-
vergente.
Considerando !a integral de tipo Cauchy

X 1 &) .
FO=gr | 25w
v
representémosla en la forma
1 P —9 &) . 1 ¢ (Zo) i,
PU=y § St gy L (20 g Wed)
w v
y demostremos que
; 1 L) —o o) , ;
J -5 | ———==di=1,. 3,414
:g:{o TH 4 e—32 4 . (

Ac%)ui se supondrd que s tiende a {, manteniéndose en el interior de un dngule
arbitrario g, de magnitud menor guo 20 < x, con ol vértice en el punto &
¥ cuya bisectriz coincide con la normal a la curva en este punto. El modo en
que z tiende a {o se caracteriza diciendo que sfiende por caminos no fangentes
a y». En particular, quoda satisfecha esta condicion cuando el punto z ticnde
a {p por la normal a y. Ficilmonte so observa que en un entorno del puntu I
sulicientemente pequerio ningin punto de la curva y cacrd en el interior de un
dngulo fijado g (v tampoco en el interior del dngulo opuesto al misme). En
efeclo, supongamos lo contraviv. Entonces tiene que oxistir una sucesion de
puntos &, = & (sp) € v. situados ¢n cl interior de gy {0 en el interior del angule
opucsto al mismo) que convergord a fo. Se puodo suponer también que {s, )
¢s convergente, es decir, que lim g, = s', de donde se deduce que lim g, =
fi=p00 N=400
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= A (s"). Pero, por otra parte, lim {, = Lo = A (s); como y es una curva_de
o= OO

Jordan (y {o es dislinto do sus extremos), sacumes la conclusion de que s* = 4.

Por lo tante, las direcciones de los vectores b, — &y licnen que Lendor a la

direccion tangente en el punto f, ¥, por consiguiente, todos estos vectores no

puedon quedarso en el interior del angule €0,

Sea 0 un nidmero que satisface a la condicidn 0 = 8 {%; fijemos 0y,
0 << 0y == % y consideremos un entorno |z — & [<C p lal que ningin punto
«de In curva y situado en este entorno pertenczea al dngulo gy, (¥ tampoco al

]

FIG. 56

-Angule opuesto al mismo), y sea g5, , la parte del dngulo gg que pertencce al

-entorno indicado, Prolongando v desdo ¢l punto £, en dos direcciones hasta los
primeros punlos A y B do interseccisn con la circunforencia |z — 20 | = p,
so abticne un arco
= [fg—e', s+u"|C ¥,
Evidentomente, para cualesquioca puntos z€gq, , ¥ L€0,, lendremos:
lz—3
-'—__-‘_—'-f-l]_ < cosec (0p—10)
1“5

{lig. o6y, por lo cual,
A=

_— PE—w o) L. _
fo— 5 j t—z dsl -
3 -

4 i
=‘ Sl S [0 (8} — @ (Z0)] ‘?’_E?{;—'d‘s <
v

— o)
1 . . Lo—z "
4\-_;',? S [fP(s}——'P(w)]md;l—i—
¥-a,
+C-0990(0u~—0)% S 1?%&‘&\'til+iz.
3,
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Si & es un niimero positive arbitrario, se puede supuner que p es tan pequeiio
& o ¥ -
que iz resulte menor que 7; fijomos este valor de p. Obsérvese ahora que la

distancia 8, desde el punto g, hasta el arco y — g, es positiva; por lo tantn,
1E—tol>2d >0 a r;E‘\,r—(‘}n Y It—z{>=8 — |t—z]| Yor esn
razén, si |z — & | <2 ==, so liene:

-4 fp—:2 * * .
:.q;"“”—aﬁL S | () — (Zo) | ds <.

L

<L [ @—o 6o
4

de donde, para todos los puntus z suficicntemente proximos a &y resulia;
3 s 1= :
iy <7 5 Asi, pues A < » para todos los puntos 2 suficientemente prdsimos

a Lp y pertenecientes a go,p, ¢s decir, queda demostrada la rolucidn (3.4:4)
para ¢l caso en que z tienda a {g por caminos no tangentes a y
Consideremos ahora la segunda de Jas integrales del segundo micmbro de
la igualdad (3.4:3). Evidentemente, ésta ¢s una integral de tipo Cauchy con
una funcién constante y, por consiguiente, analitica ¢ (§} (= ¢ (§;)). Ademas,
representa @ (Lo} Ln iz i , donde P ¢s el punto iniciul y @ ¢l punto final

de la curva 3. No obstanle, no utilizaresnos esta Gltima observacitn, pero apli-
caremos los resultados del precedente apartado, segin les cuales

1 'p (Lo} A | p (L) Ay 4
h (Cﬂ)—_" i S W‘ fD('gn}—zT S ‘:_;0 . (J, 5}
P +ALR V-+Aal

Conlronlando (3.4:3), (3.4:4) v (3.4:5), sacamos la conclusion de gue en
las condiciones referentes a g, ¢ (5) v & € 3, enunciadas on este apartado, oxis-
o

ten los valores frontera ¥y (54} ¥ Fp (Go) de la integrul de tipo Cauchy, expre-
sadas por las férmulas:

T ) —q(Ee) 5, 1 ¢ (Co) 45 "
I8 = T 5 —hgTd‘,T PET S -‘;T';O_ s (3.4:0)
v

PALR
1 (L) — o (La) e 1 i (Lo) do i
Pt S 4G 4y I i LG s
2ni b—3so 2ni A t—&o
ydald
Restando términe a término (3.4:7) de (3.4:6), obtenemos:
i . (Zo) d& b
F1 G} —Fp (o) =57 S %:w;o). (3.4:8)

le—tol=¢

Hemos obtenido esta [drmula, quo coincide con la fovmula (3.3:5), sin
suponer que la funcion ¢ (¥) sea analitica.
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Transformemos (3.4:6) y (3.4:7) a una forma mds simple; precisamente,
escribamos (3.4:6) del modo siguiente:

£, (;o}__zﬁiﬁ_ ¢ ) —9 (Lo e+ 2; 5 m(;)cztgn(za) e
(1)

E—2Co
e
1 P &) ., 1 9@ 51 P () dt
+oar | T Rt =
v AbB hy
1 i (D)~ (£o) 1 @ (Lo .
tae § S ey § 2w -
a bit

1]

Cuando p -» 0, la segunda de las integrales del segundo miembre de la formu-
la (3.4:9) tiende a cero (debido a la convergencia de la integral (3.4:2), estable-

cida anteriormente). La tercera integral puede eseribirse en la forma -%;:?)
Var Ln (f — &) ¥, como Ln (L — &) = Inp - i Arg (£ — tu), coincide con
Apn

P o) + > @ (Lo} long ABB

g S Arg ({— o) =35> o .
I'eru, segidn lo anterior, sl arco o, € y con los extremos A v B puede encorrarse
en angules opuestos arbitrariamente estrechos con el vérlice comin £, cuya
bisectriz coincide con la tangente & y en el punto y. Por esta razém, cuando

p — 0, los puntos A y B tienden respectivamento a los dos puntos de inter-
seccién de esta tangente con la circunferencia |f — &, | = p. do donde se

deduce fue
1 P (L) 2 _ (<] 7 (o)
[ —_— 7 = —«2— %

lim ——
prlh 2700 £—&
AR

2

Cumo el primer miembro de la [6rmula (3.4:9) no deponde de P, sacamos
la conclusién de que exisle también

A
i e 5‘_‘—‘2(3& . (3.4:10)
5
i : medi 1 [e@a
quo designaremoes mediante o) j =t )
-4

*} Obsérvese que, en general, la integral —1— M es divergente.
2mi t—%
l.a notacidén —2:1—‘ ____xp;{:,) f“’ se ha admitido solamente para designar el limite
-4

(3.4:10), cuya existencia se ha establecide. Este limite se llama valor

1 SEIP_(%:)_d; (en ¢l sentido de
=0

principal de la integral 5—
Y

Cauchy).
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Asi, pues, ohtenemos definitivamente:

. 1¢ a4 . )
f’:(Co)-*mS %’—-F?'P(w (3.4:14)
De aqui y de la fdrmula (3.4:8)vsa deduce que
; 1 ¢ a4, .
Fo (=57 S %%—7 @ (Lol (3.4:12)

Estas formulas, que tienen importantes aplicaciones en la mecdnica, fueron
obtenidas por primera vez por Y. Sojotski en las condiciones mismas del presente
parrafo, por In cual, e Haman férmulas de Sojotski.

3.5. La férmula de Cauchy puedo obtenerse como un caso particular de
una férmula mds general, que es vilida para funciones, generalmente, no anali-
ticas.

Sea A wn recinto limitado por un mamere finito de curvas clementales de
Jordan cerradas: T (el contorne exterior), yy, . . ., ¥, (los contornos interiores):
F (z) = P (x, y) + iQ (zr, y) es una funcidn continua con derivadas parciales
de primer orden en el recinto cerrado A. Entonces, aplicando la férmula de
Green, obtenemos:

S F(z}r}z--é S F{:)dz:S Pdz—Qdyi 5 Qdz4 P dy—
T 'ml‘y‘, T T

3 [fraewss §oseara]- | [—(Hr4)

=1, 7
P a0 , oF ael
+1 (?—-@)]dmy:z; SSW‘#&‘" 3.5:1)
A

{aqui ZT!‘ es la derivada formal, véase el ap. i.B) . Fijomos z5€ A ¥ excluy-
z

amos de A un entorno iz-—s“(_s cuyo radin sea menor que la distancia
desde zg hasta la frontera del recinto A, Oblenemos un recinte A, cuya lron-
tera consta de T, Y4, -.., Yo ¥ de la circunferencia yg:|z—z|=e. Apligue-

mos la férmula (3.5:1) a la funcién ® (z)=

I
i obtendremos:
=z

n
e F(z) dz F(z)dz F(z)dz
i z—7zg El S E—2n “ 1—2p =

=1 Ve

Ezg&.;%[zi—(%]ﬁdv=za§5[f;_;'z_i_z;+
[

AH
a 1 ar 1
F —_— —— =2i e
a
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il 1
( 4 [———~ =, pucsto que 1 es una funcién analitica on ol

dz \E—1 z—zg

recinto L\._) E

Sig— . se tiene:

v = " A
fim [ £EL _oniry,  im H L I Y
Lo I g0 dzg %o
Ty a,
=H ol "_ dz dy
< dzy T4
A
¥, por consiguiente,
b A CF@d 4 ¢ Fe)a
(Fo} =73 5 z—zp =) 2ni | Tz=x
T i=1 v;
| g" ar 1
i) d 3,50

I'sta es la formula general huscada. En ella, la suma de las integrales de tipe

Cauchy
n
1 F(z) dz 1 F{z)dz N
2ni 5 2—5_2 AT S Pt 4C0)
T J=1 ¥;
es una funcién analitica do z;.
Por consiguionte, la funcion
. 1 aF 1
Flzg) = (20} = o Y ‘ ——

4 =2z
A dz

dx dy

al igual que # (zg), o5 continua junto con sus derivadas parciales de primer
orden en el recinto A ¥

Kl 1 Y aw 1 'I 8 o ar
| LAY — - —drd = |F {z3) — 1 (z ... 7
3z [ n [ gz i—zg v P [ (z0) — 4 (zq)] -

Cuaudo F(zg) es una funcién analilica on el recinto A, la derivada formal
-i =0y la formula (3.5:2) se convierle en la férmula integral de Cauchy:
dz

n
= 1 F(z)dz F (=) dz
F iz =5 T z—z.,____Z‘:J a—zp
= i
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§ 4. SERIES DE FUNCIONES Y PRODUCTOS INFINITOS
4.1. Sea

fo@+h@+ @+ . +fa@ .. =D fald)  (41:1)
o

una serie de funciones de variable compleja, definidas en un con-
junto infinito de puntos E. Designemos con S8, (z) la suma parcial
de los primeros n-+1 términos de la serie:

Su@=Ff@+HE+. ..+ Q. (4.1:2p
La serie (4.1:1) se llama wniformemente convergente
en L, si para cualquier e,e >0, se puede senalar un N (g) tal, que
para n>> N {¢) y para cualquier p natural, se cumple la desigualdad
|Su+p(z)—Sn (Z)[-CZB (zl'L:‘J)

en todos los puntos del conjunto E.
De esta definicién se deduce que una serie que es uniformemente
convergente en el conjunlo E, es convergente en cada punto de oste

conjunto (en virtud del criterio de Cauchy). il reciproco, general-
menle, no es vilido, como muestra el ejemplo de la serie geométricn

14z424...+2"+...

FEn cfeclo, esia serie es convergente en el eirculo unidad,
puesto que
__:..Fl-]-l i
’1—0—3—‘— e +z“=———1T—:>—l—‘_
para n—» oo, si |z|<< 1. Bin embargo, la convergencia no es uni-
forme. [En efccto, en este caso

[Snip @ —8n (@] =" (142 |-o..f 2" =
. | : |n.+1 ] { ezl | 1 z i-n (3} u_iz 1;)]
=T Ti—zl TT—z]
Tomemos un n arbitrario y hagamos p=n, z,——-—. Enlonces
g 2 n—41
tendremos:
n ni—=1 n n
— e =
lSzn (zn]"""Su (an;} ( A ) ['l ( Bt ) ]'=-'
n41
1_(1-}-%)_"
=N ——— 5 — >0 para n—s co.

()’
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De este modo, para n arbitrariamente grandes, existen tales p (=n)
y tales puntos z, del circulo unidad, en los cuales los nimeros
| San (2n) — Sn (22) | son arbitrariamente grandes. De aqui se
deduce que la serie geométrica no es uniformemente convergente
en el cirenlo unidad.

Designando la suma de la"serie (4.1:1) mediante f (z):

f(2)=1im S, (3), (4.1:4)

se puede expresar la condicién de convergencia uniforme de otra
forma. Precisamente, para la convergencia uniforme de la serie (4.1:1)
©s necesario y suficiente que para cualquier &, & > 0, se pueda hallar
an N (e) tal, que se cumpla la desigualdad

[f(z)—Sa(z)|<e (4.1:5)

en cualquier punto z € £ para n > N ().

Iin efecto, supongamos que la serie (4.1:1) es uniformemente
convergente. allemos un Ny (2) tal, que para n > N, (¢) y para
cualesquiera z y p (s € £, p es un ndmero natural), se cumpla la
desigualdad

| Snep () —Sa (9 | <5 -
Haciendo crecer p indefinidamente, obtencmos:
@) —Su(a) | <5 <e

para n > Ny (2) y para cualquier z € E. Asi, pues, el cumplimiento
de la condicion (4.1:3) implica el cumplimiento de la eondicion (4.1:5).
Reciprocamente, si la desigualdad

1@ —Su ()| <5

s¢ cumple para n>V,(g) y para cualquier punto z€ X, entonces,
en las mismas condiciones, para cualquier p natural se tendrd

|Sn+p (z)—Sﬂ (3)|2|f(z)—sn(z}"“lf (z)_'SfH-p (z)] I‘Q
<@ =8 (3)|4| F (D) = Snap (8) | <5+ 5 ==

Por lo tanto, del cumplimiento de la condicién (4.1:5) también se
deduce el cumplimiento do la condicién (4.1:3).

Comprando la serie de funciones con una serie convergente de
Lérminos positivos constantes, se obliene un criterio bastante sencillo
de convergencia uniforme de la serie (4.1:1). Precisando, si desde
cierto valor de n > v los médulos de los términos de la serie (4.1:1)



§ 4 SERIES DE FUNCIONES Y PRODUCTOS [NFINITOS 273

no son superiores en £ a los términos correspondiontes de la serie
convergente

R T L T B I O (4.1:6)
de términos posilives conslantes, la serie (4.1:1) es wniformemente
convergenle en E. En efecto, en virtud a la convergencia de la
serie (4.1:6), para cnalquier e > U, existe un N (g} lal, que para
n> N (e) v cualquicr p se cumple la desigualdad
Lngg - o {‘arr-rw < &,
Pero, segln la hipétesis, en el conjunto % se cumplen las dese-
gusldades
@ <an (k).
Por consiguicnte, en cwalquier punto 2€ £ para n = mas (V (&), v)
y cualguier p natural, se tienc:
|Sn+p (z)_Sﬂ (.z} ' A I fﬂ-l-i (z) !_:l' =L +1 fn-ui (7-') ] &S
gt — - b Oy < €,

lo cual signilica que la serie (4.1:1) es sniformemente convergente.

Supongamos que cada punto del conjunto £ es un punto de acu-
mulacidn de este conjunio, o sea, como suele decirse, £ es nn conjunto
denso en si. listo ocurrird, por ejemplo, cuando £ sea un conjunlo
(no vacio) abierlo arbitrario, en particular, un recinto, o también
cuando £ sea una curva conlinua. Enlonces, si cada término de la
serie, uniformemente convergente en /, es una [uncidén continua
en £, la suma de la serie serd una funcion continua en £,

Para demoslrar esto, consideremos dos puntos cualesquiera z,
y z del conjunto £ y acotemos | f (2) — f (z,) | del modo siguienle:
1@ —1 )| = 1] () =Sa (D] +[Sn (2) — S (20)] + 15 (20) — f (20)] | <

| 13— 8 (2) |+ S0 (2) — Su {z0) | = | [ (20) — S (20) |-
(4.1:7)

Sea & un ndmero positivo arbitrario. En virtud de la convergencia
uniforme de la serie, existe un ¥ (&) tal, que para n = V (g) y para
cualesquiera punlos del conjunto E se verifica la desigualdad:

| f (2} =8 (z}|<‘§" . (4 1:8)
Por consiguiente, en particular, tendremos:
|f(zﬂ)—Sn[zu)|{‘% - (4 1:4)

Fijemos arbilvarimmente ny = N (¢). Como la funcién S, (z) o8 con-
tinua cn el punto z, puede senalarsc un 8(g) >0 tal, que para
18—1109
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|z—20| <<8(e) (3, 2 € E) se cumpla la desigualdad
| Sino (8) = Sno (20) | <+ (4.1:10)

Haciendo en (4.1:7}) n=rn, y tomando |z—3,{<Z§(e), en virtud de
las desigualdades (4.1:8), (4.1:9) y (4.1:10), obtenemos: .

f(z)—f(zl)”{:sr

de donde se deduce que la funcién f (z) es continua en cualquier
punto z, € E.

Supongamos, en particular, que £ es una curva rectificable L.
Demostremos que si los términos de la serie (4.1:1) son funciones
conlinuas en L y esla seric ¢s uniformemente convergente cn L,
(Linf.nnces ésta puede integrarse término a término a lo largo de L, os

ecir,

j f(z)dz= E fo (2) dz + i f1(2) dz-+-...-v_'»-5 fa@dzt ... (41:41)
i, L L.

L

[En electo, como los términos de la serie son funciones continuas
v la serie es uniformemente convergente en L, de lo demostrado
anteriormente se deduce que f (z) es continua en L. Designemos con A
Ia longitud de la curva L. Siendo & un niumero positivo arbitrario,
si V (e} es tal, que para n = N (&) en todos los puntos de la curva L
se verifica la desigualdad

1f(z}_‘su (z)|< _f.\_ v
entonces, e\'jdentemente,

| 1@a—[{ @t + | 1 @a]|=

L I L
=lfv@—s.@a<ta=c
L

(para n > N (e)), de donde se deduce la relacion (4.1:11).

Frecuentemente, ¢l toorcma de la posibilidad de inlegrar tér-
mino a término una seric sc sucle aplicar de la forma siguiente.
Supongamos que los términos de la serie (4.1:1) son funciones conti-
nuas en cierto recinto G y que la seric es uniformemente convergente
en cada conjunto cerrado de puntos de este recinto. Entonces la
serie (4.1:1) puede integrarse término a término a lo largo de cual-
quier curva reclificable L situada en el recinto G.

Para reducir este leorema al anlerior es suficiente observar que
tnda curva rectificable L (y, en general, toda curva continua),
situada en el recinto &, reprsenta un conjunto cerrado de puntos del
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recinto. Por consiguienle, segin la condicion del teorema, la se-
rie (4.1:1) es uniformemente convergente en L.

Iin la teoria de las funciones analiticas 1a convergencia uniforme
de una serie de funciones en todo conjunto cerrado y acotado de un
recinto ¢, desempefia un papel muy imporlante. A semejante con-
vergencia la llamaremos convergencia wuwniflorme
en el interior del recinto G, distinguiéndola de
la convergencia uniforme en ¢l recinto @. Toda scrie que
es uniformemente convergente en el recinlo G, es uniformemente
convergente también en todo conjunto cerrado de sus punlos y, por
consiguiente, es nniformemenle convergente en el interior de 6.
Lo reciproco, generalmente, wo es eierto, como muestra el ejemplo
de la serie geomélrica

1~ z22L . 42"} ...

En efecto, como se vio anteriormenle, esta serie es convergente en el
cireulo unidad |z | << 1, pero no lo es uniformemente. No obstante,
es uniformemente convergente en el interior del circulo wnidad,
En efeecto, sca F un conjunto cerrado de puntos del circulo unidad
y ¢ea 6 = 0 la distancia de ¥ hasta 1a frontera del recinto (hasta la
circunferencia unidad). Entonees, para cualquier punto z € #; se
tiene: |z | <1 — & v, por consiguiente,

e 1—zt
{—z

2", 4™ =

na 1 zIP p
éI'zi L 'ltllzl é“'_&)n”“g" '

—_ : 9 e
Evidentemente, la magnitud (1 — §)™+! 5 tiende a cero cuando

n— oo y puede hacerse menor que & >0 para n > N (g). Asi,
pues, la serie geométrica es uniformemente convergenle en cualquier
conjunlo cerrado £ de puntos del efrculo unidad y, por consiguiente,
¢s uniformemente convergente en el interior del cireulo, a pesar
de que no es uniformemente convergente en el circulo,
Demostremos que para que la serie (4.1:1) sea unilormemento
convergente en el interior de un recinlo G, es necesario y suliciente
que para todo punto z, del recinto exista un entorno del mismo en ¢l
cual esta serie converja uniformemente. La necesidad de esta condi-
cidn es evidente, puesto que si |z — z5 | < p es un cirenlo cerrado
con ¢l centro en el puntlo z,, perleneciente a G, la serie Licne que
converger uniformemente en el mismo y, por consiguiente, lambién
en el entorno |z — z, | << p del punto z, Para cerciorarse do que
la condicidn es suficiente, liaremos la demostracién por reduceién
a lo absurdo. Supongamos que, cumpliéndose Ja condician, la serie
converge no uniformemente en cierto conjunto cenado F — G,
Enlonces tienen que existir: un nimero positivo e;, unos nimeros
naturales ny (np << ny4y) arbitrariamente grandes y unos puntos

184
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zy, € F tales que
| @) — Sy (20) | 2 20 (4.1:42)

{Aqui se ha formulado la negacion de la convergencin uniforme de
la serie (4.1:1) en el conjunto F).

De la sucesién de puntos {z,} se puede exlraer ofra sucesion
parcial contenida en la misma {z,-}, que converge hacia cierlo punto
2o € F (¥ es un conjunlo cerrado). Como 2y es un punto del recinlo G.
sepun la hipotesis, para éste existe un enforno U pertenecienle a @
en el cual la serie es uniformemente convergente. Por consiguiente,
en todos los puntos de U liene que verilicarse la desigualdad

U’(z)_S“ (z) l < iy

si n es suficientemente grande,

Por otra parle, debido a la hipolesis, existen unos nimeros ty-
arbilrariamente grandes, tales que en los puntlos zg- situados en U
(y a U pertenccen todos los puntos {zx-}, comenzando desde nno de
ellog)) se eumple la desigualdad opuesta:

| f(on) —Sny. (20| 2 g0

De la contradiceion obtenida se deduce la jusleza de nuestra alir-

macion.
Volvamos a estudiar el problema de la integracidn de una serie

o0
uniformemente convergente de funciones analiticas Z:,;‘,. (z). Fijando

un panto arbitrario 3z € G, para cualquier curva rectificable v,
pertenecientc a (7, que una z, con ol punto z, lam hién periencciente

a G, tepdremos:

5 (=) dz = i S fn (2) dz.
b4 o %

Las integrales 5 f(edz vy S fa(2)dz pueden considerarse como

¥ ¥
funciones de z, generalmente multiformes (véase el ap. 2.7)
z 2
Sf(z)dz y S]’,,_(z}dz.
g za

Para separar sus ramas wniformes en el entorno U: |2 — 3 | < p
de algin punto z; del recinlo G (se supone gne este entorno junto
con su frontera |z — z, | = p esld contenido en el yrecinto G),
electuaremos lodas las inltegraciones desde el punto z; hasta el
punto z; sobre nna miyma curva rectificable y; pertenecienle al
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recinto @, v luego, desde el punlo z; hasta cualquier punto z € U
a lo largo de curvas rectificables arbitrarias sitnadas en U, por
ejemplo, a lo largo del segmentlo vectilineo que une z; y 2.
Demostremos que, cumpliéndose estas condiciones, la serie
o9 z
» S f. (2) dz convergerd uniformemente en [/, es decir, en un circulo
0 zp
cerrado arbitrario perteneciente al recinto G.
Tn efecto, para el médulo

ntp z
3 o
n--1 zg
se obtiene la cota siguiente:

|3 § el <SS n@el+| S in@s)
ntl 2o 41 ¥y a1z

s

Pero la serie Zs,fg_(z)dz es  convergenle, y, por consiguiente,

0w
para cualquier a:i(} existe nn N (g) tal que
T

| Z S fr(2) dz|<-:-;— para n > N, (g).
a1

Aplicando luego la convergencia uniforme de la serie 2 [a(2) en

[
el circulo eerrado |z— 3z, |<Cp, podemos elegir un nimere Ny (e)
tal que, siendo n>> N, (e),

o

Shol<s

n4 1

para todos los puntos de este circulo. Tomando las integrales
\_fk (z2)dz a lo largo del segmenlo rectilineo que une z y z

L)
tendremos:

n4p z z nlp
|2 S}'k (z}dz':ls 2 fh(z)dzl-a;-,:? o="5 -
Lt 7L n1
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Por consiguiente, para r> N (e)=max [N (g), N ()], en cual-
quier punto del circulo |z—z;|<p se cumplird la desigualdad
ntp z

IE Sfﬂz)dz[{a,
n+11

con lo cual queda demostrada la convergencia uniforme de la serie
en cualquier circulo cerrado contenido en G.

z
En el easo particular en que lodas las integrales 5 fu (2) dz sean

20
funciones uniformes en el recinlo G, de lo demostrado se deduce que

la serie
oo z
Z S fulz) dz
0z
es uniformemenle convergente en el interior del recinto G, si la
-1

serie 2 fx(z) es uniformemente convergente en el inlerior del mismo.
1)

Teoremade Weierstrass sobre las series
uniformemente convergentes de funcio-
nes analiticas Si los términos de una serie

fo@+hHE+ .. L hE+ .. (4.1:1)
uniformemente convergente en el inlerior del recinto G, son funciones
analiticas en este recinto, entonces la suma de la serie f (z) también
es analitica en el recinto G.

Ademds, las series

W@+ @+ . @+, (4.1:13)

que se oblienen de la serie (4.1:1) derivando ésta término a términe k
veces, también convergen uniformemente en el interior de G y representan
en el recinto G las derivadas de k-ésimo orden de la suma de la serie f {z).
Sea zy un punlo arbitrario del recinto G y gea % una circunferen-
cia de radio p con el centro en el punto z,, pertenecicnte a G junto
con  su interior. Evidentemenle, es sulicienle demostrar todas
lus propusiciones del teorema para los puntos del entorno U:

|z — 24 | << -g- del punto z,. Supongamos que § designa un punto

arbitrario silnado en y y que z es un punto arbitrario de U, Hagamos
en (4.1:1) z = £ y multipliqguemos todos los términos de la serie
k
por %E—_z)T:i (k =l by 25 s .). Oblenemos:
B K .
= E 3 n (4.1:14)
i

el
2mi {t—z)l+1 A (p—g)lrr
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Como la serie (4.1:1) converge uniformemente en y y por las
hipétesis del teorema

k! 1
2mi (E— 2yl

k!
i

la serie (4.1:14) también converge uniformemente en y; por esta
razon se la puede integrar término a término. Resulta;

Bof 1@ fn @ L -
2nis C—z+t 2 S (4.1:15)

- E_z)h+l

Como las funciones f, () son analiticas en el recinto G, las inte-
3l 1 (&) 45

grales PR ] =)+t

expresan las derivadas /5 (z) (véase (3.2:7)).

Para k& = 0 la igualdad (4.1:15) toma la forma

o | LEE Zi (B)=1)

v

de donde se deduce que f(z) representa en U una integral de tipo
Cauchy y, por consiguiente, es una funcién analitica en U.
Para &£>0, de la ignaldad (4.1:15}, obtenemos:

3] fio)ds &
2ni S (g_z’\:ﬂ = E fa! L

Pero la expresiéon del primer miembro de esta igualdad representa

Ia derivada de orden & de la integral de tipo Cauchy 2:“ AU

t—z

3
y. por consiguiente, es igual a f0 (z). Asi, pues, en el entorno U
del punto z, se ticne:

™ @=3 1 @), ;

No queda més que demostrar la convergencia uniforme de esta
serie 0, lo guoe es lo mismo, de la serie (4.1:15) en este mismo entorno,
Pero si en y se cumple la designaldad

[ F(E)—Sn(l)|<<e para n= N ().
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entonces para lodos los puntos z€U y para los mismos valores
de n, se tiene:

K¢ _fmdr ! B Lt
| % 2mi j {

i (L—z)+l t—gyftl
o
B A8 k e
=507 S_—_(Q—z)k+1 <=y ——[ﬁ_)h_l_lz:tp.
2

Como el segundo miembro puede hacerse, evidentemente, nrbitr-
viamente pequefio junto con g, la dltima desipualdad expresa la
convergencia uniforme de la serie (4.1:15) o de la seric (4.1:13) en U,
con lo cnal se termina la demostracion del teorema.

Para aplicar correctamente el teorema de Wejerstrass es preciso
recordar que Gste se ha enunciado y demostrado para las series de
funciones analiticas convergentes en un reecinto. In el caso
de un conjunto arbilrario (no abierto) éste puede mo ser cierto.

Examinemos, ante todo, el ejemplo dado por Weieratrass de unn
funcién que no es derivable en ningiin puntoe:

@) = > b*cos(a™zn)
n==1)

{e es un ndmere enlero impar, U << & < 1), Cada término de esta
serje es una funcitn analitica en todos los puntos del eje real (& inclu-
s0 en todo el plano). Ademds, la serie es uniformemen te convergenle
en el eje real, puesto que el valor absoluto del término pencral de la
serie | b cos (a"rn) | no es superior al término 5" de la serie reomeé-
trica convergente. Sin embargo, la suma de la seric no es analilica
en los puntos del eje real, puesto que, como demostré Weierstrass,
ésta no es derivable para ningin .
Como segundo ejemplo, lomemos la serie

sen 2

2

T ( '-\cu.?:) . [sen&r sen zw) -
se 5 3 3 e
lios términos de esta serie son Mnciones analiticas en ¢l eje real
{e incluso en todo el plano). Ademds, la serie converge uniformemente
en el eje real, y su suma, siendo idénticamente igual a cero, repre-

senta una funcion analitica. En efecto, la suma parcial

sen 2x
2

i [sew ne  sen{n—1) e son nx
_.,seu:c)—k..,T[ = i | =—

fslanx—;—(

1 3
no supera en valor absoluto a -, de donde se deduce que la serie
converge hacia cero y, ademds, uniformemente.
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Pero derivando término a 1érmino, se obtiene la serie
cosz(cos 2r—cosa) - .. —[eosnr—cos(n—1)2] = ..,
cuyas sumas parciales son:
cos &, o8 2%, ..., COSAE, ...

Evidenlemenle, la sucesién de eslas smmas es divergente para
todo z %= 2kn, v para x = 2kn ticne un limile igual a 1, es decir,
resulia un valor distinto de la derivada de la suma de la serie.

Basindose en el teorema de Weierstrass tenemos que sacar la
conclugién de que en eslos dos casos no existe un recinto que contenga
a los puntos de todo el cje real o incluse de alguna de sus parles, en el
cual las series dadas fuesen uniformemenie convergentes. En caso contra-
rio, eslos cjemplos estarian en contradiecion con ¢l teorema de Weier.
strass,

En muchos casos resulta ser 0iil ¢l siguicnte teorema, que permite
asegurar Ja convergencia unilorme de la serie en un dominio si ésia
es uniformemente convergente en la frontera del mismo.

3

Teorema. Silos icrminos de la serie D) [y (z) son funciones
0]

continuas en un dominio *) acotade G y son analiticas en el recinto G,
entonces, de la convergencia uniforme de la serie en la frontera 1 del
recinio (¢ se deduce su convergencia uniforme en el dominio G.

Demostracidn. Segin la hipdtesis del teorema, para
cualquier & = 0 exisle un & (&) tal, que para n > V¥ (¢} y cualquior
ndmero nalural p se cumple la designaldad

AP
] % fr(2)| <e (4.1:16)

UE S
en todos los puntos de la frontera T'. Pero la funcién .i-j:‘h (z) es
c::_;lrlinua en G y analitica en G. Por eso, ¢l maximo :i—:;l modulo
.
I Z fa {z}l en el dominio G se alcanza en Ja frontera y, por consi-
g]:l-'i-énl{-., en virlud de la desigualdad (4.1:16), el valor de este maxi-

mo es menor que e, De aqui se deduce que la desigualdad (4.1:16)
se cumple para 7 => N (e) y cualquier nimero natural p en todos los

o
puntos del dominio @, lo cual significa que la serie 2 fu (2) es uni-
1
formemente convergente en esto dominio.
*) Recovrdamos al leclor que un recinto cerrado se llama ubreviadamente

dominio. Véaso J. Rey PPastor. . I'i Calleja, C.A Trejo, Anad
lisis matemitico, Vol. TI. § 64-5. (Nota'del 7')
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4,2. Todo lo enunciado y demostrado en el apartado precedenle
para las series de funciones uniformemente convergentes se extiende
inmediatamente para las sncesiones de funciones uniformemente
convergentes.

Una sucesidon de funciones

(Fa (), (4.2:1)

definidas en un conjunto £, se llama uniformemente convergente
u esle conjunlo, si para cualquier & > 0 se puede sefialar un V (&)
tal, que la desigualdad

[ Fryp(8)—Fa(2)| <&

se cumple para cualquier p natural en todos los puntos z € E.
[Lvidentemente, la sucesién (4.2:1) se puede considerar como la
sucesién de las sumas pacciales de la siguiente serie de funciones:

Fo(2)+(Fy (@) —Fo (@) 4 [F2 (@) —F1(2)] + - -
A (g — Fay (2] - (4.2:2)

pur to cual, es uniformemente convergente en E si, y sdlo si, es uni-
Tormemente convergente en E la serie (4.2:2). Ademas, los términos
de la sucesion (4.2:1) son funciones conlinuas y, respectivamente,
analiticas junto con los téeminos de la serie (4.2:2). e aqui se deduce
que todas las proposiciones del apartado precedente son aplicables
a las sucesiones de funciones.

[En Jugar de sucesiones de funciones, frecuentemente, se suele
considerar una familia de funciones de cierto pardmetro T que varia
continuamente: {#; (z)}. Supongamos que cada una de estas funciones
estd definida en el conjunto E, y que el pardmetro 1, que para preci-
sar es real, recorre el inlervalo (z, B) (B <C + oo). Bi, para cada
e >0, es posible sefialar un f (e) << p tal, que para T > (e)
v © = p (e) se cumple la desigualdad

| Foo () —Fo(2) | <<e

en todos los puntoes del conjunto £, se dice que Lo familia {F¢ (z)} es
uniformemente convergente en E cuando v tiende a f. Si {7,} esuna
sucesion de valores del pardmetro que converge hacia f, entonces,
wn virtud de esta definicidn, la sucesion {F¢, (3)} serd uniformemente
convergente en £. Su funcitn dimite F (z} no depende de la sucesion
{z,} que se haya clegido, En efecto, si

|F(z)—1F (z)|<~§— para n >N,

Tr

v para otra sucesién {t;} la [nncién limite es £’ (z), de mode que

| £ (z) — Ft:n (2)) << % para n > N,
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entonces, temniendo en cucnia que para todos los T, y Tn, sulicien-
temente proximos a P, se verifica la desigualdad
e
| P (@ —Foy (3] <4 .
sacamos la conclusion de que
|F (@) —F ()| <e,
de donde se deduce que las funciones #° (z) y F (z) coinciden.

De esta relacion enire la familia de funciones {F; (z)} nniforme-
mente convergente y las sucesiones de funciones {#¢ (z)} uniforme-
menle convergenles se deduce que todas las proposiciones del prece-
dentc apartado se extienden también a las Jamilias de funciones.
En particular, es vilida la proposicion: si las funciones F, (z).
a < ©<Z P, son analilicas en un recinlo & y la familia {F; (z)} es
uniformemente convergente en el interior de ¢ cuando 1 Lliende a §,
entonces la funcion Hmite # (z) también es analitica en ¢l recinlo Gy
adomis, para cualquier natural %, la familia de derivadas {F(‘-M_ (z)}
converge uniformemente en ol interior do @ hacia la derivada F™ (z).

Como ejemplo de gran importancia, consideremos la integral
impropia de tipo Cauwchy.

Sea L una curva indefinida: z = & (1), & < £ < B, donde 2 (f) —
-+ oo cuando ! — ff, ¥ supongamos que cada arco suyo finito Ly
% <t <L 1< [}, es rectificable. Si g () es una funcién continua,
definida en L, entonces las integrales de tipo Cauchy

a 1 ¢ (§) df
e8] = 2nit 5 {—z
T
representan una familia de funciones, definidas y analilicas en cada
recinto que no conlenga puntos de la curva L.

Supongamos que esta familia es uniformemente convergente en el

interior de cada recinto que no conlenga a los puntos de la curva L.

Esto se cumplird, por ejemplo, si la integral | ¢ ({) dL es absolula-

mente convergente, cs decir, si existe el limite
.ljm} | (2) | do= S | (2) | do.
t+fi A
%

En efeclo, entonces en cualquier conjunto cerrado acotado E que
no contenga puntos de Ja eurva L, tendremos:
| o (2)—Fe(2) | =
1 Ly df 1
= | FERE <o | J1e@ido—§ 19 @iaa],
o Ly

Ly

T



244 CAP 1T INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

donde p es la distancia entre E y L, y, evidentemente, para cunal-
quicr >0 se puede sefialar un f(e)<<p tal. que para T=>f (&)
v ' >f(2) se cumplird la desigualdad

| Fe(@—Fe(@)|<<e (a€E).

I5n las condiciones impuestas a la Tamilia {#¢(z)} existirvd
la integral impropia

I TS ST N g <%

2ni t—z g 20 L—

i,

T

La llamaremos integral impropia de tipo Cauchy a lo largo de la
curva ilimitada I, o, abreviadamente, integral de tipo Caucliy a lo
largo de L. Del teorema de Weierstrass, enunciado para cl caso de
una familia de funciones, se deduce gque ecsla integral representa
una funcion analitica F (z) en cada recinto que no conteaga puntos
de la curva L.
Del mismo teorema se deduce que la familia de derivadas
{F{J;M (Z} — k! j ¢ (D) dL
ani i (L z)fitt
T
también converge uniformemente hacia fa {z). Pevo, por otra parte.
la convergencia uniforme de esta familia significa quo cexiste Ia
integral impropia

kel PEdE | i ¢ (X) 4t
2mi ! (E—z)lt+L .‘_i[g' 2ni LS (L—z)i+t 4

Por consiguiente,

athy ¢y K g (8) 4
@)= 2ni 5‘ (E—z)lit1 )

Por lo tanto, hemos verificado que las propiedades establecidus
anteriormente para las integrales de tipo Cauchy, son eiertas también
para las integrales impropias de tipo Cauchy.

Istos resultades se exticnden también sin cambio alguno al caso
en que L sea una curva ilimitada, para la enal, no solo el punto
final sino también el inicial estén en el infinito, es decir, enando
la funcién z = 4 {£), definida en el intervalo o <Z £ < i, satislace
a lag condiciones lim A (8) = lrim % (i) = oo (por ejemplo, L puede

f=+i1 -+
ser una recta o una pardabola).

Volvamos a examinar el caso general de una sucesién {7, (z)}

Seiialemos que, si la sucesidén (4.2:1) es uniformemenle convergen-
e en I, la sucesion de sus médulos {| #, (z) |} también converge
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unilormemente en £. En cfecto:
I Fosp @) | — | En @[] 52| Frnp (2)— Fu (3.

Por olra parte, si @ (z) es una funcién acolada en valor ahso-

tuto en /2
|| <M (3€E),

y la sucesion (4.2:1) es uniformemente convergente on £, entonces
la sucesion {U(z) £, (2)} también es uniformemente convergente
en B,

Iin efeclo, si en el conjunto E para n>N(g) sc verifica
la desigualdad

| Prep (3) —Fn (3) | < 57 -

entonces en este conjunto para los mismos n > N () se verifica
lambién la desigualdad

| D (2) Fosp () — D (2) Fn (2) | < - M - .

Supengamos, finalmente, que lag [unciones de [a sucesién (4.2:1).
uniformemente convergente en [, estdn acoladas uniformemente
s« valor absoluto en £:

| # (z) | <M (zeE), n=0, 1, 2, ...
Entonces las sucesiones {[#,(2)]"} (k es un némero natural) tam-

bién convergen uniformemente en K.
Iin efecto,

[1Fnsp @1 —[Fu (2] = [ [Frsp (8) = L7 D] {| Fnep (2)) " +

+ Farp @120 (@] F ...

P D < EM | Py (3 — Fou ()],
Por lo tante, si
| Frap (2} — 84 (2) | < _::_Mf':*Tl para 2> N (&),
se biene

[ Fogp ()" — £ (2 | <& pava n>> N (&),
von lo enal queda establecida la convergencia wuniforme de la suce-
sién
{174 (2)]"}-
La acotacién unilorme de los médulos de las Junciones que for-

man una sucesion uniformemente convergente, siempre tiene lugar
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si F, (z) son Tunciones continuas y £ es un conjunto cerrado acotado.
En efecto, F (2) = Iim F, (z) es una funcién continua en E y, por

consiguienie, es acotada en valor absoluto: | F (z) | << M’. Tomemos
e =1, enlonces | F,, (z) — F (z) | <<1 para n > N; por lo lanio,
| Fn {z}|<lF(Z}[-l".lf{M'—l—lpdrdn—N-{—i N + 2,
Pero cada una de las funciones Fy (z), , Fx (z) también eqla
acotada en valor absoluto en £:

| Fa@@)|<Mp  (k=0,1, ..., V).
Haciendo M = max(M,, My, ..., My, M’ 1), tendremos:
|Fulz)| <M, z€E, n=0,1,2,...

4,3, Demos la delinicién general de ploduc Lo in[inito e indique-
mos algunas propiedades. Sea {u,} una suceswn de niimeros comple~

jos diferentes de cero. Si existe el limite Jim 1[ uy y este limite u es

F R |
distinto de cero, ze diceque el producto infinito I] Un
1

es convergente, yel nimero u se llama valor de este pro-
ducto, designindose asi:

1
Cuando el limite lim [] u, no existe o exigle y es igual a cero

n-son
(siendo los factores distinlos de cero), s¢ dird que el producto
infinito es divergente.
Evidentemente, para la couvergencia del producto tiene que
cumplirge la condicién necesaria:

limu, =1.
Ti=sod

L
[] e
G
n—+oo My OO ﬂ_1
H iy
i
En virtnd de eslo, resulta conveniente eseribir el término general del

ploductu en Ia forma us = 1 -+ vy, donde, en el caso de convergen-
cia, deberd cumplirse la condicidon necesaria:

En efecto, silim l!‘[ uy = 1 5= 0, entonces lim &, = lim = 1.

n-ree | |

lim 2, = 0.

h—o0
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L=
Demostremos que ¢l producto infinito U (1 4 va) es eonvergente

cuando, i sélo cuando, converge la serie 3 1In (1 + vy).

En efeclo, la convergencia de la Gltima serie es equivalente a In
convergencia de las dos series:

2]n|1+v” ¥y ?arg{i-}«vk).
De la convergencia de éstas se deduce que las sucesiones

1$1n|1+vn=lnllﬁ(1+mli

Dt‘/‘ﬂ

arg (1. -+ U;;) = Argn ”;] (1 -+ Uk)”

n

son convergentes (aqui Arg, [[](1 + v4)] designa el valor del argu-
i

mento, dade en el primer miembro de la igualdad); por lo tanto,

'
converge también Jla sucesion {[] (1 4+ »,)], y ademds, hacia un

limite z que es distinto de cero, es decir, el producto infinilo os
convergente. Reciprocamente: si éste es convergente

[T +viy=u=-0,
1
entonces existe cl limite

im [[14+va|=]u|0,

oG
¥, por consiguiente, la serie In|1+4us| es convergente. Ademas,
1

(véase el ap. 3.3 del cap. primecro), tiene que existir una sucesion
de valores

Arg ] (1o = 2 arg (1-+va) + 200 = @,

que converge hacia uno de los valores del Arg u (w, Son niimeros
o

enteros). De la convergencia del producto infinito Il 4 + v se
1
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deduce qua lim (1 + vx) = 1, por lo cual, para &> N, se liene:
k

larg (1+v) | << =m0
¥
[ Preas— @a | = | arg (4 + vaea) -F 270 (ary — pa) | = 200 | pey — Ba | — 7.
Por olra parte, }Ei m (Quss — @) == 0. De aqui se deduce que los
oo

nitmeres enleros no pegativos | peyq — pe | lienen que anularse
comenzando desde uno de ellos, es decir, p, = Py = . .. = R
Por esta razon, no sblo es convergente la sucesion {qy, }, sino también
1a sucesion

n
I‘pn — 231}111 = 2: Mg(i -+ Uk” '
1

el
s decir, la serie E arg (1 + vs) es convergente.
1
oo

En resumen, ambas series }I_,-' ln |1 +oal y 20 arg(l i 2a)
1

o0
convergen, es decir, converge la serie 3V In (1 + ), con lo cual
1
se termina tloda la demostracion.
Observando la identidad

[T 4on) = exp[}? In(l 4 o],
1

sneamos la conclusién, basandose en lo expunesto, de que cuando
¢l producto infinito es convergente, se verilica la igualdad

U(i—f—u;.):exp[}llln(l-i-v;,)l : (4.3:1)
i

Diremos que ol producto inlinito Jl (1 + %) es absoluta-
1

mente convervrgentbe, si es absolulamenle eonvergente la
o

sevie 2 1o (1 + va). Como en una serie absolutamente convergente
T

s¢ pueden reordenar arbitrariamente los lérminos, sin que se modi-
figue In convergencia de la serie y la snma, de la formula (4.3:1)
se deduce que en nn producto absolutamente convergente se pueden
reordenar arbitrarinmente los factores, sin que se modifique Ia
convergencia del producto y su valor.
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Observandoe que

lu(‘l—|—vk)—v&—-—£+ f‘ ..=v,q( gl -yz'-—..-.)

¥ que, por consiguiente, para [vk|<-%~ se verifican las desigual-
dades

1 1 1
7|u.‘1=|vk|(1—-2?—2—— J<lln@+v)|<
1

<!vn|(1+ﬁ+ )=%1vk|, (4.3:2)

sacamos la conclusion de que la serie )_'. |In (1 + vy) | serd con-
i

Ll
" L

vergente cuando, y sélo cuando, sea convergente la serie )| | va |.
T

o0
En resumen, para que el producto infinito [] (1 + va) sen abso-
1
lutamenle convergenle, es necesario y suficlente que sea absolutamente
o0
eonvergente la serie . vy.
1

Sea {vy (2)} una sucesibn de funciones uniformes y analiti-
cas en un recinto &, que no tomen en éste el valor —1. Si la scris
o0

DIn {1 <+ vs (2)] es uniformemente convergente en el interior del
1

og
recinto &, entonces el producto infinito [ll [1 + vi (2)] también
converge en esle recinlo y, por consiguiente, representa una funcién

f (2) que no se anula. Segtn la férmula (4.3:1), f (z) puede expresarse
en la forma

o0
f@=exp (3 In[1+v: @) (5.3:3)
y, por consiguiente, es una funcién analitica (puesio que la suma

de la seric X In [1 -} vs (3)], uniformemente convergente en el
1

interior de G, es una luncién analitica).

Demostremos que el producto I [1 + ve (3)] ©s wuniforme-
mncnte convergente en el interior de G, es decir, que la sucesién
“\] 1 + va (@)} es uniformeménte convergento.

10—1109
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IEn efecto, sea /7 un conjunto cerrado y acotado de puntos del
recinto G, M = max | f (z) | y & un niimero positivo arbitrario, menor
que M. En virtud de la convergencia uniforme de la serie

2[4+ v (3], se tiene:
1

‘E In 14wy [z)]|<: 2‘;{ <-:11~ pata n=> N (&), z€ F.
n-1
Por consiguiente,

If(z)_]__n[|1+Uk(3]l|=|8xp(i)—exp(é] |=
=|m(%)”1_.cxp(_§])|gM[v_;f;‘T+%(%)24____]¥

g [rdge e ()] <

<t(l4+g+gpt...)=¢

para n>>N () en todos log puntos del conjunto F, con lo cual
queda demostrada la convergencia uniforme del producto infinito.
Debido a la desigualdad

In (1424 (D] | <5 [0a )],

que se ewmple si | (2) | =< 7:- , la serie E In 14 4 & (2}] sera abso-
1
luta y uniformemente convergente en el interior de G, si existe una

oo
. 1 - - g
serie convergente 2, g, de Eéirminos constantes y posilivos, tal que

T

| v (2) | << &4, comenzando desde un valor sufiuicnt,emt_}nle grande
k> K, en todos los puntos del recinto G. De aqui se deduce que,
para que el producto infinilo

L1t + v @)

1

sea absolula y uniformemente convergente en el inlerior de un recinto
G y, por consiguiente, represente en el mismo una funcién analitica
[ (2) que no se anule, es suficiente que desde un valor k > K en adelante,
en todo el recinto G se cumplan las desigualdades

| on (2) | << eas

donde e, son los términos de una serie convergenle.



§ 4. BERILS DE FUNCIONES ¥ PROUUCTOS INFINITUS 0

Claro estd, la condicion enunciada no es necesaria para la con-
vergencia uniforme del producto.

Ampliemos, finalmente, la clase de produclos infinitos, permi-
tiendo también aquellos que poseen un nimero finito de faclores
(uno o mas) nules, Si rg > 1 es el indice, comenzandoe desde el cual
todos los términos del producto son distintos de cero, entonces al

s
producto lrl""ﬁ llamaremos convergenle cuando, v sélo cuando, sea

convergenie ¢l producto infinilo de factores distintos de cero [T ua.
ng
El valor de todo el producto infinito serd ¢l niimero O:

oo n ng=—1 T
l—lua=]il'l'l nun==lim { [l L‘-gﬂuk)zo.
i n—roo | Fi—bo 1 ny
Teniendo en cuenta esta generalizaciéon del concepto de producto
infinito convergente, se puede enunciar la siguiente proposicion:
Un producto infinito se anula cuando, y sélo cuando, se anula al
mehos uno de sus factores.

Particnlarmenie importanies son los productos infinitos de la

forma |[ fx (2), donde [, (2) (k = 1. 2, .. .) son funciones analiticas
1

quo pueden anularse en algunos puntos del recinto dado G. Aqui
ge considerarin tales productos en las siguientes condiciones:

a) cada conjunto cerrado y acotado F < G puede contenee sola-
menfe un conjunto finito de puntos en los cuales se anulan las
funciones de la sucesién {fx (z)}:

b) para cada conjunto cerrado y acotado F < G existe un nime-
ro natural n (F) = 1 tal, que para k& > n (F) ninguna de las funcio-
nes fu (z) se anula en los puntos del conjunto F.

El lector comprobard ficilmente que estas condiciones equivalen
a las signientes:

a’} el conjunto E de punlos, en los cuales se anula al menos una
de las funciones f, (z). no tiene puntos de acumulacién en el interior
de G;

1’) en cada punto de E solamente se anula un nimero finito de
funciones {fi {z)}.

Supongamos también que se cumple la condicion c): la serie

el
> Inf (z) converge uniformemente en cada conjunto cerrado y aco-
n(Fy1
tado F perteneciente a G. Entonces el producto 1| fa(2) es nniforme-
n{Fj4 1 ! -

19+
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mente convergente en F, es decir, es uniformemente convergente la

3
sucesion {H (2 (> n(F)+ 1)
A{F)-1 F)
Como la funcién ['] fr (z) escontinua en ¥, estard acotada en valor

absoluto y, por consiguiente, la sucesién de funciones
i

big ) n
In@=1 1@ I »e

también serd uniformemente convergente en F.
Resumiendo, de las hipéiesis hechas respecto {f (z)} se deduce que

el producto infinito || fa (2) es uniformemente convergente en el interior
1

de (7. Por consiguiente, éste representa en este recinto una funcién ana-
litica

=01

que se anula en aquellos puntos de G, y sélo en aquellos, en los cuales
se anula al menos una de las funciones fu (z).

§ 5. SERLES DE POTENCIAS. RELACION CON LAS
SERIES DE FOURIER. DESARROLLO DE UNA FUNCION
ANALITICA EN SERIE DE POTENCIAS

5.1. Las series de la forma
Apt-a1 (2 —29) + a2 (3—20)* + ... F @ (2~2)" 4+ ..., (5.1:1)

donde ag, @, ..., @, ..., Zp SOon unos nimeros complejos dados,
se llaman series de potencias. Estas forman la clase de
series de funciones analiticas mds simple y a la vez méas importante.
il signienie teorema da una idea completa del campo de convergen-
cia de las series de potencias.

Teorema de Cauchy-Hadamard., Sea A=
= 1lim V| a, |. FEntonces, si A = oo, la serie (5.1:1) es convergente
en el qnico punto z = 2y, 81 0 << A =< oo, la serie es absoluiamente

. 1 ; X
convergente en el circulo [z — 24 | << Tyes divergente en el exterior

de este circulo; finalmente, si A = 0, la serie es absolutamente conver-
gente en todo el plano. )

De este modo, cuando 0 <I A << oo, existe un circulo con el
centro en ¢l punto z = z,, en el interjor del cual la serie es absoluta-
mente convergente y en el exterior del cual la serie es divergente.
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Este se llama c¢ircnlo de convergencia de la
serie de polencias ysu radioR=-}T. radio de cenver-

gencia de la misma. Los casos A = oo, ¥y A = 0 se pueden considerar
como casos limites. En el primero de ellos el circulo de convergencia
se reduce a un punto z, v su radio R es igual a cero. En el segundo,
el eirculo de convergencia se extiondo a todo el plano, de modo que
sc puede considerar que su radio es igual a co. Llamando en los tres
casog al niimero R radio de convergencia de la serie de potencias, el
conlenido de la férmula de Cauchy-Hadamard puede expresarse
por la férmula
- =% " (5.1:2)

Esta altima se llama férmula de Cauchy-Hada-
mard.

Ho aqui la demostracién del teorema. Consideramos tres casos:

a) A = co. In este caso, para cualquier z 5= z, cxistirdi un
conjunto infinilo de valores n = n,, para los cnales

nh ,1
Viany [> =1 -

Pero de aqui se deduce que | an, (2 — 20)™ | > 1 y en ningin punto
2 5= 74 se cumple la condiciéon necesaria para la convergencia de la
serie (5.1:1): lim @, (z — z,)" = 0. Por lo tanto, cuando A = oo,

Tl
la serie (5.1:1) converge solamente en el dnico punto: z = 2z,.
b) 0 << A << co. Tomemos primero un punto z en el inlerior del

2
circulo |z — 2, |<% y sea |z — 3 | =BT, donde 0 < 0 <1
{(en el punto z = z, la convergencia de la serie es evidente). Como
=5 > A, todos los valores de ir‘ri a, |, comenzando 'desde

. Por
|23 |

esta razén, comenzando desde cierto r, los madulos de todos los tér-
minos de fa serie (5.1:1) satisiacen a la desigualdad

| an (72— 2,)" | << 67,
y como la seried -6 + ...+ 0" <4 ... es convergente, la serie
(5.1:1) serd abscolutamente convergente en todo punto z situado en
ol interior dol ecireulo |z — z5 | << %
Supongaings ahora que z estd situado en el exterior de este circu-
lo. Entonces A > e : Tl ¥, por consiguiente, existird un conjunto

|2=z]
uno de ellos en adelante, tiemen que ser menores que
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infinito de valores n = ng, para los cunales

J‘lk .]
V 1{1.nk|}mr— .

Pero de aqui se deduce que | an, (z — 2g)"™* | = 1, es decir, la con-
dicibn necesaria para la econvergencia de la serie (5.1:1):
lim &, (z — z)" = 0, no se cumple en ningdin punto gque esié situado
n—sm

en el exterior del circulo |z — 24 | << % s
¢) A = 0. Para cualquier z552, y 0 << 0 << 1, la desigualdad

=
lflt’l.-a|<|n;,
z—2¢
se cumplird comenzando desde valores suficientomente grandes de
n en adelante. Por consiguiente, comenzando desde cierto n, los
médulos de todos los térninos de la serie (5.1:1) satisfacen a las
desigualdades

Ian (3—20]“1 <.Bﬂt
de donde se deduce la convergencia absoluta de Ia serie (5.1:1) en
cnalquier punlto del plano.

Para las aplicaciones de la formula de Cauchy-Hadamard, en
muchos casos suele ser Gtil la relaciéon siguiente:

lim iy Al =d
Para demostrarla, ohservemos que
"_Tl-.\

n n" n n2
e™ =1 .Jri—!-]_- “l_i_—{!’t—m."’_;!_![i -+ e | - CEN ()] +A_.] i

de donde se deduce gue
n" Bl n n 2 N n*
<rartar [V a2 (5E) o] =@t 4

Y, por otra parie,

Asi, pues,

de donde resulta 1o que se afirmaba*)
*} En el cap. séptimo obtendremos una relacidn de ia cual s¢ deduce gue

nl }/ 2nn W3-E)

n" en

donde g, — 0 cuando n tiende al infinito.
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Aplicando la férmula de Cauchy-Hadamard el lector comprobard
ficilmente gque los radios de convergencia de las series

a0 o . L] l o
Al
) Z n'zt, b) Z"—nl—z", c) 2 -a—z“, d) Z nlg®
1 T 1 1
1 F
~, oo, 0, respectivamente.
I{n muchos casos resulia conveniente determinar el radio de

eonvergencia de una serie de potencias mediante el criterio de T’Alem-
bert. Asi, en el ejemplo b) el mddulo de la razén de un término al

n
anterior es igual a (1 i %) |z | v. por consigniente, tiende al
limite ¢ | z | cuando n tiende al infinito. De agui se deduce gue la

son iguales a: 1,

. i 1 . 2
gerie es absolutamonte convergente si |z |<{— vy s divergente si

1 ) ' s i 1
3]~ cs decir, su radio de convergencia es ignal a =

0o
ki
. L. . . z .
Examincmos también el ejemplo de la serie z_ﬁ_ Aqui los
1
oy i 7 § 1 .
coelicientes u, son iguales a 0 si n 3= k%, e iguales a msin= k2.
De aqui que
h2

Tim Tan] = 11m]
T hmroo

; Lin ’V =t

v ¢l radio de convergeneia es ignal a 1. El mﬁdulohdc la razdén de un
u; i . 41

término al anterior es, en este caso, igual a .?T ¥, por consi-
guiente, tiende a cero si |2 | << 1, y tiendo al inlinito si |2 | > L.
De aqui que el radio de convergencia de la serie es de nuevo
igual a 1.

A continuacién consideraremos las series de potencias para las
cuales B > 0, es decir, A << oo, De laigualdad de Cauchy-Hadamard

Iim ;/]a,.j——

Ti=r00

sacamos la conclusion de gue para cualquier 60 (e << R)

|a,.|<:-(?1,-_ie-T para n>> N (&) (5.1:3)

)

|@s|<<e® para n> N (g) (5.1:4)
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En resumen, los coeficientes de una serio de potencias cuyo radio

de convergencia sea mayor que cero, crecen ¢on una rapidez no mayor
que una progresién geométrica de razdn ﬁ (R <<o)oe (R =
= o0), donde & es un nimero positivo arbitrariamente pequeiio.

Del teorema de Cauchy-Hadamard, como consecuencia, se deduce
el siguiente:

Primer teorema de Abel. Silaserie (9.1:1) converge
en un punio 2y <% 2, entonces converge absolutamente en el interior
de la cireunferencia con el centro en z,, que pasa por el punto z,.

En efecto, de la convergencia de la serie (5.1:1) en el punto z, ==
= 2o se deduce, en primer lugar, que su radio de convergencia es
mayor que cero (posiblemente, es infinito), y, en segundo lugar, que
24 estd situado en el interior o en la frontera del circulo de convergen-
cia {en todo punto exterior al circulo de convergencia la serie de
potencias es divergente). Por esta razém, el circulo |z — z4 | <<
< | 2t — 2 | es una parte de todo el circulo de convergencia o coin-
cide con el mismo; de esto se deduce que la seric es absolutamente
convergente en tal circulo.

Demostremos ahora que la serie de potencias es
uniformemente convergente en el interior de su
¢irculo de convergencia | z — 2z, | << R. Evidentemente, es suficiente
demostrar que la serie es uniformemente convergente en todo circulo
cerrado [z — 2y | < r << R. En efecto, cualquicr conjunto cerrado
y acotado F, perteneciente al efrculo de convergencia, estard conte-
nido en el circulo |z — z, | < r para r suficientemente préximo
a R,

Tomemos en el circulo de convergencia un punto £ situado en el
exterior de la circunferencia |z —zy |=r, r<<|L — 25| = p <<
<C R. En este punto la serie (5.1:1) tiene que ser absolutamente con-
vergenfe:

00 o
2| an|[—20 "= 3| an | (" < cos
W0 o
Como en cada punto del circulo cerrado |2—2z3|<<r se cumple la
desigualdad
1 ap (z-—:-!g]" ["St- i n |‘pn'

por ¢l eriteric de comparacién de las series deducimos que la serie
(5.1:1)fes uniformemente convergente en cada circulo |z—zy | <<
< < R, con lo cual se termina la demostracion.

Obsérvese que aqui no se afirmaba que la seric de polencias es
uniformemente convergente en su circulo de convergencia. En efecto,
en el ap. 4.1 se habia demostrado que la progresion geométrica

i4z4+324 .00 t2"+ ...,
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que, ovidenlemente, reprosenta una serie de potencias con el radio
de convergencia igual a uno, no converge uniformemente en el circulo
unidad, es deocir, en su circulo de convergenecia.
5.2, Coma la serie de potencias
{r2ra0ta@E—r)4... tanlz—2)"+... (5.2:1)
es una serie de funciones analiticas uniformemente convergente en
el interior del recinto K: |z — z, | < B (R > 0), puede aplicarse
el teorema de Weierstrass del ap. 4.1. Por consiguiente, la suma
f (z) de la serie de potencias es una funcion analitica en el circulo
K y su derivada de orden cualquiera & puede obtenerse derivando
término a término la serie (5.2:1):
1™ (@) =Klap+ (k+ 1) k ... 2ans (3—20) +
‘oo dnm—1) ... (B—ktDon(z—z)" ... (5.2:2)
Haciendo aqui z=g;,, resulta

1 (20) = Klag,

rerhy ¢
=T (k=i,2,...,m,...). (5.2:3)

Evidentemente, las férmulas obtenidas son validas también
para k = U, lo cual se obtiene inmediatamente de la serie (5.2:1)
para iz = z,. Poniendo en la expresién (5.2:1) los valores hallados.
de los coeficientes, tendremos:

1@ =1+ g—zg) ... + L2000 gy L (5.2:4)

La serie que figura en el sepundo miembro se llama Serie de
Taylor de la funcién f (z). Por consiguients, queda demosirado
que toda serie de potencias es la serie de Taylor para su suma f (z).

Supongamos que las sumas de dos series de potencias

Ao+ Ay (B—2g) - As (2—20)2 4 ... +An (2—2))" ¢ ... (5.2:5)

Byt Bi{z—zg)+ Ba(a—2)%- ... +Bplz—2z)" +... (5.2:6)
con los radios positivos de convergencia By y A,, coinciden en un
entorno del punto zy, es decir,

Ao+ Ay (z—20) + Az (2—20)2 4+ .. =
= Bo+ By (z—20) +- By (3 —a)*+ .. .,
8i |3—zp|{<Cr. Designando con # (z) el valor comin de estas series,.
tendremos segin las férmulas (5.2:3):

. ¥old L
do=Bo=F (), 4=B, =" . 4,—p, TG

de donde

y
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Por lo tanto, los coeficientes correspondicntes de las series y, por
consiguiente, sus radios de eonvergencia R, y fp, coinciden, las
series son idénticas. Hemos obtenido el teorema de umnicidad
del desarrollo en secrie de potencias ¥)

Teorema. De la coincidencia de las sumas de dos series de
potencias en un entorno del punto z, se deduce la igualdad de los coefi-
cientes de las mismas potencius de z — %,.

En el teorema es esencial que z, es el mismo para ambas serics.
Seiialemos que este teorema puede enunciarse del modo siguiente:
solamente puede existir una serie de potencias de (z — 2,) que lenga una
suma dada en un enlorno del punrlo 3.

Tste enunciado explica la misma donominacion del teorema:
teorema de unicidad.

Como ilustracion de la propiedad demostrada, cxaminemos la
forma de las series de potencias de z que representan funciones pares
¢ impares de z, respectivamenle.

Seaf(z) = @y + @iz 4 az® + . . . 4 @,z" & . . ., ysupongamos
primero gue f(z) es uwua funcién par, es decir, f (—2) = | (2).
Lntonces, sustituyendo z por —z, tendremos:

fl—z=ay—azt+az® ... +(—N"az"+ ...
Como, por la hipétesis, las sumas de eslas dos scries coinciden,
en virtud del teorema de identidad, resulta:
an=(—1)"an (n=0, 1, 2, .}
de donde para n impar
Bomet = — Bamsgs © Dien dpme =10 (m=0,1,2,...).

Ion resumon, si la suma do una serie de potencias es una funcion
par, todos los coeficientes de potencias impares de z tienen que ser
iguales a cero y, por consiguiente, el desarrollo de f (z) es de la Jorma

fe)=ap+ a2t a2+ ... +ams® -+ ...
Andlogamente, si f {z) es una funcién impar, es decir, f (—z) =
= — f {2}, resulta que todos los coeficientes de potenciag pares de z
tienen gue ser iguales a cero, de modo que el desarrollo de f (z) es
de la forma
f(&)=az+asz® ...+ Gomey2®™ L L

Para que el lector comprenda que el teorema de identidad no se
puede considerar por si mismo evidente, enunciemos la propiedad de
identidad para las series en forma general. Se dird gque un desarrollo

*} En los libros de maleméticas espaiioles suele llamarse teorema (o prin-
cipio) de identidad. (Nota del T.)



§ 5. SERIES DE POTENCIAS. RELACION CON LAS SEHIES DE FOURIER 299

en serie
Ao (2) - A1y (2) + oo+ Angn (B) + . ..
sogin las funciones dadas
Po (2): @ (2 s P 2), - oo
posee la propiedad de identidad en un conjunto E, si de la coinci-
dencia de las sumas de dos series
Agpo (2)+ A1 )+ ...+ Awpn (2)+ .. .,
Bopo (2) + By (2) .- . L Bagn (2) 4. 1,
convergenfes en oste conjunto, se deduce la igualdad de los coefi-
cientes correspondientes:
1"10=B0n AI:BI' ey Ap=FBy, ...
Esecribiendo la relacidon
Ao (2) + A {z) + -+ dagnu B 4. =
= Bypg (3) -+ Bis (3) 4 . - . + Brgn (2} 4 - . .
<n la forma
Copo (B +Cipr {2} + ... +Cr@u(z) -] ... =0,
donde
CQZAQ-"'BH. C;“—-' AI—B’, “aay qu'-'- An— Bn-. “e
puede enunciarse la propiedad de identidad de otro modo: los de-
sarrollos en series de funciones {p, (z)} poseen la propiedad de identi-
dad en un conjunte Z, si de la anulacion de la suma de Ja serie para

10dos los puntos z pertenccientes a £, se deduce que todos los coefi-
cientes do la serie son iguales a cero:

CQ=CI=...=C,,:.‘.-_—0.

Como se demostrd, los desarrollos en series de las funciones
@a(2)=(z—2z)" (r=10,1,2,3, ...) poseen la propicdad de identi-
dad en cualquier circulo con el centro en 5. Tomando, por ejeinplo,
@) =1, ¢ (@) =2—1 @B =22—2, ..., Qu(@)=2"—2"", ...,
resulta que la propiedad do identidad no se cumple en el circulo
12| << 1.
En ofecto, para la serie
Po(3)+ Q@+ ... +Pn(a) ..,

cuyos coeficiontes son  distintos de cero (C=Ci=Cp=...
..=Ch=...=1), la snma parcial

B0 @)+ B4 @)+ -+ O (&) =1k (g + (F—2) . .. 4 (2™
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es igual a z", y como para |z | << 1: lim 2" = 0, la serie dada es

=00
convergente en el interior del cirenlo |z | << 1 (y ademas, unifor-
memente) y su suma es igual a cero.
De aqui se deduce que, si la serie de funciones {@, (z)}:

Agpo (2 + A (B + ... +Anpr (B)+ .. .,

es convergenle en el interior del circulo |z | << 1 ¥ su suma es F (z),
entonces todas las series

(Aat+M @@+ (A4 Mg B+ -+ A+ M @@+,

donde X es un nimero complejo arbitrario, también son convergentes
en ¢l interior del circulo |z | << 1 y poseen una misma suma F (z).
En resumen, las sumas de dos series de funciones de un sistema
{@, (z)} pueden coincidir, a pesar de que ninguuo de los coeficientes
de una serie esigual al coeficiente correspondiente de la otra.

El método de los coeficientes indeter-
minados estid basado en la propiedad de identidad de los desarro-
llos en scrie de funciones de un sistema dado {fp, (2)}-

Si los coeficientes de una serie convergente

Appo (2) + A4y (D) 4 - .. A+ An@n (B)+ . - .

son desconocidos («coeficientes indeterminados») y si mediante
ciertns operaciones efectuadas sobre esta serie y unas scries dadas,
resulta wna relaciéon de la forma

Copo (2) +-Crpr (B + - .. +Crnpr (5} + ... =0,

cuyos cocficientes representan unas combinaciones determinadas de
las incognitas Ag, 410 . . ., 4, ...y otros niimeros dados, enton-
ces, segin la propiedad de identidad se obtiene un sistema infinito
de ecuaciones:

Co=0. Ci:0| san gy Cﬂ=0|...

Este tltimo sistema puede servir para buscar los coeficientes 4,
Ay, ..., A,. En adelante emplearemos este método para dividir
las series do potencias.

En el caso mas sencillo, cuando las series de potencias (5.2:5)
y {5.2:6) se reducen a polinomios

An-'—Alz+.-- —‘-A;—,Zn Y Bn—t—B!z—t—_H +Bmzm,

para aplicar ¢l teorema de identidad no es necesario que se sepa que
los valores de estos polinomios coinciden para todos los puntos
%z pertonccientes a cierlo circulo. Si se conoce que los grados de los
polinomios no superan a cierto niimero natural N (n < Ny m < N),
entonces, de la coincidencia de los valores de los polinomiogsen N + 1
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punios distintos se deduce que los grados de estos polinomios son
iguales (n = m) y que los coeficientes correspondientes son iguales
dos a dos:

Ap=25;, Ay=By, ..., A;=B8,.

Para las series de potencias (que en cierto sentido pueden consi-
derarse como un género de «polinomios de grado indefinidamente
grande») se puede dedueir la igualdad de los coeficientes solamente
cuando coinciden las sumas de las series en un conjunto infinite
de puntos. No obstante, no hay necesidad de que se sepa que coinci-
den las sumas de las series en todos los puntos de cierlo circulo
{precisamente esto so suponia cuando se demostraba el teorema de
identidad para las series de potencias). Es suficiente saber que las
series (5.2:5) y (5.2:6) coinciden en un conjunto de puntos con el

punto de acumulacién z, (por ejemplo, en el conjunto de puntos

Iy = Zp + -1—(?1 =1,2,3, .. ')) - Precisamente, subsiste el siguien-

le leorema, que os una generalizacién del pripeipio de identidad
domosireado,
Si las sumas de dos series de potencias

A+ Aj (5—29)—‘1— i —i-An(z_zo)n_l_ L

Bo+ By (5—20) + ...+ Bu 6 —2)" - . ..

coinciden en un conjunte de punfos E, para el cual zy es un punio
de acumulacion, entonces los coeficientes de estas series son iguales
enlre st, es decir,

Ay=Bo, A;=By, ..., Au=Bn, ..

Demostracién. Sea {z,} alguna sucesién de puntos del con-
Junto E, distintos de 2z, convergente hacia z: lim z, = z,

H=r00

De Ja subsistencia de la igualdad
Ayt Ay (Tn—20) + B3 (Bn—20)3 + . .. =
= -BU+ Bi (Z,, —Zg} + Bg {3;1"“' 20)2 4., (5.2:7)

para cualquier n (n = 1, 2, 3, .. .), y leniendo en cuenta que la
suma de la serie de potencias es continua en el interior del cireulo
de convergencia, sacamos la conclusién de que

Ao=1im (Ao Ay (on~20) + A3 (tn —2)* + .. .} =
=;]C-I.E [Bot By (20 —20) 4+ By (2a—20)* -+ . . .] = By,
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0 sea,
[-1"—_* Bu.
De aqui se deduce (ue
11| (Zn —“zn) -+ A:’, (zn ""zo)z"" e = Bi (z'h'_zﬂ)+B2 {zh_zo)z'f_ g

para n=—1,2,3, ... ¥ como %, =z, resulta
A+ Apen—z) 4. .. =8By + By (za—20) + - ..
para cnalquier z. Pasando de nuevo a limites para n — co, obtenemos:
Ay=DB,.

Supongamos que, en general, ya se han demostrado las igualdades
Ag= By, Ay=By, ..., Ax=DBs.
Entonces de Ja igualdad (5.2:7) se deduce que para enalquier n
r=1,2; 3 «-2)
Apey (20— zn)kn + Apyp (Ba— 2) 24 L=
= Baat (Bn— %)+ Bayp (Za—20)"2 4 ...,

o bien, simplificando por (2, — 30! == 0 y pasando a limites para
it — 00, Axyy = Brsyr. Con ecsto el teorema queda demostrado.

5.3. Cerciorémonos de que la serie de potencias puede considerar-
se como cierta analogia de la serie de Fourier para la funcién f (z).
Con esle fin, observemos que las potencias (z — z,)" poseenla siguien-
le propiedad de ortogonalidad en cada cir-

cunferecia |z— 33| =p:
2
5 (z ~20)" (2—20)" dB=0 para nz=m. (5.3:1)

n

En efecto, haciende z= g9 pe'®, tendremos:
(z— z)" (2 — 2g) ™" = p™H1ei (O

¥, por consiguiente,
n

_j’ (z—20)" (2—2p)™ dB — p"™*" [

ei(n—m}@ on

i{n—m) lg

Supongamos que p salisface a las condiciones: 0 << p << R (/2 cs
el radio de convergencia de la serie). Como la serie de potencias es
uniformemente convergente en la circunferencia |{ —z 4| = p,
situada en el girculo de convergencia K, en la misma circunferencia
lambién serd wniformemente convergente la serie

T E—2z)" =aG—2z)" + .ot C—20)" T—20)" + ...
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Integrandola término a término y teniendo en cnenta la relaciéon
de ortogonalidad (5.8:1), tondremos:

2n 2
[ 1OT=do=an | @—2)mE=2)"d0= 2302,
] i

Do aqui que

2n
1 o 9
b=z | OT—2"d0 (m=0,1,2,...), (5.3:2)
u
¥, por consiguiente, la serie de potencias puede escribirse on la
forma

o 2n
F@ =D g | QT2 G—m)™  (5.3:3)
0 1]

Asi, pues. la serie de potencias representa el desarrollo de la
funcion £ (z) en serie de polinomios {(z — z4)™}, ortogonales en cada
circunferencia con el centro en el punto z,.

Como una de las aplicaciones de las relaciones de ortogonalidad

{5.3:1) se Llicne:
" 2 v "
T 5 ‘2 am (2—29)™ | dO =
v oo

L 2t n =)
=3 S 3t c—2)™ Dt G— 2™ dO =
(L.} o
an n
(S wn—zr T
ok, m=0
L n n &
=Zm Z Andm g (z_zﬂ)h (z'_zu)m a6 = E 1“!‘.’1[202“-
k, m==0 9
(Todas las integrales, correspundientes a k==m, son nulas)
En resumen,
2

% i | Z A (z—zu}mr a8 = Z Ia’m Ispgm_
i} 2

Suponiendo aqui p << R, pasemos a limites para n— oo . Como
la sueoesion

: ? @ (2 '_'zﬂjm_!
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esta formada por funciones continnas y es uniformemente convergen-
te on la circunferencia |z — 2z | = p, la sucesion de funciones
n

continuas {| Dl @, (2 —z5)™ | } serd unilormemente convergente
[1]

en la misma circunferencia (véase la observacion al final del ap. 4.2).
Por consiguiente, es posible el paso al limite bajo el signo integral
(correspondiente en el caso de las series a la integracidén término
a término), obteniendo:

2n

2 § 1 Gatpet) a0 =
0

=19

n n n

=tin 5 | | om0 [ d0=lim 3 an ot
u ]

o0
De aqui se deduce, en primer lugar, que la serie }_‘,[amﬁpa""
i}

es convergente y, en segundo lugar, que su suma es igual a la
an

intogral 5 § |7 (2) | do:
[+
[~ Zn
S am 22" = g S | f (zo—+ pe'®) |2 6. (5.3:4)
1]

1]

Esta relacién es andloga a la igualdad do Parseval en la tooria
de las series de Fourier. De la relacién (5.3:4) se deduco que la inte-
rral
ora i

1 R

o § 1 ot pe)  ap,

]

quo representa el valor medio del cuadrado del médulo de la fun-
cion analitica f(z) en la circunferencia |[z2—zo|=p, es una fun-
¢ién no decreciente de p. Por consiguicnte, sicmpre existe el limite

(finito o infinito) \
I
i 1
lim — 7o+ pe'®) |2 dO.
aniﬁ(op )|

Transformemos la expresién (5.3:2} de los coeficientes de la serie de
potencias. Con este fin, hagamos {— zo=pe'®; entonces tendremos:

Zn
%:ﬁ g f (L) e=tm0 dp. (5.3:5)
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Por otra parte, segtin el teorema intogral de Cauchy:

2n
{10 e—m™td=0 m>1),
[

o bien,
an
j £ (1) p™ et m=118pjei0 go — ),
L]
v, finalmente,
1 2n
0=ps j' ()™ dd  (ms 1), (5.3:6)
o

Sumando y restando (3.3:5) y (5.3:6), obtenemos:
2a

Zn
m.,:ﬂ_% j f (&) cosmbdd=—. S f(@senmBdd (mz1). (5.3:7)
1]

Sea

"Ip"l

U= Cp+ i v (D) =u(p, 0)+iv(p, B);
entonces de las [drmulas (3.3:7) hallanms:

(V" Oy == —— g t(p, 8) cos md df = 5 v {p, 0) sen m0 40,
(m=1)
(5.3:8)

Zn

0" =— { v(p.0) cosmbdo= —L S w (p, 0) sen m0 do.
o 0

Ademas, la férmula (5.3:0) para m =0 da:

1 in | an
=g [ (0.9, Po—gz | v(o. 0)a0.
[} [

De aqui se deduce que los niimoros o, pet, ¥ — p"Pm (m=1,2, ...}
son los coelicientes do Fourier de la funcion u (p, 0) = Re f {2, -} pei0)
y los mimeros Po, p™Pw ¥ p"6m, los coelicientes de Fourier de In
funcién v (p, ) =Im f (3 + pet®).

En otras palabras, las funciones w(p,0) ¥ v(p, 8) poseen de-
sarrollos do Fourier conjugados:

w(p, 0) ~ oL 2 "™ (0, cos mb—f,, sen mB),
1

oo
e {p. ) ~ Po-+ Z p™ (B cos mO) 4 oy sen m0).
201199
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Separando las partes real e imaginaria on Ja serio de potencias
iz H-e‘“)—v-(p, ) + v (p,0) =

- Z e (2 — 29)™ = Z (Bt + 1Pu) p™ (cos mO 4 i sen ml)

resullan estas mismas sories:

1w (p, 8) = atgL D) (etmp™ 03 mB — P.,0™ sen m0),
] (5.3:9)

0 (py 0) = Po+ 21 (Brnp™ €08 MmO + 60" 500 MA).
i

¥in resumen, las partes real e imaginaria de una serie de poten-
cias son lus series de Fourier pare las partes real e imaginaric
de su suma. Estos series son cvn,r'rr.gadas entre si.

Demostremos  también cdmo se puede obtener de la ignaldad
(5.3:4) Ia igualdad de Parseval para las funciones u (p, 0) v v (p, ).

Observando que

| F (za -t pe'®) |2 = fu {p. O)* = v {p, 6],
representemos (5.5:4) en la forma
g o j = >
;,-3-5 1 (p. a)lﬂd(H-Hj v (0. 6)12d0 = D) | a2, (5.3:10)
) i H]

Porotra parie, ficilmente se puede Ohi.euut' i 1'eluc-i6u (que exprese
la diferencia de las ml..t‘glales—j [1e {p, O)[*d0 ¥ ,—j [z {0, 0)]* d0,

'al recordamos  (que la media autmetlca de los \dlmea que Loma
la funeion analitica [f (204 pet9)]? en la civcunderencia |3— 2y =p,
ticne qu(- coineidir con su valor en el centro de la circunferencia
(ap. 3.2):
L
= | U ot ez a0 = 1 )12, (5.3:11)
b
Observando que

[/ (29 = pe)]2 ={u {0, O —[v (p. 0)i* 4 2iw (p, O v (p, 0),
[f (za)12 = ap = e} — B -+ 2écefy,
v separando las partes reales en la igualdad (5.3:11), oblenemos

2% 5 [z (p. 0)]* dB — [[u(p 0)2df =oZ—p2.  (5.3:12)
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Sumando y restando términe a término (5.3:10) y (5.3:12),
hallamos:

2n

= e O a0 =i — Bt 3 an ot = 203+ B (ot +- i) ™,
" 1

]
n o o

= J . o0 =g —az 1 3 an 02 = 2B+ D) B+ k) 2.
I} 0 1

Evidentemente, las relaciones obtenidas representan las igual-
dades de Parseval para las funciones w(p, 0) vy v (p, 0).

5.4. Fn cl ap. 5.2 se obtuvo la expresion de los coelicientes
de una serie de potencias mediante las derivadas de su suma en el
centro dol civeulo de convergencin K:

11 (zq)
nl

fHy

{(n=0,1.2,...).

Pero en el ap. 3.2 se vio que para cualquier p, 0<<p< R, los
mddulos de las derivadas salisfacen a las degigualdades
il

| 160 (za) | mt 00

donde M (p) = max |f(z)|- De aqui se deducen las siguientes
z—zp |

; =0
desigualdades de Cauchy para log coelicientes
de la scriec de potencias (acolacién de Cauehy):

lea| <2 a0, 1,2, (5.4:1)

De lasg desigualdades do Cauchy se deduce que todos los térmi-
nos de la seric S:]a,, [*p*" estin acotados; precisamente, cada uno
de cllos no es suuperior a |M (p)]*. Sin embargo, la relacién (5.3:4)
permite afirmar mucho més. Resulta que Ia serie $|a,. [2p*™ es con-

vergenie (para p<< ) y su suma no es sapcrio}' a la misma cola
IM {(p}}2. En efecto, se tiene:

i in
Boan 1 1 -
2 lan o =5 {1 G+ pet®) |2 0.
n il
Pero
2

e 1(. |/ (zo+pe'®) |* dB < [M (p)12,

20+
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por consiguiente,

o3

3llan [t < LM (@)1 (5.4:17)

Suponiendo gue para cierto n=n;=0 y para p, 0=<p<R,
en las desigualdades de Cauchy se verifica la ignaldad
M (p)
[ tng | =5, o P :

| @ny [Fp*m = {M (p)}%,

de la desigualdad (5.4:1") sacamos la conclusion de que todos los
coeficientes @, para ns=tn, son iguales a cero. Iisto significa
que la serio de potencias se reduce a uno de sus términos a,z™ ¥y,
por consiguiente,

o bien

{(z) = a,,z™.

En resumen, exluyendo ¢l caso en que la seric de potencias
se reduzca a uno de sus Lérminos (los coeficientes de todos los demis
términos son ceros), en las relaciones (5.4:1) las desigualdades
siempre son estrictas. En particular, pars n-==0, resulta

lao]=11(z} | <M (p), =i [(3)==a

es decir, el principio del médulo miximo en su forma delinitiva
para la suma de la serie de potencias.

Como las derivadas de una funcién analitica pueden expresarse
segln lag formulas del ap. 3.2 en forma de integrales

1 >
e =g | Zomd <)
It=fot=n

para los coeficientes de la soric de potencias se verifican lambién
las siguientos expresiones integrales:

1 (&) . :
an=2_;l_f S de (?1=0| .<.). (5.4<2]
li—z0|=p
Demostremos que estas férmulas pueden obtenerse directamente

examinando la serie de potencias. Para esto multipliguemos todos
los términos de la secie

r@-'ﬂ nE— 7)™,

uniformemente convergente en la eircunferencia [{—z,|- p, por
1

3 Tz © integremos término a término sobre la civeunfe-
o
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rencia y:|{—z,| = p; obtencmos:

1 4 - s 1 Mmtte] u
7 ) T do= D ange | Gm™ g (5.4:3)
Pi ¥

i
Poro
2x in
S (g_,zu)m—-n-l g, = 5 pm—n—lg(m—n—1) iapeiag d0 = jp™" 5 elm—n) ib gg.
' L] W
si m==n, esta integral es, evidentemente, igual a cero:
am
.Epm'” S L,(m—n_} i) dg i ipm—u [
il

glm—n}iQ ]2“
=

{m—n)i i
si m=n, ésta cs igual a 2mi:
27
i 5 6 = 2.
o

Ve aqui se deduce que todos los términos de la suma en el se-
gundo miembro de la fdrmula (5.4:3), menos uno, correspondiente
a m=n, son jguales a cero, y obtenemos:

15 &) dt=a, (n=0,1,2,...),

o ) T
)

es decir, las férmulas (5.4:2).

Aplicando las expresiones integrales de los coeficientes, que
acabamos de obtener sin basarse en la férmula integral de Cauchy,
se puede dar una demostracién de la {érmula integral de Cauchy
para la funcién f () (la suma de la serie de polencias), distinta de la
expuesta anleriormente (ap. 3.1}, Pongamos la expresion (5.4:2)
en la serie de potencias. Tendremos:

10=2m | gl ka4
0 v

La serie que figura en el segundo miemhro puede obtenerse integrando
=3

. n
término a término la serie 25:-&;‘('&‘}({5 2% la cual con-
0

z_20)ﬂ+1 !

verge uniformemente en la circunferencia y: | { — 2z, | = p, 8i z es
un punto fijo situado en ol interior de y. En efecto, para cl médulo
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del término general de la serie se tiene la cola:
L1 (z—29)" 1 M) (|z—z ]\
zr O g | <m - ()

donde M (p) = max | f(0) | ¥ | 2 — 24 | << p. Pero, evidentemente,
en el segundo miembro figura el término general de una serie numé-
rica convergenle (una progresiom geoméirica con la razén lz—s0| -

<< 1), de donde se deduce Ia convergencia uniforme de la serie consi-
derada. Por esta razdn, el resultado de la integracion término a tér-
mine de esta serie fiene que coincidir con la integral de la swa de
la serie, y oblenemos:

1@ =57 § D10 e &~ S,f(c) )4 e d=

2 1

1 G F{0) et

—— jf@) e =
v ;-—-Zu ¥

Esta os I f6rimula integral de Cauchy para la suma de la serie
de potencias.

Asi, pues, la formula integral de Cauchy puede obtenerse de la
serio de potencias representando sus coeficientes en forma de integra-
les, sustituyendo después la suma de las integrales de los térininos
de la serie uniformemente convergente por la inlegral de la soma
y finalmente, sumando, la progresion geométrica oblenida bajo
el signo integral. Canchy efectud todos estos razonamientos en orden
inverso y hallé goe toda funcion expresable en forma de Cauchy, es
decir, toda funcién analitica, se representa por una serie de potencias.
Demoslremos esta proposicién admirable,

Tecorema de Cauchy sobhre el desarrolio
de una funcidén analitica en seriede potlten-
cias.Sea f (z) una funcidn uniforme y analitica en un recinlo G,
sea zq un punte (finito) arbitrario del recinto G y A, la distancia desde
2, hasta la frontera de este recinto, Fntonces existe una serie de polencias
de z — zy convergente en el circulo K: |z — 35| << A, que representa
en este circulo la funcion f (z):

fey= >.ﬂn (z2—z)". (5.4:3)

(Obsérvese que la frontera del recinto & puede reducirse al inico
punto del infinito. En este caso se debe suponer que A es infinilo).
Empezando a demostrar el tecrema, tomemos un punto arbitrario
z € K y describamos una circunferencia y con el ceniro cn zg:
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& —20|=p, donde U < |2 — 20 | <o <A (fig. 57). Segiin la
férmnla integral de Cauchy, tendremos:

f(z);n'.,l, 5 /{2 dk

ok 44 5—

Para oblener de aqui nna serie de potencias de z — z;, conside-
Temos

—— como la suma de una serie geométrica de razén =
o g

cuyo médnlo es: ::;‘; = |z';:°|=0<:1 Con este fin repre-
1 "
sentemos 7 en la Jorma
L__._'-a
i1 1 i 1 o s—my
t—=  L—2—(—2) L—% 4 =% {—n  E—z?
E—2o
(z—zg)* e—z)" (s —z)"

+(_-5d+ _i'ﬁg)‘ﬁ?"’_"“—“

QMB

m. (:.'P’I:(j]
Como para todos los pumtos {, pertenecienles a y, ol médulo
del Lérmino general de la tiltima serie es:

(z—zo)" 1 :

W =—E—B“ (<0< 1),

la serie (5.4:6) converge uniformemente en y (respecto de L € y).
También convergerd unilormemente la serie obtenida de (5.4:6)
al multiplicar ésta por la funcidn 2%} (£) la cual estd acolada en
valor absoluto en v, es decir, la serie

1 b T = Ld
._ f(h) Z Tai [ f.(.:;ﬂ-” {z—zﬂ) ) (D-z}:d)

w3
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De aqui se deduce que la serie (5.4:7) puede integrarse término
a término en y. Efectuando la integracién, resulta:

1 < n
1o =g | 25 = Nan—a), (5.4:8)
¥ [}
donde
1 t) dr ™ (20) &
fa= Tnl 5 (;’—(‘bﬁ)o)n'ﬂ = ! n!(zn * {‘]"1'9)

Hemos obtenido el desarrollo de la funcidn analitica en scric de
potencias (seric de Taylor)., Del mismo método de su obtencidn
(z es un punto arbitrario del circulo X) se deduce que esta serie es
convergenfe en cualquier punto del c¢irculo £: |z — 2z | << Al

El feorema queda demostrado completamenle.

liste teorema es de una importancia capital, pueslo que muestra
que una funcién f (z) de variable compleja que ex derivable en un
recinlo & (pues asi es la definicion admitida de funcidon analitica
devariable compleja), se expresa por una seric de potencias de z — z,
en un entorno de cualguier punto z, del recinto G. Precisamente esta
propiedad justifica la denominacién misma de las funciones de
variable compleja que son derivables en un recinto
al Hamarlas funciones analiticas.

Para las funciones de variable real, o con mds generalidad, para
las funciones definidas en alguna linea T’ (por ejemplo, en una curva
de Jordan del plano ampliado), no subsiste semejante propiedad.
Una funcién derivable e incluse indefinidamente derivable en T,
puede o expresarse por una serie de potencias en ninguno de los
entornos de los puntos de 1"y, por consiguiente, puede no ser analitica,
Por esta razbn, al aplicar el concepto de funcidén analitica para las
funciones definidasg en curvas de Jordan (por ejemplo, para las funcio-
nes de variable real), no hay que basarse en la derivabilidad, sino
que hay gue exigir que las funciones scan cxpresables por series de
potencias.

Como la serie de potencias

2,
D tnz=zo"= N L gz
o ]

que representa la funcién f (z) en un entorno del punlo z,. segin lo
demostrado en el teorema de Cauchy, es convergente en el cirenlo
|z — 2y | << A, su radio de convergencia R liene que ser no menor
que A:

Rz A,
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Escribiendo esta desigualdad en la forma ‘; s J y sustituyendo

% segin la formula de Canchy-Hadamard mediante TimV e, | =

N-+0B

= Tim 7, ﬂ’lfﬂ. oblenemos la ya conocida desigualdad de

=00 n

Cauchy-Hadamard (3.3:10):

[ 7147 (z) |
]111! I/ 1l A

= 7

Del teorema de Cauchy se deduce, en parlicular, que las series
de polencias que reprosentan funciones enteras convergen hacia las
mismas en todo el plano. En efecto, una funcién entera es analitiea
en el recinto G que coincide con todo el plano, de modo que la distan-
cia A desde cualquier punto z, hasta la frontera de este recinto
se debe considerar infinita.

Seaf(z) una funcion entera y z,, algin punto del plano. Entonces
tendremos:

fla)=apta(z—2)+ ... Fan(z—2)" + ..., (0.4:10)
donde
iz 4 r f i) dg
" 1 PR vl T
i W e=ippmp o0

Como acabamos de sefialar, csta serie sonverge hacia f(3) on
todo ¢l plano. Para los coeficientes de la serie se tienen las aco-
taciones de Cauchy:

. M p)

Ianl‘sa o (R'=00 19 2| ---)u (5.’{[:1‘)

dondo
M(p)= max |f(2)]
|z2—zyy|=p

Iin el caso cousiderado se puede lomar p arbitraviamenle grande.
De aqui se deduce que, si el mddulo de una funcién entera [ (z) se
conserva acotado en todv el plano, es decir, si M (p) <7 M <C oo para
todos los valores p, entonces f (2} == const.

Esle es el contenido del teorema de Liouville, que
liene numerosas aplicaciones en distintos problemas de la teoria
de [uncienes.

Para demostrarlo, sustituyamos en las desigualdades (5.4:11)
M (p) por M y escribamos estas desigualdades solamenle para valores
naturales del indice n:

.M
fan| < o

= (n=1,2,3,...).
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Fijando arbitrariamente n, suponganos que p crece indefinidamente;
tendromos:

|@n |0, es decir @, =0 para =1, 2, ...

Debido a esto, de la relacién (5.4:10) resulta que f (z) = @, para
cualquier z, es decir, / (3) = const, como se queria demosirar,

Ilaciendo zg = U y ealeulando lag derivadag de 6rdenes distintos
de las [unciones elementales: exp z, son 5, cosz, sh z, ¢h z, el lector
obtendra facilmente para ellag los signientes desarrollos, conver-
gentes en lodo el plano:

- o

o " z20-1

expz—_—Zﬂt SL‘]l&“—_Z (_1)“ ! [2u—1)! !
t ¢

=] o« L]
- n Z8m X 201 o\ 221
{?053——2[“1) (:ZT)!’ S}IZA-—Z(?‘—“-;—T}-?. GI!Z_Z’(ET)?‘
0 L] u
Detengamonos en los desarrollog en series de potencias de las
ramas uniformes de las funciones multiformes mas clementales.
Consideremos ante lodo la rama uniforme ln z, definida por la condi-
cion In 1 = 0 en el recinto @ cuya froutera es la parle no posiliva
del eje real: < 0.y = 0 (esta rama puede representarse en la forma
: , 3
lnz —In)z |+ iargz, donde |argz|-<<n). Como (Inz) = —
se tiene, (lnz)™ = (—1)*1 E-;;;l-u , ¥, por consiguienle, el desarro-
llo de In z en serie de potencias de z — 1 tiene la forma

i ki

. (Inz)M .

lnz.—z_Trz__i(z—i)”.
] - 5

0 bien

Inz=3 (—yr LD
[

La distancia A desde el punto z, = 1 hasta la frontera del recinto
& o8 igual a uno. Debido a esto, el desarrolle obtenido puede ulili-
zarse para | z — 1 | << 1. Sustituyendo aqui z — 1 por z, se obliene
la serie de polencias para In (1 -~ 2) que es convergente para |z | <<
< 1:
J

In(142)= 3 (— 1) 2 (2] < D).
0

La funcion lo (1 4 z) es la rama uniforme de la funcion Ln (1 + 2),
definida por Ja condicién (In (1 4+ 2)l,_o = In1 = 0 en el recinto
G cuya frontera es la parte del eje real: . < — 1, ¥ = 0.
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Examinemos shora la funcion 29, donde o es un nimero complejo
arbitrario. I£sta es una funcién multiforme (si & no cs un nimero
entero) que se expresa mediante Ja funcion exponencial y el logaritmo
por la relacién z% = exp (x In z).

Separemos una rama uniforme ¢ (2) de esta funcién en el mismo
recinto G que figuraba en el ejemplo precedente, mediante la condi-
cion ¢ (1) = 1. Esta rama puede representarse en la [orma

@ (2) = oxp (2 In 2},
do donde

¢ (2) =oexp (aln z) —g— =eaexp(einz)-exp(—Ilnz) =

=aoxp[{z—1)1Inz|
v luego,
oW (z) =o(e—1) ... (a—k+1exp[la—k)Inz}] (k=1,2,...).

En ol punto z=1 las derivadas toman los valores i) (1) =
—a{e—1) ... (e—k-+1) v, por consiguiente, el desarrollo de ¢ (z)
en serie de potoncias de z—1 tiene la forma

¢ = N £EZDemhol gy
i

Como en el ejemplo anterior, este desarrollo es vilido para
[ 2 —1 | << 1. Sustituyendo aquf z — 1 por z, se obtiene el desarro-
1io de ¢ (z + 1) en serie de potencias de 2. Empleando c¢n lugar de
¢ (z + 1) la designacién ordinaria (1 4 2)* (entendida como la
nm;a]cic'm de la fancién uniforme exp fa In {1 + 2)] en el recinto G},
resulta: :

(1 -'!_-Z)”’::‘ 2 G':OC—'”-}‘I-!(“—'FFJ."U 2t (13|.<'3-
0

Esta es Ja serie binémica, eslablecida aqui para cl caso
méis general, cuando el exponente de la potencia cs un niunero
complejo arbitrario.

§ 6. UNICIDAD. A-PURTOS DE UNA FUNCION ANALLITICA,
’ PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO.
PUNTOS SINGULARES DEL ELEMENTO DE UNA FUKCION
ANALITICA

6.1, Enel ap. 5.2 se demostré el teorema que expresa ka propiedad
de identidad de los desarrollos de potencias de z — z,, donde z, es
un namero complejo dado. Este teorema afirma que si las sumas



6 CAP. I11 INTEGRALES Y SERIES DE POTEXNCIAS

de dos series de potencias tales coinciden en un conjunto de puntos
E, para el cual z, es un punto de acumulacidn, entonces los coeti-
cienles respectivos de las series son iguales. Luego, de aqui se deduce
gue coinciden también los circulos de convergencia de las dos series
v que las sumas de las series son iguales entre si en todo el cirenlo
general de convergencia. En otras palabras, la suma de la seric de
potencias queda delerminada univocamente en todos los puntos del
cireulo de converpencia, si se conocen sus valores en algin céonjunto
de puntos que tenga un punto de acumulacién en el centro del
circulo.

in vista de esta propiedad de las sumas de las series de polencias
{que en circulo de convergencia son Iunciones analiticas uniformes),
hagamos la siguiente pregunta general: ;Se determina completamente
una funcién uniforme f (z), analitica en un recinto G, por sus valores
dados en un conjunto arbitrario £ que tenga en este recinto al menos
un punto de acumulacion?

En otrag palabras, jeoincidirdn en lodo el recinto & los valores
de dos funciones uniformes y analiticas en este recinto, f (2) v ¢ {z),
si éstas coinciden en un conjuntu de puntos E de este recinto gue
tiene en este ultimo un punto de acumulacion?

El teorema que sigue da una respuesta afirmativa o esta pregunta.

Teorema interior de uniecidad. Sealiunrecinto,
en el cual estén definidas dos funciones f (z} y © (3), uniformes y ana-
liticas en todos los puntos de G. Supongumos que estas funciones coinei-
den en un conjunto de puntos £ (E < G) que tiene un punto de acumu-
lacion z,, perteneciente « G. Entonces [ (2) y ¢ (2) coinciden en todo el
recinto G.

Demostracidmn Sean

."Io-{- A: {£—20}+ ‘s ‘+()]ﬂ (Z—Zo)n!— i-a
¥
By+Bi(z—z2)+ ... - Ba(z—2)"+ ...

las series de potlencias que representan f (z) y ¢ (2) en un entorno
iz —zy | <<p del punto z,. Como las sumas de ambas series coinci-
den en los puntos del conjunto E, para el cual z, es un punto de acu-
mulacién, segtin lo demostrado en el ap. 5.2, estas series son idénti-
cas, de modo que f (z) vy ¢ (z) coinciden en todos los puntes del recin-
to G pertenccientes al entorno |z — 3z | << p. Designemos con E,
el conjunto de todos los puntos pertenecientes a G que poseen la
misma propiedad que ¢l punto z,, cs decir, de los puntos para los
cuales existen entornos donde f (z) y w (2) coinciden.

Por la definicion misma, £, es un conjunto abierto. Ademads,
a cada punto del recinto que sea un punto de acumulacién para £,
puede aplicirsele el mismo razonamientlo que se aplico al punto zg,
de donde se deduce que cada uno de tales puntos tiene que pertenecer
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a #£,;. Por lo tanto, el conjunto E; tiene gue coineidir con todo el
recinto & (véase la proposicidn ¢), ap. 4.5, cap. primero), como se
queria demostrar.

De este teorema se deduce que si las funciones f (z) v ¢ (2) son
analiticas en el recinto G y coinciden en un recinto g c & (por ejem-
plo, enwn entorno de algin puntoz, € @) o en un arco de alguna curva
continua situada en el recinto G, entonces ellas coinciden ¢n todo
el recinto G.

Iin particular, si una funcién, analitica en el reecinto &G, no cs
idénticamenle conslante, enlonces no puede conservar un valor
constante en ninguno de los entornos del punto z; ¥ en ningQn arco
de eurva sitnada en esle recinto.

Sea f” (zo), 1" (29), - - -« ™ (2¢), . . . la sucesién de valores de
las derivadas de la funcién f (z) en un punto z4 del recinto G. Enton-
ves, si f (z) == const, al menos uno de estos nimeros es diferente
de cero. En caso contrario, el desarrollo de Taylor de f (z) en un
entorno del punto z, tendria la forma

1@ =1 () +0-(5—z) k... +0-E—z)*+ ... = ] (2,

de donde resultaria que f (z) = f (z,) en ¢l recinto G.

Ademds del teorema interior de unicidad subsisten en la teoria
de las fimciones analiticas distintos teoremas [ronterva de unicidad.
Las proposiciones mas generales y profundas de este Lipo fueron
obtenidas por N. Luzin y T. Privilov. Aqui nos limitaremos a
enunciar el teorema frontera ¢ldsico de unicidad perteneciente a ellos.

Comencemos con las definiciones. Sea & un recintlo limitado por
una curva de Jordan I', ¥ sea £, un punto de la curva T en el cual
exista la tangente a ésta. Cousideremos una fancion f (z), definida
en el recinto G, ¥ supongamos que ésta tiende a un limile determina-
do A cuando z € & tiende a £,y sobre cualesquicra caminos no Langen-
tes a [ (véase la pig. 263), es decir, manteniéndose en ¢l interior de
un dngulo arbitrarvio de magnitud menor que m con el vértice en el
punto L,y cuya bisectriz coincide con la normal a T' en el punto £,.
intonces diremos que f (z) posee en el punlo Lo €M el valor
frontera angular A.

Teorema de N. Luwzin y I. Privalov. See G un
recinte limitado por una curva rectificable I, y sean f (2} y ¢ (2) dos
funciones analiticas en el recinto G. Si para cierto conjunto E < T,
de medida positive (por ejemplo. para un arco de la curva I}, la dife-
rencia f (2) — ¢ (3) posee valores frontera angulares y éstos son iguales
a cero, entonces las funciones { (2) y ¢ (z) coinciden en todo el recin-
to .

La demostracion de este teorema, que exige el conocimiento de
1a teoria de funciones de variable real, encontrari el lector on la
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monogralia de . Privialov «Propicdades de frontera de las funciones
unilormes analiticas» ya citada en relacion con las integrales de tipo
Cauchy. lin ésta el lector encontrard también un teorema fronlera
de unicidad muy delicado de los mismos autores, referenle a los
valores frontera radiales, esdecir a los valores que
son limites cuando el punlo z € ¢ se aproxima al punto £, €T a lo
largo de la normal a I’ en el punio &, (a lo largo del radio, si I es
una circunferencia).

Sea A un nimero complejo arbitrario. A las ralces de la eenacidn
f(z) = A las llamaremos A -puntos de la funecidn
f {2). el teorema de unicidad se deduce que, si [ (2) = A, el conjunto
de A-puntos de esta [uncidn no puede tener ningin punto de acumu-
lacién perteneciente al recinto G. De agui se deduce gque enalquier
conjunto cerrado v acotado F del recinto G silo puede contener un.
niimero finito de A-puntos (para un nidmero fijo 4). En efeeto,
si # contuviese un conjunto iafinito de A-puntos, habria un punto
de acnmulacion para ellos, perteneciente a #, y por consiguiente, al
recinlo O,

Sea zg algin A-punto de la funcidn [ (z). de modo que f (zy) =
Desarvollemos f(z) en serie de potencias de z —z;,. Obtenemos:

@)= A+1 (@) (2—20) + L3 (2 —z)* -+ .

o bien

J@—A=f ) (a—m) 1 LEL (z—z* + ... (6.0:1)

4 8i f(z)s=const, entre los cooficientes del segundo miembro
habri distintos do cero. Sea {z—zp)" la potencia inferior de z—z,
cuyo coeficiente es distinto de eero. Lntonces la igualdad (6.1:1)
toma la forma

A 4 l?!(v JUTE (203 s ogLs
f(ZJ—A=-(2—4.U}h[! o) + (I:—l—‘!}? (z—zo)—[-._.], (0.]3}
donde ' (zg) == (). El nimero natural & (k2 1) se llama ordon
do multiplicidad del A-punto z. Si k=1, el A-punte
se llama simple; si k> 1, se dice que es maltiple. En virtud
de la definicidn, el A-punto simple se caracleriza por las relacio—
nes:

fle)=4 vy [{z)5+0;
y el d-punto maltiple de orden A&, por las relaciones:
FEd =4, )= 0, .. J¢=0(z) =0, [®(z)==0.
D¢ la igualdad (6.1:2) se dedu;?)mmll)ién gue 8i zy es un A-pun-

T es analitica en un eatorno

to de orden k. la funcion ¢ (z) =
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del punto z:

FNET I JihtD (2
‘P(Z)‘——k#l—"m_‘&}—?(z—zn)—l—
¥y su valor en el punto zp es diferente de coro:
1 )

P ('ZD} T = 0.

Reeiprocamente: si se sabe gue para cierto natural % la fune

o p—A W
cién @ (z):—’:'[_).;}‘_ es analitica en un entorno del punto z5, y su
T—Ip
valor en ¢l punto z, (du[ini{lo como  lim «’(i;‘—’"_-{:—) es diferente do
=12y o

cero, entonces 3, os un A-punto de f(z) de orden k.
[En cfeeto, do la relacién

2) - . .
-"(—;i‘___u)-k— =@z =an | an (5—201- ... (g, == @ (zg) == 1),

s deduce que
() = At (2 —2)" + aney 2 — 20 - .

en un entorno del punto z, v, por econsiguicnte,

ey
A={f(z}y = -}—’“ o 20
v, ademis, (para &> 1):
r—: {zl'.‘) S L jfl.fa—|} (zn) =1

Sea de nuevo I7 un conjunto cerrado arbitrario de puntos def recin-
Lo &; calenlemos la cantidad de A-puntos de la funeion f{z) == A,
perlenecientes a F, contando cadn uno de ellos tanlas veces cuanlo
indigue su orden de multiplicidad. Como en .F hay un ndmero finito
de A-punios y el orden de multiplicidad de eada uno de ellos
también cs finito, el resultado del caleulo seri un nfimero finilo.

Todo lo dicho respeclo de los A-punlos es aplieable, indudable-
mente, al caso particular importantisime cn que 4 = 0,

Los O-puntos de la funcion analitica 7 (z) se laman, abreviada-
mente, ¢eros dela misma., El leclor comprobari ficilmente gue
las deliniciones de érdenes de multiplicidad de los ceros de un poli-
nomio o, en general, de una funcién racional arbitearia, admitidas
en el dlgebra y utilizadas aqui en el ap. 4.1 del segundo capitulo,
concuerdan con las definiciones generales dadas anleriormente.

Obsérvese que, para todo A 5% oo, los A-puntos de In Tuncion
/ (z) son ceros de la funcion f (z) — 4. Por esta vazin, cualquier ley
general establecida para los ceros de las funciones analiticas, subsiste
también para los d-puntos de las Funciones analiticas, donde A es
un ntmero complejo arbitrario.
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Demostiremos que si el conjunto de todos los ceros (respectivamente,
los A-puntos) de una funcién uniforme analitica arbitraria no es finito
en un recinto dado G, entonces éste es un conjunto numerable. Fin oiras
palabras, todos los ceros de una funcién uniforme y analilica en
un recinto dado pueden numerarse y colocarse en forma de nna suce-
siom:

Zgy B0 v v Brn s v e

Comao se sofialé anteriormente, esla sucesién no tiene puntos de acu-
mulacion en el recinto G y, por consiguiente, todos sus puntos de
acumulacion son puntos fronlera para G.

Para demostrar que el conjunto de los ceros de una funcion anali-
tica es numerable {si este conjunto es infinilo), examinemos primero
el easo en que G sea todo el plano finito. Entonces en ¢l circulo |2 | <<
<7 1, vy también cn los anillos:

1<|zl<2, 2<)al<d, ..., netls|<n+1....

habri solamente conjuntos finitos de ceros de la funcién f (2) (posible-
mente vacios en el circulo o en algunus anillos). Numerando primero
los ceros pertenecientes al cirenlo |z | << 1, y continuando después
la numeracién de los ceros pertenccientes, sncesivamente, al prime-
ro, segundo, ..., n-ésimo, ete, anillos indicados, obtendremos,
evidenlemente, una sucesion {z,}, que contiene lodos los ceros de la
funcion f (z). Ademas, seglin se desce, se puede oblener wna sucesion
en la que estardn representados golamente los ceros distintos entre
sf (sin contar sus 6rdencs de muliiplicidad), o bien nuna sucesion en la
gue eada cero se repita lantas veces cual sea su orden de multiplici-
ad.

Obsérvese que en nno u otre caso se puede efectuar la numeracién

colocando los ceros en el orden no decreciente de los madulos:

lznl.‘é\iznﬂl-

Supongamos ahora que G tienc al menos un punto frontera finito.
Para un nimero natural n, designemos mediante F, el conjunto
de todos los puntos del recinto & cuyas distancias hasta la frontera

1 . 5
no es nmenor que -- . Evidentemente, estos conjuntos, comenzando

desde cierto n 3> ng (ne > 1), no serdn vacios. Cada punto z € &
pertenece a todos los F,, comenzando desde uno de ellos (es suficiente

tomar -;t—< o, donde p es la distancia desde z hasla la frontera

del recinto ). Finalmente, cada uno de los conjuntos F,, siendo un
conjunto cerrado de puntos del recinto G (cada punto de acumulacion
del conjunto F, es también punto de acumulaciéon para G; ademas.
la distancia desde este punto hasta la frontera del recinto G no es
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1 < .
menor gue —-, por lo cual éste pertenece a G y a F,), contiene sola-

mente un namero finito de ceros de la funcién f (z). Numerando
primero todos los ceros pertenccicntes a Fy, y continuando después
la numeracion de los ceros pertenecientes, sucesivamente, a ¥y — Fy,
Fo — Fo, o .., Fogg— Fy, ..., oblendremos una sucesién {z,},
que incluird a todos los ceros de la funecién f (z) pertenecientes al
recinto G.

Examinando la serie de potencias

f@)=a+a(z—2)+ ... +anz—3)" + ...

se obliene inmediatamente la respuesta a la pregunia: ¢es el punto
dado zo un cero de la funcién f (z) o no? Si z; es un cero, el mismo
examen indica el orden de multiplicidad del mismo. Mas, por esta
serie no se puede saber inmediatamente si f (z) posee ceros distintos
de z,, donde estin estos ceros y cudles son sus érdenes de multipliei-
dad. Ls suficiente recordar el ejemplo de la funci6n sen z, representa-
da en todo el plano por la serie de potencias convergente
28 2B
SGHZ——'B—T-I—W—-. —

De este desarrollo se ve que sen z posee un cero simple en el ori-
gen de coordenadas. Sin embargo, del mismo desarrollo no se ve
directamente gue sen z posee ceros simples en todos los puntes de la
forma kr (k& es un nimero entero) y que, ademés de éstos, no existen
otros ceros.

Un medio de representacion de las funciones analiticas que permi-
te revelar todos sus ceros pertenecientes al recinto dado, son los
productos infinitos.

Supongamos que {f, (z)} es una sucesion de funciones analiticas
en un recinto &, que salisfacen a las condiciones sefialadas en la
pag. 221, o sea:

a’) el conjunto de E-puntos que son ceros de las funciones
f1 (@, ... fa(2), ... no tiene puntos de acumulacién en el interior
de G;

b’) cada uno de los puntos de E es un cero solamente para un
conjunto finito de funciones {f. (2)}.

En ostas condiciones, todo conjunto cerrado ¥ < @ contiene sola-
mente un nimero finito de puntos de £ y existe un nimero natural
n (F) tal que fx (z) no se anula en los puntos del conjunto F, si k >
= n (F).

oo
Supongamos ahora que la serie (§+i In [f» (2)] converge unifor-
n

memente en cada uno de tales conjuntos F. Como ya se sabe, de
211199
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aqui se deduce que el producto [[ f5 (2) es uniformemente convergente
1

en el interior del recinto G y, por consiguiente, representa en el mis-
mo una funcién analitica f (z). La funcién f (5) se anula en aquellos
puntos, y sélo en aquéllos, en los cuales se anula al menos una de
las funciones f, (z), es decir, en los puntos del conjunto E.

Obsérvese que, si z, € £ y la suma de los 6rdenes de multiplicidad
do este punto, considerado como un cero de las funciones respectivas
@) k=1, 2, ...), es a, entoncos z, es un cero de orden «, de la
funcién f (z). En efecto, si n, > 1 designa un niimero natural tal
que ninguna de las funciones f, {z) se anula en el punlo z, para k >
> ng, entonces, representando f (z) en la forma

o o
ta=1lne I he,
1 not1
0
nos convencemos de que [[ fx (2) es una funcién analitica que posee
i

0o
un cero de orden o, en el punto zo, mientras que [| f, (z) esuna funcién
+i

Ty
analitica que no so anula en este punto. De aqui se deduce que
Zy es un cero de orden o de la Funcién f (z).
Cuando los ceros de cada funcién f, (z) son conocidos, por ejemplo,
cuando fx (z) tiene la forma

fr2) = (z—2z3) g {2),

donde g (z) es una funcién analitica que carece de ceros, el desa-
rrollo de f(z) en el producto infinito

- (2) =°f11 e—23) 24 )]

da la posibilidad de percibir todos los ceros de la funcién f (z) por-
tenecientes al recinto &, y establecer sus érdenes de multiplicidad.
Estos drdenes coinciden con las cantidades de niimeros z, iguales
entre si, que figuran en distintos factores del producto.

6.2. Demostremos el principio del médulo ma-
Ximo de nuna funcidn analitica en su forma defi-
nitiva: el médulo de una funcién f (z) que es analitica en un recinto
G y no es idénticamente constante, no puede alcanzar el mdrimo en
ningin punto del recinto,

Fvidentemente, el principio andlogo para el médulo minimo de
una funcién analitica f (z) no subsiste, puesto que el médulo alcanza
el minimo en cada cero de la funcién. Del principio del madulo
méximo se deduce, sin embargo, que el médulo de una funcién analiti-
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ca f (z) 5= const no puede aleanzar el minimo en ningdn punto del
recinto que no sea un cero de la funcion f (z).

En efecto, si f(zg) = 0, entonces como la funcién es conlinua,
se verifica también la desigualdad f (z) 5= 0 en cierto entorno U7 del
punto z,, perteneciente al recinto G. Por consiguiente, en este entorno

la funcion ¢ (z) = —t es analitica y no idénticamente igual a una
constante; por eso ¢l médulo de ¢ (z) no puede alcanzar ¢l miximo
en el punto z,. Volviendo a la funcién f (z) = ﬁ‘ obtencmos

que el madulo de 7 (z) no ticne minimo en el punto z,.

He aqui dos demostraciones distintas del principio del modulo
maximo.

1. Demo strando el teorema por el método de reduccién a lo
absurdo, supongamos que en cicrto punto z, € & el maduloe de la
funeién aleanza el maximo. Hagamos | f (z4) | = M; enlonces, en
un entorno U, suficientemente pequeiio del punto zy | f (3) | < M.
Podemos suponer que M == 0, pues en caso contrario seria f (z) = 0
en todos los puntos de Uy, de donde se deduciria que f (z) = 0, en
contra de la hipétesis del teoroma.

Demostremos que en lodos los puntos de U, se verifica la igualdad
|7(z) | = M. Suponiendo que en un punto z, € Uy |2, — 25 | =

2nt

=8>0, |/ (&) | < M, paraJa integral - § 1o+ 89 db <o

0
iendria la acotacion
an

|55 | 1 (2ot 809) a0 <

0

puesto que en la circunferencia |z — z, | = & tiene que existir un
arco que conticne a z; y en cuyos puntos | f (z) | < M. Pero esla
acotacién contradice a la ignaldad (véase (3.1:6})

M=1f(zu;=\-2’_?25“j(zo+aefe)d0|.
i}

En resumen, de la hipdtesis admitida se deduce la existencia de un
entorno del punto z, en el cual el médulo de Ja funeién conserva un
valor constante. 8i f (z2) = u (x, y) + iv (z, y), en todos log puntios

de I/, se tiene:
I/ (2) P =u?+v? = M3,

o bien, derivando respecto de x o y:

o

i e
u‘?r-l—r)ﬁ:ﬁ, N’.a—y-[-—!-w:o.

2=
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Como M =0, las funciones & ¥y v no se anulan simultdneamente en
los puntos de Uy por esta razén, el determinante de este ltimo
sistema os igual a cero:

Aplicando las ecuaciones de D’Alembert-Euler, oblenemos de agui

du 2 auy 2 2 & du dir
que (H) _1_(?&-) =0 y, por .comlguleute, T“Tf—'o en vir-
tud de las mismas ccuaciones, -:%——- g” 0. Por lo tanto,

u(z, p)=C;, v, P=C. v f(B)=C4iCy cn U,

Segin ¢l teorema de unicidad, esta ltima igualdad se verifica en
todo el recinto &, lo cual contradice a la hipdtesis del teorema. Asi,
pues, el principio del médulo méximo queda demostrado.

1. Para la demostracién se puede utilizar la representacién
de la funcién analitica en serie de potencias *). Supongamos de nuevo
que | () | aleanza el miximo en el punto z4: | § (z¢) | = M. Ignal
que anteriormente, se puede suponer que M s= 0. Desarrollemos f (z)
en serie de potencia de z — z,4:

fEy=as+ap{z—20)" + apes (z—20)"™" 4. - -,

donde |ag|=|f(z)| = M, | a; | = 0 (p > 1). Debido a la hipdtesis,
en cualguier entorno U, ‘;uflclentementc pequefio del punto z, se
verifica la desigualdad {f (z}) | << M. Tomemos un punto zy € Uy,
distinto de z, v situado en uno de los rayos:

Arg [a, (z—20)") = Arg aq,
s decir,
Arg (z— zy) = -;— Arg %‘-—

(el nimero de tales rayos es igual a p). Entonces, los vectores que
representan oy V ap (2-—z)" son paralelos y llevan una misma
direccién, de donde

lao+ap (2 20)" | =|ao|+ | ap (2—20) |".
Supongamos que z estd tan préximo a z; en el rayo elegido que

| @pss (2—20)"* 1~ apyy (2— 20)"** - . I< [zﬂznlp

*) En la pdg. 308 ya so expuso una demostracién de éstas.
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Entonces, en todos los puntus z de éstos (arbitrariamente préoximos
a zp) tendremos:

1 )| = Vgt ap (5 — 30"+ g (2— 2P ... |
|80y (G 8P | — | Ay (B — 2P 5 ] =
=|ag| 4| ap (2—20)" | —|@pri (2 —20)"* ] ... | >

> | @ +~;~Iap(2—zo)"[>|au|v=M.

Pero esto contradice a la hipdtesis; por consiguienle, el principio del
médulo maximo es justo.

Supongamos que f (z) s= const es conlinua en el dominio ¢ y es
analitica en el recinto G. Entonces su mddulo, siendo una funcién
continua en (7, tiene que alcanzar su extremo superior en cierto punto
£ €G. En virtud del principio del médule miximo este punto no
puede pertenecer al recinto &; por consiguiente, es un punto frontera
del mismo. En resumen, el mddule de una funcidn f (z) = const,
continua en un dominio y analitice en su interior, alcanza el valor
mdzximo en un punto frontera del dominio.

Supongamos que para una funcién f (z) s= const, continua en el
dominio G y analitica en el recinto G, su modulo | f (z) | conserva un
valor constante en la frontera de este dominio. Demostremos que
de aqui se deduce que f (z) posee al menos un cero en el interior de .
Si esto no fuese asi, el médulo [ f (z) | no sélo no podria tener maximo
en los puntos interiores del dominio sino tampoco minimo. Por eso,
siendo una funcién continua en el dominie G, el médulo |7 (z) |
alcanzarfa sus valores miximo y minimo en los puntos frontera del
dominio. Pero en estos puntos, segin la hipdtesis, éste conserva un
valor constante. Por consiguiente, sus valores miximo y minimo
cn el dominio G son iguales, es decir, | f (z) | = const en el dominic
G y, por lo tanto, la funeién | f (z) | alcanza el maximo en todos los
puntos del dominio &, lo cual es imposible si f (z) 5= const. Asi
pues, el recinto & contiene al menos un cero de la funcidn f (z).

Aplicando la proposicién quo acabamos de demostrar, se demues-
tea ficilmente el teorema do existencia de ceros de cualquier poli-
nomio de grado no menor que el primero (el denominado teorema
fundamental del d4lgebra).

Sea P (z) un polinomio de grado n:

P@Ey=atag+ ... +az”  (an=£0, n>1).

Si a, = 0, entonces P {0) = 0, es decir, ¢l polinomio tiene un
cero en el origen de coordenadas. Si 4,355 0, entonces P (0) 5= 0.

Cousidercmos el conjunto I de puntos del plano, para los cuales
| P (2) | << 2 | a, |. Esto conjunto no es vacio (puesto quez = 0 € E)
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y estd acolado (puesto que para valores de | z | suficientemente gran-
des, el modulo | P (2) | es arbitrariamente grande y, en particular,
os mayor que 2 | aq |). Ademds, debido a la continuidad del médulo
| £ () |, el conjunto £ cs abierto (en eada punto zo < F, | P (29) | <<
< 2 | ap |, ¥, por consiguiente, existe un entorno del punto z, en
eleual [ P (z) | << 2 | aq |; de este modo, este entorno pertenece a £).
Finalmente, en los puntos frontera del conjunto E, se tiene:
[ £ (2)| =2 |ag| {si &£ es un punto fronlera de E, entunces en él
| PAD | == 2 | ey | y, por olra parte, § es un punto de acumulacién
para los puntos de E, en los cuales | P (z) | << 2 | a4 |, por lo tanto,
| PAL) | << 2 lag |3 ast, pues, | P (L) | = 2 |aq|). Cualgquier con-
junlo abierto representa wn recinto o se descompone eun recintos
separados. Aplicando a cada recinto la proposicién demostrada
anteriormente, obtenemos que cada nno de ellos tiene que contener
al menos un cero del poliniomio # {z). Por lo tanto, queda demostrada
la existencia de un cero al menos de P (z) en el plano z. A la vez,
empleando los razonamientos conocidos (aplicando el teorema de
Bézoul), se demuestra también la existencia de n ceros del polinomio
(entre los cuales puede haber multiples).

Iin relacién con la demostracidn expuesta del teorema fundamen-
tal del dlgebra, examincmos el conjunto £, de todos los punitos del
plano z en los cuales se verifica la desigualdad

[P (@) | <p<<eo,

donde o os un nimero positivo fijo arbitrario. Este conjunto no es
vacio, puesto que pertenecen a &1 todos los ceros del polinomio
P (z). Repitiendo luego todo lo gque se dijo anteriormente respecto
del caso particular del conjunto £: | P (z) | << 2 | &y |, nos convence-
mos de que E, es un conjunto acotado y abierto, en cuya frontera
se verifica la igualdad | P (z) | = p.

El conjunto £, puede ser concxo y entonces representa un recinto,
o 1o ser ¢conexo y entonces representa un sistema de recintos. Como
cada uno de los recintos tiene que contener al menos un cero del poli-
nomio P (z) (puesto que en la frontera de tal recinto | 2 (2) | conserva
un valor constante), el namero total de recintos no puede ser superior
a n. Sea gp uno de estos recintos y y, una curva de Jordan cerrada
arbitraria perteneciente a g,. Como en los puntos de la curva y se
verifica la desigualdad | P (3) | << p, en virtud del principio del
maodulo miaximo, esta misma desigualdad tiene que veriflicarse también
en todos los puntos del interior de y. De aqui que el inlerior de
v perlenece a £, y, por consiguiente, junto con y pertencce a g,.
Asi, pues, E, consta de uno o de unos cuantos, pero no mis de »,
recintos simplemente conexos ¥), que conticnen en su interior a Lodos

*)} Véase ol ap. 4.4 cap. L.
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los ceros del polinomio P (z). Por esta razdn, Ia frontera de £, consta
de uno o de unos cuantes, pero no mas de n, ¢continuos que son fronte-
ras de recintos simplemente conexos.

Evidentemente, en cada punto cxterior a E, tiene gque verificarse
la designaldad | P (z) | = p. En efecto, suponiendo que en cierto
punto z;, exterior al conjunto E,, se verifica la ignaldad | P (z) |=
= p (la desigualdad |  (z) | << p queda excluida, puesto que, segiin
la definicién, todos los puntos para los cuales | P (z) | << p pertene-
cen a E,), entonces en virtud de que P (z;) = 0, por lo cual el médulo
| P (a) rno puede tener minimo en el punto z,, lendriamos que en un
entorno arbifrariamente pequeiio del punto z; habria puntes en los
cuales | P (z) | << | P (zy) | = p, es decir, habria puntos perlenecien-
tes a E,, Pero esto es imposible, puesto que z; es un punto exterior
a E,. Por lo lanto, en ol interior de E, se tiene: | P (z} | <Cp, enla
frontera de E,: | P (2} | =p y en el exterior a E,: | P (z) | > p.

La frontera del conjunto E,, es decir, el conjunto de todos los
puntos del planp que satisfacen a la condicion

| P(2)|=p,

se llama lemmniscata. Designando los ceros del polinomio
P (z) mediante zy, Z5, . . ., 2, (los ceros miltiples se escriben aqui
tantas veces como sean sus drdenes de multiplicidad), se puede escri-
bir P (z) en la forma

P@)=ay,(z~—2) ... (2—2za);

por consiguiente, la condicién que define la lemniscata toma la
forma siguicnte:

A o [ B n
lz—2y| o |2=—2a] Ty =

Asi, pues, la lemniscata puede definirse como el lugar geométrico
de puntos del plano para los cuales el producto de las distancias
hasta n puntos del plano z, . . ., 7, (algunos de estos puntos pueden
coincidir entre si) es una cantidad constante.

Los puntos z,, . .., 2, que figuran en esta definicién (los ceros
del polinomio P {z)), se llaman focos de la lemniscata,
yel nimeror, radio de la lemniscata;lacurva misma
sc llama lemniscata con n focos de radio r,

Cuando r = 1, resulta el caso particutar mas sencillo:

lz—z|=r;

evidentemente, ésta es una circunferencia de radio r con el centro
en el {nico foco z.

Si n=2 vy gz, 23, resulta una lemniscata con dos focos:
lz—z|lz—z5|=1"
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La forma de ésta depende de la razén del radio r a la distaneia
| 2 — 3 | entre los focos. En la fig. 58 estd representada una lem-
niscata con dos focos para los siguienties valores de esta razon:

S R gl . R 1 r Ve
) [2y—22] ™2 b) [z4—22] = 2" ©) < zy—2a| <-37
Ve r
VD <t=t

Obsérvese que la lemniscata con dos focos Heva también la de-

nominaciénde 6 valo de Cassini, ysucaso particular para

s L lewwniscata de Bernoulli

[z1—22] 2 °
a) <)

) e K3

c)
d) 2o odz

FIG. 58

Para un nfimero mayor de focos se obtienen mis variedades de
formas distintas de las lemniscatas. Hilbert demostrd que para la
frontera I' de un recinto arbitrario G, simplemente conexo, y para
eualquier € > 0, so puede sefialar una lemniscata A tal, que en el
g-entorne de cada punto del conjunto I' siempre existirin puntos
de la lemniscata A, y ademds, cada punto de la lemniscata A estard
situado en el e-entorno de un punto correspondiente del conjunto F.
En otras palabras, las fronteras de cualesquiera recintos simplemente
conexos pueden aproximarse con lemniscatas con una precision arbifra-
rid.

Observemos la variacion de una lemniscata con n focos 7,
Zp, . . ., 2, cn dependencia de la variacién de su radio r. Para fijar
ideas, supondremos que todos los puntos zy, 25, . . ., 2, son distintos
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entre si y hagamos P (z) = (z — %) ... {3 — 2,). Si el nimero
positivo 8 es tan pequefio que los circulos ky: |z —zy | <<d (j =
=1, 2, ..., n) no tienen puntos comunes dos a dos, entonces
parar << 8 pinglin punto del conjunto £ »: | P (2) } < r" puede estar
situado fuera de los cireulos k; (j = 1, 2, ..., n). Como, por otfra
parte, los centros de los circulos son puntos interiores de E s, el
conjunto £, consta al menos de n recintos situados dentro de los
circulos k. Pero la cantidad total de recintos en los que se descompo-
ne £ n no puede ser mayor que n; por lo tanto, tiene que haber exac-
tamente 7, uno en cada circulo k;. Por consiguiente, la lemniscata
correspondiente | P (z) | = r" consta de »n continuos que no tienen
puntos comunes dos a dos y son las fronteras de recintos simplemente
CONEXOS.

Sea ahora K un circulo de didmetro D) que contenga en su interior
a todos los focos de la lemniscata. Entonces, cada punto del circulo
K satisface a la desigualdad |z —z; | <<D (f==1,2, ..., 1) ¥,
por consiguiente, | £ (z) [ << D™ en el interior de K. De aqui que
el circulo K pertenecerd totalmente a En si r > D. Por lo tanto,
E » constari solamente de un recinto que con tendrd a este c¢irculo
(ya sabemos gue cada recinto £ » tiene que contener en su interior
al menos uno de los puntos z;). La lemniscata correspondiente repre-
sentard un continuo, que seri la frontera de este recinto.

Asi, pues, la lemniscata con n focos (» > 1) es desconexa, pre-
cisamente consta de n continuos que no tienen punfos comunes dos
a dos, para valores del radio suficientemente poquefios (r << 98) y
es conexa para todos los valores del radio suficientemente grandes
(r=> D).

Obsérvese, finalmente, que la lemniscata | P, (z) | = r™ pertene-
ce a cualquier conjunte E _m, donde r" = r, y, por consiguiente,
todos los continuos que la forman estin comprendidos en el interior
de los recintos simplemente conexos que estin limitados por las
componentes de la lemniscata | P, () | = r". En otras palabras, la
lemniscata de un radio dado esti comprendida estrictamente en el
interior de cualquier lemniscata de mayor radio (y con los mismos
focos). Por lo tanto, la variacién de la forma de la lemniscata en
dependencia del crecimiento de r se puede considerar como un abulta-
miento de sus componentes. Teniendo forma de ovalos pequefios
para valeres pequefios de r, éstos aumentan lentamente cambiando
su forma. Para algunos valores de r algunas componentes conexas:
dos, tres o més, se confunden en una, debide a lo cual el nmero
total de componentes disminuye; después se produce un abultamiento
consiguiente que va acompafiado de vez en cuando de una disminucién
posterior de la cantidad de componentes, y, finalmente, se obtiene
una lemniscata en forma de una curva conexa inica. Precisamente
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ésta teniamos en cuenta cuando hablibamos antes del resultado de
Hilbert, '

La diversidad de formas de estas curvas se explica por la cantidad
v métodos distintos que hay de distribucién de los focos de la lem-
niscala en el plano. En la fig. 59 se muestra esqueméticamente la
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FIG. 59

evolucién de la lorma de la lemniscata en dopendencia del wvalor
del radio para el caso de tres focos (no situados en una recta).

Detengimonos en una aplicacién mds del principio del médulo
miximo, que desompefia un papel importante en los problemas de
translormacién mediante funciones analiticas.

Lema de Schwarz Seaf(z) una funcidn analitica en el
cireulo K: | z | << R; supongamos que se anula en el origen de coorde-
nadas y satisface en este cireulo a la desigualdad

|f <M (M <<oo). (6.2:1)

Entonces en cualquier punto del circulo K se verifica la desigualdad
M

V<5 2] (6.2:2)

y, ademds,
10 <o (8.2:3)
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Puede alcanzarse la igualdad en la relacion (6.2:2) en algin
punto z(0<<|z|<<R), o la igualdad en la relacién (6.2:3), silo
cuando f(z) es una funcién lineal entera de la forma

[ (@) =aF ¢iv (6.2:4)

(o es un nidmero real).
Para la demostracién, consideremos el desarrollo de la funcién
f (z} en serie de Taylor:
A= @Ozt LD gy (6.2:5)
De aqui se ve que la funecitn

o) =12 <)+ LO 0 (6.2:6)

cs analitica en ol circulo K y su valor en el origen de coordena-
das es igual a [ (D). Sca z un punto arbitrario del circulo K y r,
un nimero que satisface a las desigualdades |z|<<r<<R. Como
para todos los puntos { sitwados en la circunferencia y: |§|=r,
se verifica la. desigualdad

lo@I=H<

enn virtud del principio del médulo mdximo, esta misma desigual-
dad tiene que verificarse en el punto z, situado cn el interior de
la circunferencia y:
M
E'P(z)lhT"-
Pasando al limite cuando r tiende a H, obtenemos:
- M s 9.
le@) <% (6.2:7)

Si 230, se puede suslituir ¢(z) por 'f:z} y osta desigualdad
toma la forma

RIS )

Ilemos obtenido la desigualdad (6.2:2) (gue iambién se cumple,

evidentemente, para z=0). Si z=0, se tiene ¢ (0)=7"(0), y la
desigualdad (6.2:7) toma la forma

' .M
[F(0) ] <F-
lista es la desigualdad (6.2:3).
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Si la primera de las desigualdades obtenidas se convierte en
igualdad en cierto punto z € K, distinto del origen de coordenadas,
o si la segunda desigualdad se convierte en igualdad, esto significa
que en la relacién (6.2:7) se aleanza el signo de igualdad en uno de
los puntos del c¢irculo K. De aqui que en este punto el médulo
1 9 (z) | alcanza el mdximo, de donde, en virtud del principio del
médule miximo,

@ (z) = const.

Como el madulo de esta constanie es igual a % se tiene
® (2) = o 0,

o bien

f(z)= —Jy-e{'?‘z.

Con esto se termina la demostracién del lema de Schwarz,

Bl lema de Schwarz tiene un significado geométrico sencillo.
De él se deduce que si w = f (z) es una [uncioén analitica en el ¢irculo
K: |z | << R, ylaimagen f (K) de este circulo esli contenida en el
circulo | w | << M, siendo el punto w = 0 la imagen del punto z = 0,
entonces la imagen f (k) de cada circulo cerrado k: |z | < r cuyo

radio sea A = % veces menor que el radio del cirenlo K, estard

contenida en el ¢irculo cerrado | w | << %-M, cuyo radio es A veces
menor que M. Ademds, la imagen de algan punlo z, situade en la
. . i . r

circunferencia | z | = r puede caer en la circunferencia | w | = 7 M

solamente cuando la transformacién sea de la forma (6.2:4), es decir,
consle do una rotacidon alrededor del origen de coordenadas y una
dilatacion respecto del mismo en A veces,

6.3. Consideremos una funcién ¢ (z) analitica en un circulo
K:|z—z2 | <R (R<Co0). A tal funcién llamaremos elemento
(se sobrentiende elemento de la funcién analitica). Los puntos que
estin situados en la circurferencia I': |z — z | = R, los dividiremos
en dos clases (a priori, cada una de las clases puede ser \racia]:

1) a los puntos £ € T que poseen un entorno Uy : ]z — § | << p,
en el cual existe una funcidn analitica ?)}r (z} que commde con @ (z)
cn la parte comin de los circulos K y Up, llamaremos puntos re -
gulares del elomento dado;

2) a los puntos de T que no poseen tal entorno llamaremos puntos
singulares del elemento.

Por lo tanto, la definicién de punto singular es de caricter nega-
tivo. Estos son los puntos frontera del cirenlo K que no poseen nin-
gin entorno en cl cual se podria hallar una funcién analitica que
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coincidiese con ¢ (z) en los puntos que son comunes a este entorno
v al cireculo K.

De la definicién de punto regular se deduce que si &, € " es un
punto regular, entonces todos los puntos del arco de circunferencia T
que estd situado en el interior del entorno correspondiente U,
también son regulares. En efecto, para tal punto { se puede tomar
por U. cnalquier circulo con el centre en &, contenido en Uy,, y por
funcién Y, (z), la misma funcién ¥, (z), que, siendo analitica en
Uy, coincidia con @ (z) en todos los puntos que son comunes a Uy,
v K. De aqui, en particular, sc deduce que, si existe un punto
regular, entonces existe también un conjunto infinito de ellos. En
contraposicién a esto, el punto singular puede ser finico.

Obsérvese que cada punto z' € K posee la propiedad caracteristica
de un punto regular, pues para él existen un entorno U/, (se puede
tomar cualguier entorno del punto z' que esté contenido en X) y una
funcién analitica en U {la funcién misma ¢ (z)), que coincide con
¢ (z) en todos los puntos comunes a /;» y K (es decir, en ¥/;). Por
esta razdn, a todos los puntos del circulo X los llamaremos también
puntos regulares del elemento ¢ (z).

Aclaremos los conceptos introducidos en un ejemplo sencillo.

Sea K el circulo unidad y ¢ (3) = 1_1__2 . Para todo punto { situado

en la frontera del circulo K, es decir, en la circunferencia unidad,
y distinto de la unidad, existe un entorno Uy: |z — Ll << |1 — §
y en el mismo una funcién analitica ; (z) = 1—% que coincide con
¢ (z) en los puntos que son comunes a XK y a U;..Por lo tanto, cada
punto de éstos § es un punto regular del elemento ¢ (z).

Verifiquemos que el punto 1 es un punto singular del elemento.
En efecto, en caso contrario existiria en un entorno U de este punto

una funeién analitica ¥ (z) que coincidiria con ¢ (z) = -l'—_i2~ en

los puntos del recinto d que es la parte comiin de U y K. Pero enton-
ces tendria que existir y ser finito el limite:

lim () =lim —— = (1),
t;—éé zz-éé

lo cual, evidentemente, es imposible. Asi, pues, el punto 1 es un pun-
to singular del elemento dado.

Demostremos la siguiente proposicion.

Si cada punto de la circunferencia I’ es regular para el elemento
@ {2), entonces existe un elemento p (z} que representa una funcién
analilica en cierto circulo Ky |z — zq | << Ry, cuyo radio R, es mayor
gue el radio R de la circunferencia T, y que coincide con @ (z) en todos
Los puntoes del interior de T (es decir, en todos los puntos del circulo K).
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Para la demostracion, reunamos en un conjunto D todos los pun-
tos del circulo K y de los circulos U que figuran en la definicién
de puntos regulares { (para todos £ €T) (fig. 60).

Fvidentemente, I} es un conjunto abierto. En efecto, todo pun-
to z’ € D tiene que pertenecer a uno de los ecirculos X o U, y, por
consiguiente, tiene que poseer un entorno perteneciente a este mismo
circulo (es decir, a K 0 a U, respectivamente), y por lo tanto, per-
teneciente también al conjunto D. Demoslremos ahora que [2 es un

F1G. 60 FIG. 61

conjunto conexo. Es suficiente demostrar que para dos puntos cua-
lesquiera 3" y z” contenidos en D existe una curva conlinua que los
une, perteneciente también a D.

Siz' y z” pertenecen a un mismo circulo (K o U7), se puede tomar
por v el segmento rectilineo que los une; éste pertenece al mismo
circulo v, por lo tanto, pertenece también al conjunto D. Si un punto
pertenece a K, por ejemplo z’, y el otro, z” pertenece a Uy cntonces
go puede tomar por ¥ la poligonal compuesta de dos lados: del seg-
mento rectilinco que une z* con &, y del segmento rectilineo que une
¢ con z". Como el segmento zy{ pertenece a K (a excepcién de su
extremo I, situado en T), y el segmento z"L pertenece por completo
a Uy (incluyendo su punto inicial §, que es el centro del circulo Uy),
en este caso y también estara contenido en D. Supongamos, finalmen-
te, que z’ y z” pertenecen a dos cntornos distintos Up- y Ugs. Enton-
ces se puede tomar por v la curva que consta del segmento rectilineo
2’{’, del arco de la circunferencia U'L" y del segmento rectilineo
r"z”. Ista curva estéd contenida en D, puesto que el segmento z'T
est4 contenido en Up, el segmento §'z" estd cuntenido cn Uy ¥ cada
punta § del arco &G de la circunferencia I' pertenece al civculo
correspondiente U cuyo centro es L.

Queda demostrado que D es un conjunto abierto y conexo, es
decir, es un recinto, Definamos ahora en el recinto D la funcién
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Y (z), haciendo $(2) = @ (2) si 2€ K, y v (2) =y (2) sl z ¢ U
Demostremos que esta funcidn es uniforme y analitica on tode el
recinto D. La demostracién de la uniformidad es necesaria, puesto
que un mismo punto z puede pertenccer al circulo K y a un eireulo
Uy o a dos eirculos distintos U y Up~ ¥ entonces en el primer caso
se debe tomar por ¥ (z) los valores de ¢ (z) y P (2), ¥ en cl segundo
caso, los valores de Y- (z) ¥ P~ (z). Tenemos gue convencernos quoe
en uno y otro caso ambos resultados coinciden entre si, es decir
dan un valor dnico de P (z).

En efecto, supongamos que z € K vy z € Uy; esto significa que
z portenece a la parte comin de los circulos K y U,. Pero, segin la
definicién de punto regular, @ (z) y \; (z} tienen gue coincidir en
esta partecomin. Asi, pues,  (z) = (z) = Y (3). Supongamos ahora que
2 € Uy y 3 € Upr. Esto significa que los circulos Up y U de
centros distintos §’ y §” tienen una parte comfin: la linula circular g
(fig. 61), a la cual pertenece también el punto z. En la parte quo es
comin para el circulo X y la linula g, que designaremos mediante
d, los valores de . (z) ¥ ¢ (2) coinciden, puesto que d pertenece
a la interseccién de Uy y K, en los puntos de la cual ;- (z2) = o (2),
y también a la interseccién de Up y K, en los puntos de la ecual
Y- (z) = @ (2). LEn virtud del teorema interior de unicidad, dos
funciones analiticas en el recinto g, ;- () ¥ Pp~ (2), que coinciden
en una de sus partes d (que también es un recinto), tienen que coinei-
dir también en todo el recinto g: P (z) = Yy (z), v de nuevo obte-
nemos un valor dnico para ¥ (z). Por lo tanto, la funcién v (z) que
hemos definido es uniforme en el recinto D. Su analiticidad en este
recinto se deduce de gue cada punto z € D pertcnece a uno de los
circulos K o U, en los cuales 4 (z), segiin su definicidn, coincide
con la funcién analitica ¢ (z) o 1P (3).

Obsérvese ahora que todos los puntos frontera del recinto D
estin situados en el exterior a la circunferencia I' (puesto que los
puntos del inlerior de T, es decir, los puntos del circulo K, y todos
los puntos de la circunferencia I' estdn contenidos en D v, por con-
siguiente, no son puntos frontera para D). De aqui que la distancia
Ry desde el punto z, hasta la frontera del recinto D, que tiene que
coingidir con la distancia desde z, hasta cierto punto frontera del
recinto D, es mayor que el radio de la circunferencia I', es decir,
Ry > R. Evidentemente, cl civculo Ky |z — 25 | == 124 v la funcién
1 (z) satisfacen a todas las condiciones del lema. A saber, la funcién
ap (2) es analitica en el circulo K, de radio mayor que I, y coincide
con ¢ (z) en el circulo K.

La proposicién esti demostrada.

Considercinos una serie de potencias arbitraria

fz)=ag ray(Z—2Z)+ ... +aa(z—z)"+ ..., (6.3:1)
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cuyo radio de convergencia satisfaga a la condicién O << R <T oco.
Debido a la definicién, la suma de esta serie ¢ (z) es nn elemento
en el cireulo K: |z — 24 | < R.

Demostremos el teorema siguiente:

Toorema. En la frontera T’ |23 — zo | = R del cireulo de
convergencia de una serie de potencias estd situado al menos un punto
singular del elemento ¢ (z) {es decir, de la suma de la serie de potencias).

La demostracién se harad por reduceién a lo absardo. Si el teorema
no es ciertn, entonces cada punto de la circunferencia T tiene que
ser regular para el elemento ¢ (z). Segin lo demostrado anteriormen-
te, tiene que existir una funcién ) (z), analitica en cierto eirculo K,:
| z — zg | << R, donde Ry > R, que coincide con ¢ (z) en cl circulo
K. De la igualdad q () = ¥ (z), que se cumple en los puntos del
circulo K, so deduce que el desarrollo de Taylor de la funcidn 1 (z)
ticne que coineidir con la serie (6.3:1). Pero, segin el teorema de
Canchy, el desarcollo de ¥ (z) tiene que converger en todo el circulo
Ky de radio Ry > R, mientras que, segin la hipdtesis, el radio de
convergencia de la serie (6.3:1) es igual a R. De la contradiccién obte-
nida se deduce gue el teorema enunciado os justo.

Consecucncia. Para que el radio de convergencia R del
desarrollo de Taylor de una funcién f (z):

F@)=f @)+ (o) a—z)+ ... + Lo g—zh ..., (6.3:2)

nl

que es analitica en cierto circulo |z — 2o | << p, coincida con el radio
p de este circulo, es necesario y suficiente que en la circunferencia ¥:
\? — 2z | = p esté situado al menos un punto singular-del elemento
f(z).

En cfecto, si B = p, entonces, segin el teorema anterior., obte-
nemos que en la circunferencia ¢ estd situado al menos un puntoe singu-
Jar del elemento f (z). Por eso, la condicién enunciada es necesaria
para la igualdad de A2 y p. Pero ésta es también suficiente para esta
igualdad. En efecto, segln ¢l teorema de Cauchy, 77> p. Suponiendo
gue en la circunferencia y esté situado al menos un punto singular
del elemento f (z) y R 5= p, tiene que ser R = p. En este caso, la
suma de la serie (6.3:2) representa una funeidn analitica en el circulo
| 3 — zy | << R que, por consiguiente, es analitica en cierto entorno
de cada punto de la circunferencia y vy que coincide con f (z) en el
interior de y. De aqui se deduce que cada punto de la circunferencia
v es regular para f (z). De la contradiceidn obtenida se deduce que la
afirmacidén es justa.

Como ejemplo, veamos la serie geométrica

14+z4224 ... 42"+ ...
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Su radio de convergencia es igual a la unidad y su suma es igual
1 . k
S Como ya se vio, en la frontera del circuln de convergencia

[z | =1 verdadcramente oxiste un punto singular que es, ademas,
anico: z = 1. .

Se pueden sefialar sin dificultad ojemplos de series e potencias
para las cuales cada punto de la frontera del circulo de convergencia

es singular. He aqui uno de los ejemplos més sencillos de este género.
Examinemns la serie:

(@) 1422428+ . 22" ...

Evidenlemente, su radio de convergencia cs ignal a Ia wnidad.
Demoslremos que para z — 1 (por el interior del cireulo wnidad, a lo
largo del radio, es decir, a lo largo del eje real), f (z) tiende a oo.
fin cfeclo, para cualquier natural z, la suma pareial de la serie

1 +a? + ...+ 2* para x — 1 tiende a » + 1 y, por consigniente,
satisface a la desigualdad

o

n
Prg? ... ra® > para 1—x<Z6(n),
es decir, para 2> 1—208(n).
Pero, para estos misinos valores de z, se ticne:

oo

@ =3 2" >3 2t >n,
0
de donde se deduce que

1ill;l f(#) =co.

Basindose en este resultado nos conveneemos ficilmente, igual
gne en el caso anterior de la progresion geométrica, que el punto 1 os
singular para f (z).

Obgérvese ahora la identidad:

f(8) —% b ate o 22" £ (@2 @y L),

Como la seric catre corchetes so diferencia de la inicial solamente
en quc aqui z se ha sustituide por 22", sacamos la conclusién de que

[ =242+ .. 22"+ (z2")
para cualquier natural p.
- -
Consideremos todas las raices de la unidad de orden 2": “)/T.
Listas representan puntos situados en la circunferencia unidad en los

vértices de un poligono regular de 2" lados. Si £ es uno do éstos y el
punto z del circulo nnidad esta situado en ¢l radio O, entonces =,

22—1199
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evidentemente, es wn nimero positivo y para z — §, se liene que
22" — 1. De agui que lim f (z22") = oo y. por consiguicnte,

£0f
lim f(z) - Vim{z2-p2¢ o, ..zt f(z2")] —o0.
2—.‘% —f
250k zecy

g

Asi, pues, cada una de las raices J71 también es un punto singn-
lar de f (z) (para cualquier n = 1, 2. 3, . ..). Vemos que el conjunto
de purttos singulaces del elemento f (z) es donso en Loda la cireunferen-
cin unidad {es decir, estd situado de tal modo que cualquicr arco de
la circunferencia, arbitrariamente pequeio, contienc puntos de este
conjunto).

Pero de agui se deduce que todos los puntos de la circunlerencia
unidad sin excepcion son puntos singulares de f (z). pueste que para
un punto regnlar, si tal hubiese en la eircunferencia nnidad, existiria
Lambidn un arco enlero cuyos puulos todes tendrian que ser también
pegulares, 1o cual en el easo dado es imposible.

Indiguemos wn método general que permite averiguar, para cual-
quier punto % situado en la frontera I' del c¢ireulo de convergencia
de la serie de potencias {6.3:1). si éste es un pualo regular o singular
para ln suma ¢ (2) de la serie. Sea z; un punto del radio 2,€, distinto
de 2o y & Desarrollemos la suma ¢ (z) de la serie en serie de potencias
de z — z;. Obtendremos:

@z) —botb(z—z)> o O (z—3)" .ot {(5.3:3)
donde

'.I_."l 3 n “1.
by rT,“) Ty e Oy (34— 20} +

, o fa==1) (n 1 2)
b 1.2

G (2 — 20— . . . (n=0,1,2,...)

Segtu el teorema de Cauchy, la serie de potencias obtenida es con-
vergente en el circulo |z — 2, | << A, dowde A es la distancia desde
zy hasta T, es decir, A = R — |5 — zg |. Por lo tanto, la serie
(6.3:3) es convergente en el interior de una circunlerencia y con el
centeo en el punto z;, que cs tangente a la circunferencia T en el
punto & Calculemos el radio de convergencia de lu serie (6.3:3).
Segiin la férmula de Canchy-Hadamard, se tienc:

1
fm /T8 |
20

8i r coincide con A, en la circunferencia y: |2 — zo | = A liene
que haber al menos un punto gingular de la suma de la serie (6.3:3).
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Pero ningiin punto £ € y, situado en el interior de K, puede ser
gingular para esta serie, puesto que en un enlorno del punto &,
perteneciente por completo a X, ¢ (z) es una funcién analitica que
en el interior de y coincide con la suma de la serie (6.8:3). Por consi-
guicnte, el punto { es singular, Evidentemente, ésto tiene que ser
también singular para ¢ (z), que es Ia suma de la serie (6.3:1). Supo-
niendo lo contrario tendriamos una funcién 1 (z), analitica en cierto

FIG. 62

entorno Up del panto &, la cnal coincidiria con ¢ (z) en los puntos del
entorno ¢y sitwados cn el interior de K. Pero entonces esta mis-
ma funcion eoincidiria con la suma de la serie (6.3:3) en los puntos del
entorno U, situados en el interior de p, es decir, § no seria un punto
singular para la serie (6.3:3).

Asi, pues, si

1

Tm 3 Thal
=y
el punto § es singnlar para ¢ (z). Demostremos que si A 5= r, es
deeir, si A << r, el punto € es rogular para ¢ (z).

Fo efeeto, en este caso la suma de la serie (6.3:3) representa una
funcién i (2), que es analitica en el entorno U del punto £y coineido
con q (z) en la parte del efrculo T que estd situada en ¢l inlerior
de y (Mg, "62), Pero ¢ (2) v f (2) son fanciones wniformes analilicas
en la lonula que representa la parte comuan de los circulos Ury K.
Como éstas coinciden en la parte de la linula que estd rayada en el
dibujo, sogiin el teorema do unicidad, ¥ (z) coincide también con
ip (2} en toda la Iinnla. Bn resumen, en este caso el punto § ¢ rognlar
para 1 (z). :

A=R—jz)—a|=r-:

2%



340 CAP. III. INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

Por lo tanto, gueda demostrade que el punto § serd singular
o regular para g (z) segin que se cumpla la igualdad

1 1
A= H—‘ZI—ZM—‘ T Z | e 1'% 1‘!’“”“!”
T V12w IR Ol

o la desigualdad

nl

m ]/m“" G|

Como ilustracién del eriterio obtenido demostremos el siguiente
teorema de Pringsheim:
(2]

" E 5 Ay - "
8i los coeficientes de la serie Y, a,z", con el circulo unidad de conver-
[

gencwa, son ndmeros reales no negalives a,7»0, el punlo z =1 es
singular para lu suma de lo serie.

Para demostrarlo, tomemos algiin punto z; = z en el intervalo
0. 1).

Supamendo que el punto z = 1 no es singular para la suma de la
serie, segiin lo que acabamos de demostrar, tiene que verilicarse la
desigualdad

A= R—|zy—zp) =1 —a << -

— v i (P-ru; (1] -
lim V ~—
oo

(6.3:4)

Counsideremos ahora un punto arbitrario § de la circunferencia
unidad; sea z, un punto del radie OF, situado en la eircunferencia

12 | = a, es decir, | 2, | = x. Entonces para z; la distancia A hasta
Ja ¢ircunferencia unidad serd también igual a 1 — z. Por otra parte,
AR R n41 w412 ol b
l—,;"l'“l‘l =|an -+ 1 Uns1Zy -|~_t_'t_2._.__}_. fni2fy T 00 | %=
2 n-Lt1 (rnd-1) (n-- 2y . gl (x)

S L S TR tnyal® + ... = =
¥, por consiguienle,
| s e (6.3:5)
4 WL
e 1/ 8" G n)l Tt '/tp )
oo Pl C

Debido a esto, para el punto z,, segin las desigualdades (6.3:4)
v (6.3:5), se liene:

m ]/ QU (5

mr
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de donde se deduce que parala suma de la serie de polencias 2! a,2"
(1]

cualquier punto de la circunfercncia unidad es regular. Pero, como
va se sabe, esto contradice a la hipétesis del teorema que eslamos
demostrando (que la circunferencia unidad es la frontera del cirenlo
de convergencia).

Asi, pues, cl punto z = 1 tiene que ser un punto singular para

la suma de la serie 2_.:: Msia, 0y R =1.

De la (lemostrd(:lon del teorema se ve que, si en lugar del punto
z = 1 se considera cualquier otro punto £ de la circunferencia nnidad,
entonces, para que £sea un punto singular es suficiente que los nlime-
ros a, 5" sean reales no negalivos. Mejor dicho, es suficiente que estos
nimeros sean reales y no negativos solamente desde cierto n> n,
en adelante, pnesto quo representando ¢ (z) en la forma

=1 =]
Ry Nk
@ (z) = ? apz 4+ 3 ans®,
£
nos convencemos inmediatamente de que el punto £ serd singular
para ¢ (z) cuando, y s6lo enando, éste sca un punto singunlar para la
o

S WY
suma de la serie ) a7
T
e

Consideremos, por ¢} Agui los coeficien-

]
. . x : 1.
tes a, son iguales a cero si n == 2% y son iguales a g Sl = i

Por consiguiente,

Tim l/|a,,[ _llm lf ~1— =1,

Ti=pxd

de donde, segin la férmula de Cauchy-Hadamard, se deduce que el
radio de convergencia de la serie es igual a la unidad.

Por lo tanto, segin el tcorema demeostrado, el punto z = 1 es
un punto singular para la suma ¢ (z) de la serie. Pero, del mismo
teorema {en virtud de la observacién hecha anteriormente) se deduce

2™ =
que cada punto £ ="} 1, donde n es un ntimero natural arbitrario,
también es un punto singular para ¢ (z). En cfecto, para &.~n,
se tiene:
ol sh—n
= ¢ iy
= =—==10
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Asi, pues, el conjunto de los punlos singulares de la funcidn ¢ (2)
es denso en toda la eircunferencia unidad. De aqui que en esta cirenn-
fereneia no hay ningiin punto regular del elemento ¢ (z), es decir,
todos los puntos &, | £ | = 1, son singulares.

Lo mds admirable es que esta circunstancia no es un obsticulo
para que la serie de potencias dada sca absoluta y uniformemcute
convergente en ¢l circulo unidad ecerrado y su suma @ (z) sea una
funcion ionfinitamente diferenciable en el conjunto |z | << 1 (en
particular, en todos los puntos singulares). lin efecto, para |2 | < 1

se tiene:
_zh’.
3

.o :
v eomo la serie Z =7 S convergenle, la serie }‘_,
2
u

'

1
i 2}r3

[l

22l a2
7 serd absoluta

¥ uniformementle convergenle en el circnlo cerrado, por 1o cual su
suma @ (z) serd una funcion eontinua en el ¢irculo cerrado. Derivando
ahora la seric dada término a término cualquicr ndmero m de veces,
resulta la serie:

2 {2.’1_1) ‘»’“‘—m—|—l‘_| a0 _m
ZI -_}}42 *
u

los médules de cuyos términos para |zf<1 salislacen @ las des-

igualdades
’2?: (B 1) ,.. lzri_m_l_“zz, _ hn 1 1

PLE - Qlgh=tny ak

1 ]
i

para &k = m. Por consiguiente, las series que se obticnen derivando
Sut
término a término la serie de potencias Z 7 converge nwoiforme-
u

mente en el eirculo cerrado | z | < 1. De aqui, segiin ¢l teorema cono-
rido para las funciones de \.n‘lable real, que sin alteracién alguna
se extiende para las funciones de variable compleja {definidas, por
cjemplo, en algin recinlo convexo) se deduce que eslas series repre-
sentan las derivadas de ¢t (2). En resomen, ¢ (2) ¢s noa funcién
continua ¢ infinitamente diferenciable en el eireulo cerrado |2 | << 1
v analitica en el interior del cirenlo, para la cual cada punto del
cireulo unidad es un punto singular.

liste ejemplo instructivo muestra gue en algunos easos la exislen-
cia de puntos singulares de wna funcidn analitica en la frontera del
recinto considerado (del circulo) puede no reflejarse a primera vista
en el comportamiento de la funcion en la proximidad del punto
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singular, o mis exactamente, este Gltimo puede quedar desapercibi-
o a pesar de que In fnneidn o sus derivadas dejen de ser continuas en
el punto frontera ¥ dado. Es necesario considerar todas las derivadas
de ¢ (2) en un punto z; del recinto dado para que de la comparacion de
la magnitud [l]m l/ P
zy hasla el punlo € se pueda decir si el plllll(l L es singular o regolar,
Las proposiciones ostablecidas en la pag. 336 permiten hallar
frecuentemente el radio de convergencia del desarrollo de Taylor
de nna funcidn analitica f (z). sin tener que caleular Jos cocficienles
) ! " 117 (2)
de In serie, o8 docir, los ndmeros

-1
con la distancia A desde ¢l punto

IEn este caso, lodo se reduce

a buscar log puntos singulares de los clementos. Hay que tener pre-
sente agqni que para la funeidn dada f {z). analitica en cierlo recinlo
G, existe un conjunto infinito de elementos distinlos y, correspon-
dientemente, un conjunto infinito de eirenlos con diferentes centros,
perlenceientes al recinto. Por lo tanto, suele haber puntos singulares
de elementos distinlos de una misma funeién analitica, pudiendo
ocurrir gue un punto que es singular para unos elementos sea regular
puara olros. Ilstes casos los aclararemos ahora en cjemplos sencillos.
Obsdrvese primero gque. cuando Ja funcidon analitica f (2) viene dada
por una fdrmula que consta de un namero finito de Tunciones ele-
mentales, los puntos singulares posibles de sus elementos se hallan
facilimente entre los puntos de discontinuidad de esta Tuncion, por
ejemplo, entre log puntos en los que ésta se haee infinita y también
entre los puntos de ramificaciéon de la funcién f (z).

Ejemplo 1. Sea f{z) — 1——|i—z§ Esta [uneidn es uniforme

y analitica en todo el plano, a excepeién de los pantos z - &= i,
en los cuales se hace igual a oco. Sea zg un puntoe arbitrarvio, distinto
de =i con ¢l centro en el mismo, degeribamos una circunferencia y:
Iz—zot -p, que pase por el punto - i o —i mas proximo @ z,.
Para precisar, supongamoes gque el punto mis proximo os &0 En el
interior de y la funcién f (2) es analilica y, por consiguicnle, repre-
senta un elemento. Cercioréimonos de que ol punto i ¢s un punto
singular del elemento, En efecto, suponiendo lo eontrario, lendremos
que tener un entorno I del punto i ¥ en ¢l mismo. una funcion anali-
tica P (z), que coincide con f (z) en la parte del entorno U que esld
situnda én el interior de p (esta parte la designaremos eon d). Enlon-
ces en el punto ¢ tiene que existir wn Mmite finito

i (i) = lz““ P (2) = lun iz~ I_i_{:l Hi- i
z=d z-d isd

lo cual, evidentemente, es imposible.
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Asi, pues, en y estd situado un punto singular del elemento £ (z)
v, por consiguiente, el radio de convergencia [t del desarrollo de
Taylor de f (z). en serie de potenciag de z — z,, coincide con el radio
p de la circunferencia y, es decir, con la distancia desde z, hasta el
punlo +i mds proximo al mismo.

En oste caso, ol desarrollo de Taylor es més ficil obtenerlo des-
ﬁ;’z en fracciones simples y aplicando después la
serie geométrica. Iesulia:

componiendo

=gl

1 i 1 1 1 '
e 2i (i-—:o = + i4z i.-l—;_zo )

i—zp iz

2—2p

Como r'_z“‘ il y

i1y itzg
vior de p, v los puntos =i estin situados ambos en y o uno
de ¢llos pstd situado en ¢ ¥ el otro en el exterior de y), cada una de

i <1 (el punto z estd situado en el inte-

i 1 1 y
lag [racciones — = puede representarse por una serie
i [ | —0

i—p TI—_'--zo

oo - I—1Ip T—Ip
geomdétrica de razén - - = o -
i—zg i

. Resulta:

Ll

v e SE s IR ]-

e D (Bt I — o= (2 — 2™
1]

liste o5 el desarrollo cuyo tadio de eonvergencia fT se deler-
ming anteriormente. Bn parlicular, para z,=1, obtenemos: R =
=p=F2 y el desarrollo toma la forma:

i o il - !
m‘=2{—1)n2 2 gen (n—1— 1)T(Z——1)"I
. i
i 1 1 a 1 & i
""'"2—‘—*2—(3— 1}4‘7(3—1)'“3(2—'1) T+ e

2

= ¢ 1 i E
Ejemplo 2. 8ea F(2) = TR Congideremos un recinto &

cuya Frontera es la parte no negaliva del eje real A: 2220,y = 0.
En éste, la funcion multiforme # (2) se descompone en ramas unifor-
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mes analiticas, de las cuales consideraremos una:

1 1
f()= Logz  Inj2]+iArg z’

donde Arg; z satisface a las desigualdades:
0<<Arg z< 27
De la férmula que define F (z) (o f (2)) se deduce que los puntos

singulares de los clementos de la funcidn 7 (z) pueden coingidir con
z = 0 {punto de ramificacién de Ln z y F (z)) o con el punto z = 1,

FIG. 63

en el cual se anula uno de los valores del logaritmo. Para precisar,
hagamos z, = 1 - {. Entonces el punte més préximo a z, entre los
dos puntos O y 1 serd, evideutemente, el punto 1. Describiendo con
el centro en z; una circunflerencia y de radio p, igual a 1 (fig. 63),
hallaremos que f (z) determina en el interior de y un elemento @ (z).
Como_al tender el punto z (situado en el interior de y) al punto 1,
sitnado en y, In | z | tiende a O y Arg, z también tiende a 0, los valo-
res del elemento @ (2) tienden a oo, de donde, razonando del misino
modo que en el ejemplo anterior, sacamos la conelusion de que z = 1
es un punto singular del elemento considerado. Por lo tanto, ¢l radie
de convergencia /1 del desarrollo de Taylor de g (z) (el desarollo se
toma en serie de potencias de z — (1 4 i) es igual a 1.
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Consideremos ahora el punto z, = 1 — i situade cn el semiplano
inferior. Para éste el proximo de los dos puntos 0 y 1 sera de nuevo
el punto 1. Deseribiendo una circunferencia 9 de radio 1 con el centro
en z,, lendremaos en su inlerior un elemento determinado de La funeidn
f (z), el cual designaremos mediante ) (z). Demostremos que todns
los puntos de la eireunferencin y son puntos regulares de -este vle-
mento. Con este Tin, consideremos ol eirculo K: jz2 — (1 — i) | <<
< V2, cuya frontera conliene el punto 0. En el interior del eirculo
K la funcién Ln z se degcompone en ramas nniformes analilicas, una
de lag cunleg eoincide con Lng z en el interior de la cirennferencia
¥ (es suficiente elegir vna rama unilorme de Lo z, enyo valor eninei-
da con Loy z en el punlo z). Designemoes esta rama uniforme de Loz
mediante Lnyz = Ln | 2 | + i Arg, 2. Gomo en el punto z, el valor
de Arg, z coincide con el valor de Arg, z, igual a 77: v oen el inte-
rior del eivenlo K los valores de Arg, z se dilerencian eo valor abso-
Tate del valor en el centro de este circulo en una cantidad menor
que -.-:- , ¢n todos los puntos del eirenlo K, Arg, z salisface a las des-
igualdades

o Ar . ha
T <Argez<<—.

De agui se deduce gue Lng z no se anula en el eirculo K. Por esto la

il . s % 1
O o8 analitica en este eireulo, Pero dsta enincide con T
e T

en el eireulo K: |z — (1 — ) | << 1, es decir, coincide con el ele-
mentop (z) de la funcidu / {2). De aqui que cada punto de la cireunfe-
rencin ¥’ es regular para ¢ (z). Fo cfecto, para cada punto £ €'

funcion

existe un entorno U y en el mismo una funcion analitica -L—‘:m .
que coincide con § (2) en Ja parte comGn a U y K'. En particnlar,
el punto z = 1 también serd un punto regular para | (z). Kn este
¢jernplo se ve que un mismo punto 3 = 1 es singular para un ele-
mento de la funcién analitica f (z) (para q (z)) ¥ es regular para otro
elemento de esta Tuneion (para 4 (2)).

Como todog los puntos de la circunlerencia y° son regulares para
1 (2), el radio de convergencia del desarcotlo de Taylor de este ele-
mento en seric de poteneias de z — (1 — 1) es mayor gque el radio de
la circunforencia v, es deeir, es mayor gque 1. Pero en el circulo K’
Y (z) = Ln, z, debido a lo enal los desarrollos de Taylor de las [uncio-
nes § {2) v Lo, z eoineiden. Como Lny z ¢s una fancidn analitica en
el eircnlo |z — (1 —i) | << 12, ¢l radio de convergencia ' de
este desarrollo no puede ser menor que |2, Para demostsar gue es
exactamente ignal a J72, es suficiente cerciorarse que ul menos uno
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de los puntos de la cireunferencia Tt |z — (1 — &) | — 72 es un
punto singular para
g

clocto, (-——) i

oLk Lngz z {Lingz)*®
en el interior de I'. De aqui se deduce que no existe ninguna funcidn
% (2), analitica en un entorno &7 del origen de coordenadas, que coin-
b 1 _ 2 A ~
cida con inz ©n los puntos comunes a U y A (suponiende la exis-
lencia de tal foneidon babria que suponer también la existeneia del
limite finito:

1 = 5 iy
g Tal punto es ¢l origen de conrdenadas. En

— o0 cnanide z— 0 manleniéndose

. L . 1y
A= I s ) -
lo cual, como ya se observd, es Linposible).

Proponemos al lector cerciorarse de que en este ejemplo, para
cada punto z, del recinto &, situado en ¢l semiplano superior, ¢l radio
de convergencia del desacrolle de Taylor de ta funcidén f (2) cn serie
de potencias de z — z, es igual a la distancia desde zq hasla ¢l punlo
mis proximo al mismo del par O y 1, mientras que para los puntos
z, situados en ¢l semiplano inferior. la distancia desde z; hasta 1 no
desempeiia ningin papel al determinar el radio de convergencia de
la serie correspondiente; este radio siompre coincide aqui con la
distancia desde z, hasta ¢l punto 0.

§ 7. METODOS DE DESARROLLO DY LAS FUNCIONES
EN SERIES DE POTENCIAS. COMPORTAMIENTO DE LA
SERIE DE POTENCIAS EN LA FRONTERA DEL CIRCULO

DE CORVERGENCIA

7.4. En este apartado nos dedicaremos a estudiar algunos méto-
dos de desarvollos de las funciones analiticas en series de potencias.
De principio, el problema de la bisqueda del desarrollo de Taylor
se resnelve por lag formulas de los cocficienles de la serie

(i)

sl O 0,1, 2 )

7l
Pero la realizacidn direcla de los c¢ilenlos, que se basan en la deter-
minacién de las derivadas sucesivas de la funeién f (z), puede resultar
gser muy complicada o inclugo dificil de efectuar. Sin embargo, en
muchos casos, pricticamente muy importantes, se pueden obteuer
desarrollos de Taylor deduciéndolos de un modo determinado de
otros desarrollos antes ya conocidos.

Supongamos que la funcién f (z) se expresa en forma de una scrie
de funciones analiticas que converge wniformemente en ol interior
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de cierto entorno |z — z4 | << p del punto z,:

f@=$nm. (7.4:1)

Entonces, en virtud del teorema de Weierslrass, tendremos:

1 @= l n (@)

k) (z0)
F:L’. 1 (30) = Z —k!—'a— (7.1:2)

1
Aqui I!—!;!“‘,l (zq) es el cnefiuiOuLc de (z — z)® en el desarrollo

de Taylor de la funcidn f, (z), v ol ﬁ‘"? (zo), cl coeficiente de (z — 20)"
en el desarrollo de Taylor de la funcion f (z).
Por consiguiente, los coeficienles de Taylor de la suma de una serie

uniformemente convergente de funciones analiticas X, f, (z) se obtienen
1

sumando los coeficlentes de T'aylor homdlogos {o sea, los coclicientes de
una misma potencia (z — zo)", tomados de los deserrollos de cada una
de las funciones f, (z).

Ie aqui dos ejemplos. Consideremos primero la suma de la seric

it =T
F{Z]: 2’1—4;.

Los términos de esta seric son funciones de z, analilicas en el civeulo

oo

- ; " am 5 .
unidad, y la serie 2 T—= o3 uniformemente convergente en el inte-

1
rior del eirculo wnidad. En efecto, si £ es un conjunto cerrado de
puntos de este circulo ¥y 8 > 0 es la distancia desde E hasta la cir-
ennferencia  unidad, enlonces para cualgnier punto z € £, se
=i el

tiene: |z ]<wl1—08= p<: 1; por consiguiente, 1———;3,, < =7 f_f’,, <<
< 1‘:_ .y como la serie Z, —p es convergenbe (égla es una progre-

gifn goomélrica de razém p), la serie dada también serd unifor-
memente convergente en i, es decir, serd unilormemente convergente
en ¢l interior del eirenlo unidad. Para detecminar ¢l coeficiente de
2" en el desarrollo de Taylor de F (2), por lo anterior, hay que sumar
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{os coelicientes de z* en todos los desarrollos de Taylor de las funcio-
nes

—— e g g g

Bl ¢coeficiente dez® en tal desarrollo es igual a O si & no es divisible
por n, yes ‘glml 1 si k es divisible por p. Par consiguiente, el coefi-
ciente de 2* cn el desarrollo de F (z2) es igual a una suma de unidades
cuya cantidad cs igual al mimero de todos los divisores naturales del
nimero k. Designando este nidmero mediante = (k) (¢ (1) =1
T(2) == 2, 7(3) — 2, t{4) =3 1(3) =2, ...} tendremos:

Fz)= i T (k) 2",

Tste os el desarrollo buscado, Como F (2} es una funcién amnalilica
en el circulo unidad (segin el teorema de Weierstrass), ¢l desarrollo
hallado es convergente en el circulo unidad.
Obsérvese también que, para z == 1, éste es divergenle, puesto
oo

que la serie toma la forma )t (k), donde todog los lérminos

son numeros nalurales. De aqui que el radio de convergencia es
igual a 1.
Veamos también el ejemplo de la serie

o0

o [Z) - E 2z

s p¥nt ’
1

La funcién m—s— es analitica en todo el plano. menos en los

punlos z = nn, donde se hace co. Por consiguientle, cada una de
eslas funciones es analitica en el circulo | z | << %, Demostremos que
la serie dada es uniformemente convergente on ¢l inlerior de este
circulo. En efecto, si |z < p, donde p << 0. se Liene:

2z 2 2p o 2p 4 20 1
22 nint J’ nIn?—2 | nPmt i pE v TmEad gt

T nEnt ne

y como en ¢f segundo miembro ha rt.snlhrlc) el término general de

ana serie convergente (la serie 2— es convergente), la serie
i

oo

2 "gm‘ seri uniformemente convergente en el interior del efrculo

1
]z | << m. Por lo tanto, el coeficiente de z* en el desarrollo de Tavlor
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de la funcion @ (z) es igual a Ja suma de los coeficientes de la misma
polencia de z en los desarrollos de Taylor de cada una de las funciones
2z

. e Pste altimo desarrollo tiene la forma:

2 2z 1 .
2—pak neng 1 T
( HTL )
B 2z 230 2:3 Zeiti—t :
T omnE T opand T plps Tt T TgagEd Y
agqui el coeficiente de 2 es igual a cero si k es par, e igual a — Tk

si koo 2 — 1 (impar), Por esla razon, el coeliciente de z% en ol
desavenllo de la funeién @ (2) es igual a cero si & es par, o igual a
w3
P~ R Y PR i e Daas
2 an)iq sikoes impar: b = 2¢ — 1.
1
Asi, pues,
o o
1 2ip-1
W)  —2 ) [ by | 2
gq=1 n=1

Esta es la serie de potencias buscada. Esla serie tiene que ser conver-
genie en el circulo | z | <, puesto que ta funcién @ (z) es analitica
en esle cireulo. Jin el punto z = n, para cada Lérmino de la serie
obtenemos la desigualdad:

o oo

4, g & 1 1
Z () % s Z "ty — w
Am=]

Nn=1

de donde se deduce que no se cumple la condicion necesaria de con-
vergencin, y la serie es divergenle, Por lo tanto, el radio de conver-
gencia de la serie obtenida es igual a .

Supongamos que f {(z) viene expresada en la forma

J @) =L g (7], (7.1:3)
donde
Q@) —ap-lazta e, [3]<<r  (7.1:4)
y
Fley—Ag | Ay (w—ay) - Agliwe—a)® - . — Ay (w—ag)™+ . .,

fw—ay| << R, (7.1:0)

donde los coclicientes de las series de polencias para ¢ (2) v F (w)
son eonucidos. Como cn estas condiciones ¢ (2) — @, para z ~ (),
se puede sefialar un ndmero p, 0 <<p < r, tal gque el mbdulo

S
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| g (z) — ctg | serd menor que S para |z | << p. Debido a esto, el
punto w = ¢ (z) perlenecera al cireulo de convergencia de la serie
(7.4:5), v, por consiguiente, la Tuncion f(2) = F (w) = Flq¢ ()]
serd analitiea para |z | << p. De aqui que liene gue existir un desa-
rrallo de 1a funcion f () co serie de potencias de z, convergenle para
|z | << p. El problema consisle en caleular los coeficientes de esla
serie.
Consideremos el desarrollo

[ =F1p(z)= %j An 1 (2) — el (7.1:6)

respecto del cnal ya sabemos que es convergenle para |z | < p.
Para que sea posible alegar a la convergencia uniforme de esla serie,
sustituyamos p por un mimero no mayor p', 0 << p” < p, de modo
que en el eireulo |z | << p” se cumpla [a desigualdad

n
lp@ —ml <o

Como Ia serie (7.4:5) es anilormemente convergenle para
|t — oty | << {i—), la serie (7.1:6) tawbién lo serd para |z)|<<p'.

Por consiguiente, el coeficiente de z* en el desarrollo de Taylor de
la funeién f (z) puede obtenerse tomando la snma de los coelicien-
les homédnimos en los desarrollos de e¢ada wna de las funciones
A?f. Jtp (z) — al)i"'

Los {iltimos desarrollos se obtienen mediantle una multiplicacion
n-ple de la serie de la Tuncidn ¢ (2) — a, por si misma. En el caso
dado, la mualliplicacion término a término de las series es legitima,
pliesto que so Lrata de una serie de potencias en su cireulo de conver-

. geneia, donde ésta es absolulamente convergenle.

T resnmen, llegamos a obtener la siguiente proposicién: para
oblener el desurrollo de Taylor de una funcion f (z) = F ly (2}, donde
¢ (2) es una funcidn analitica en el origen de coordenadas y F (w) es
wna Juncién analitica en un entorno del punio og == @ (), se debe
poner la serie de w = g (3) {7.1:4) en la serie de F (w) (7.1:0). efectuar
las elevaciones necesarias a potencias, es decir, multiplicar lus series,
y., finalmente, sunar los coeficientes de los iérminos que contienen iguales
polencias de z. La serie obtenida serd el desarrollo de Taylor buscado
de la funeion f (z). Esta serd convergenle en el eirendo |z | << p, donde
p se elige de tal modo que para | 5 | << p sea | ¢ (2) — oy | << 12

El mélodo expuesto de obtencién de desarrollos de potencias se
lama sustitucion de nna serie en olra. Ilustré-
moslo con dos ejemplos.

Sea

f(z)=1 cosz,
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«donde se considera aguella rama uniforme, ¢n un entorno del origen
<o coordenadas, de esta [uncion biforme que toma el valor 4 para
z = 0. Para aplicar la regla anterior a este gjemplo, representemos
J(z) en la fTorma:

1
J8) -1 —(1 —cos2))2.

IZn nuesiro caso

w=¢{z) =1—cosz -

1 .
Fl)=(1—wp-=-1—<w ———w"—L.w*"-—_

1 4 2] o
3 i 16 e — , w1
Tor consiguicente,
. 1 722 &3 z9
f(2)=Flg @)} =1 —?(-___,-—E- W_"']_
1 o2 z4 2 1 z2 3
-s{FT—mw+) —w(z—) -

Limitémonos a caleular los coclicientes de las primeras potencias,
hasta la sexta inclusive. Entonces, evidentemente, los términos no
escrilos pueden ser desechados, puesto que todos ellos ligurarin
solamente en la formacién de los términos de la serie que contengan
polencias de z mayores de la sexta. Se tiene

por consiguiente,

=14 (3 F fpm o) ()

2 24 a0 A 2
i z9 =2 z 1420
~w (=)t T m T
Como f (z) = } cos z es una funcién analitica en el efrculo |z | <<
- R ! Z : sen =
< = (pues posee derivada en el mismo, igual a — --—) , la
2 2V eos 2

serie de f (z) tiene que converger pava |z | < % Siz= % , como

licilmente se comprueba, se tiene un punto singular de la funcidn
1 (2), de donde se deduce que el radio de convergencia de la serie es

& =
ignal a 5
Consideremos también

j @)= exp=.
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554
lepresentando f(z) en la forma f (z) =eexp 1 = hagamos:
w=g@) =gt =zt 2dB (2| <1) y F ()= -

ue(l T!-!--"—z;?—nl ) |} =2 0.

Sustituyendo una seric en otra, resulta:
24 23 y2
f(z)=é’[|-+(z+2“—kz“-l- R e ai ol )

N S L ]

En el ejemplo dado, donde ¢(z) ——, se puede evitar la

realizacion inmediata del producto de lll": series, observando que
para |z<Z|1:

(z-l-z‘-l-z“-!—.--)k:( o I L

1—z
ke (41 kt+n—14) ,
[1 _I..z_}_(f_“:_) a_'_'_._[,__.%"_u_’ ____],
y como
k(k--;-1),,.{k~|—:z-—1}__ (kLtn—1y(k4+n—2}... (n ) fhtn—i
n! . (e—1)! _( k—1 ]'
resulia:

(z4z2 23 .. )= 2 ('H_”‘i) ghtk,
=l
Por lo tanlo,

j oo (= <] .
T@=e[t+4r Dattp o P nt )y
1) 1]

e L]
-1__‘11_ Z%ﬂzn-pa_; +T1I“2 (k-;‘-:«;-‘l)zﬂ”{_i_ “.]TT

]

1

i

+(qr+34r+ iil"".%l] s +[Til'+(r!:1)%+
+("£1)_31_|_+ o ""’1) (n-1)1+n!:|z . }

2a—1199
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liste es el desarrollo buscado. Como la funcidn f (z) es analitica
en el civeulo |z | << 1, la serie obtenida es convergente on el efreulo
unidad. Facilmente se observa que z = 1 es un punto singular para
f (z). Bu efecto, cuando z tiende a 1, tomando valores positivos meno-

: i 4 ;
res que la unidad, la funcidn exp s tiende a oo, De aqui se

dednee que el radio de convergencia de la serie ohtenida es igual
a la unidad.
7.2. Pasemos ahora a estudiar el problema de la divisidn
de gseries de polencias.
Sean
apta(z—a)+ ... +a (z—a)" 4+ ... (7.2:1)

by-Fbiz—a)4- ... +bp{z—a)" 4 ... (7.2:2)

dos series de potencias con los radios de convergencia posilivos r
v p. donde el rmino independienle b, de lu segunda serie es distinto
de cero. Hagamos la notacidon o = min (r, p) (si ¢+ = p, cnlonces
g = r = p). Entonces ambas series serin convergentes en el eirculo
|z —a|<<o. Si en este circulo hay ceros de la suma de la serie
(7.2:2). tomamos un nuevo circulo de menor radio, en cuyo interior
la suma de la serie (7.2:2) no se anule. (Tal circule existe, puesto
que el punlo @ no es un cero de la suma de la serie (7.2:2), debido
a la condicién by 5= 0). Asi, pues, existe un circulo |z —a | << R,
en el cual ambas series son convergentes y la sama de la segunda serie
carece de ceros. Dn el interior de este circulo la relacidn

i Sotar(z—ajt ... tap —a)" ... - 5.

Ha= bo+bi(z—a)+ ... Fbp z—a)"+ ... (7.2:3)
representa una funcién analitica, lo cual es consecuencia de la
regla de derivacién del cociente. Por lo tanto, existe wna serie de
potencias

coteci(z—a)+ ... +eafa—a)' ... (7.2:4)

que exprosa a la funcién f (2) en el interior del circulo |z —a | << A.
A esta serie podemos llamarla cocientc de las series (7.2:1)
(dividendo)y (7.2:2) (divisor), y el proceso mismo de s
bisqueda, division de las series. '

Efectnemos primero la divisién de las series por el método de los
coelicientes indeterminados Para esto, escriba-
mos la relacién (7.2:3) en la forma:

leo-Fer(z—a)4 ... Feaz—a) + ... ] X
¥ [bg-!-b,(z—a)j-l- et bp(z—aM) 4. )=
—“%‘1?“-1 (Z—a)+ cee @ (z""a:'n+ i
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y observemos que las series de potencias consideradas, siendo conver~
gentes en el interior del efreulo |z — a | << R, tienen que ser aqui
absolutamente convergentes. Por esta razén, se pueden multiplicar
téemine a términe las series que figuran en el segundo miembro de la
iltima igualdad. Efectuando la multiplicacién obtendremos:

Cobe = {coby + ¢1by) (2 —a) + !{fo"?a oy Feube) (z—a) 4 ...
oo F eobnt-eibnos+ o A-enby) (2—a)* - ..
o=t e (z—a) .. FaE—a) ... (7.2:5)

Conto las sumas de las serics de polencias que liguran en el prime-
ro ¥ segundo miembros coinciden en el circulo | z — a | << R, segin
el teorema de identidad para las series de potencias los coclicienles
de ambas series tienen que ser iguales. Rlesullan las ecnaciones:

coly — g,
Coby - C1bg = a1y,
cofa+cyby - caby = ap,

I?r}l"n '}‘ C|bn_3 "'I" C'zbn..i ==

t (7.2:6)

e C?tbl'l = J
Iste es un sistema infinito de ecuaciones lineales respeclo de los
coclicientes desconocidos cq, €4, €3, - . ., €, ... La particularidad
de este sistema, que extremadamente simplifica su solucién, consiste
en que para cualquier n (n = 0, 1, 2, 3, . ..) las primeras n 4 1
ecuaciones contienen a las primeras 7 + 1 incégnitas. Determinando

¢ de la primera ecuacitn ¢, = :_2 (bo 5= 0, segan la hipélesis) y

sustituyéndolo en la segunda, obtenemos la ccuacidn %g‘bfl -+
(1]
+ ¢1bg = a,, de donde
“Ib{}_ﬂl]bl
b5 ’ i
Supongamos que, en general, se han hallado Jos valores de los

primeros n coeficfentes oy, ¢, ..., ¢,y Sustituyéndolos en la n+ 1
eeuacion, obtenemos:

o=

an—tobn—eibp —... —cp by

tp == b : ) (7.2:7)

De este modu se puede determinar el coeficiente con un indice
previamente dade. Is ficil obtener una expresién para ¢, mediante
los coei_'mlentesﬂag, Gy, Gy « « oy &y ¥ by, by, ..., b, en forma de un
determinante. El determinante del sistema formado por las primeras

23%
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n 4- 1 ecuaciones es igual a

b0 0 ...0
by 0 ... 0
beby by ...0 |=4T 0,

Ibubn—i bn—z s bo
¥, por congiguiente,

boO 0 B
bibﬂ 0 v fly
Cpy 2= *!;:'-]l-t-_i bzbi bo ...an |- {728)

babnegDacp . oo @p

Egta formula resuelve completamente el problema de la division de
las series.

Demostremos que el cociente (7.2:4) de dos series de potencias
puede obtenerse dividiendo la serie (7.2:1) por la serie (7.2:2) segin
las mismas reglas por las que se dividen los polinomios, como si
las series (7.2:1) y (7.2:2) fuesen poulinomios dispuestos segln las
potencias crecientes de z — a. Para demostrar esto, empecemos
a efectuar la operncion indicada. Obtendremos:

ap + ay{z—a)+. A+ apz—a ... botbrz=0) . bz —a 4. ..

60, o L0 -t Gg | aibp —aght
ap - T bz—-a) .. .+ s tplz—a)" 4., . bo-l— % z—a)+...

anby — 20bn

—ay .. (z—a® ...

arby — aeby
T
—a .. .+‘ﬂ§3-“"—hbn(z-u)“+. ..

agbp = anly (=
bg E

Los primeros dos coelicientes del cociente obtenido coinciden con
los valores de ¢, ¥ ¢; hallados anteriormente de las ecuaciones (7.2:6).
Supongamos que de este modo hemos obtenido que los primeros
n coeficientes coinciden con los valores de cg, ¢y, . . .y €a-y, halla-
dos al resolver las ecuaciones (7.2:6). Entonces, tendremos:

agtaiiz— i+ aztz—a)?4.. .+ aniz—a) ... |hotbiE—a) 4. . b Z—a) .
byeo-+bicn (2—a) +baca (Z—8) . . .4 bnco(z—a) . . .epter(z—ad+. . . Fenatz—a) L

(a1 — Ligo) (2 — a) 4 qaz — bacg) —a 4. .. Flan—bpen z—a)F. ..
bue1{z —a) + pepz—a¥+. .k Bnoesz—a)i4
{as — bacy — brep) (2 —a)® 4. . .4 [An — bpe) — bp—ger) (z—a} 4. ..

{an — bney — bp-gep —. . . = ben-1) (2= @,

R T T T T T S R
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El primer término del r-ésimo residuo es: (g, — bneg— bpyey— . ..
oo —ben ) (z—a)*, por lo eual, el término del cociente que sigue
después de c,_s(z—a)"~"! es igual

1y — bpog— bpoiCy— ... —byepo
Ly nfo n Il;.oi 1fn I(Z—a}“.

Pero el coeficiente de este término coincide con el valor de ¢, deter-
minado de las ecuaciones (7.2:6) por la formula (7.2:7).

En resumen, el método de los coeficienies indelerminados, al ser
aplicado a la divisién de las series de potencias, da lugar al mismo resul-
tado que se obtiene al operar por las reglas de la divisidn de los poline-
mios dispuestos segin las potencias crecienies de x = z — a.

Veamos un ejemplo de division de series de potencias. Conside-
remos la funcion

F (z) = H .
[ista funcidn es analitica en todos los puntos del plano, a cxcepeidn
de los ceros de la funcion e® — 1, es decir, a excepcién de los puntos:
0, & 2mi, 4 4ni, . . . Sustitnyendo ¢* — 1 por el desarrollo en serie:

= z 22 "
= sl 1
ef—1. THar et

v simplificando el numerador y denominador de la fraccién por z,
obtenemos la siguiente expresion para F(z) (que determinard la
funcion 7 (2) también para z=10):
F)=————x
et arart e

La serie que ligura en el denominador es ¢onvergenle para cual-
quier z y tiene lodos los mismos ceros que la funcion e® — 1, a excep-
cién de un cero en el origen de coordenadas. (Todo esto se debe a que

. L | .
esla gerie representa la [uncidn —— (para z 5= 0)). Por esta razon,
en el interior del circulo | z | << 2n su suma no se anula. Por consi-
guiente, la funcién # (z) se puede desarrollar en serie en vste circulo
aplicando la divisién de series. La primera de las ecuaciones (7.2:6)
da:

¢o-1=1, es decir, c5—=1.

Como todos los coeficientes de la serie del dividendo, a excepeion
del coeficiente inicial, son iguales a cero, la (n 4 1)-ésima ecuacién
(7.2:6) tiene la forma

1 1 1 2
C:gm+f-'|'ﬁ+--»-;"'C:a—iﬁ-*'t‘;.:'o (n-=1.2. 3.) (.‘.2:9)
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Esta ecuacién permite determinar los niimeros c¢, uno tras otro.
Para determinar el coeficiente ¢, sc puede utilizar también la
formula (7.2:8):

1 0 0 -

1

o1 1 0 .. 0

=1 a-| 4 L 4 ..o0f=

S 5 i
(N "l (=1 "t 0

1

I 1 ] 0

1 1

w 3 a

={—1)" 1 1 1 0 (n=1,2,3,...).

1 1 1 A
m+NDT "l (r—n! "2

Los nameros «,n! se llaman ndmeros de Bernoulli v se
designan mediante B, : B, =c,nl.

Mediante estos ntimeros se expresan simplemente lus coeficientes
de muchas relaciones importantes. Para calcularlos se tienen las
formulas: By =¢,-01=1,

1
3T 1 0 .0
1 1
a5 a7 1 0
Br=cpnl=(—1)"n! 1 M 4 0 (n==1,2.3....)%
] 3l RE e
1 1 1 1
(r-11 nl  (n—1Y! 2l

(7.2:10)

Por cierto, el cdlculo de los nimeros de Bernoulli es mas comodo

efectuarlo sucesivamente, empleando la férmula (7.2:9). De ésta
ohtenemos:

1 i 1 5
By O+ m“"”” 1T nt “""'+B"T1!=O (r=1,2,3....),
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o bien, multiplicando ambos miembros de la ignaldad por (n-1)!

y observando que ﬁ»}—i—m es el coeliciente binominl ["’;1) ¥

Bo (") 4B (") 4B (") =0 =t 2300,

n
Esta formula puede representarse en la sigujente forma simbélica:
- B =Bt =0, (1.2:41)

Después de elevar a Ja potencia segiin la formula binomial, todos
los exponentes de la potencia se deben sustituir aqui por los subindices.
Como By=1, sucesivamente hallamos:

Bo+2B,=0; By= — Bo= —7;
Bo-+3B,~3B,=0; Bi= —Bo—Bi =i
By+ 4B+ 6B+ 4B3=0; Baz‘-%Bo—B!_‘%f}s:(‘;

1
By= — % By—B,— 2By~ 2By = — 553

By= —+ Bo— Bi— o By— 3 Bo— g Bu=0;
Bn+781+213343583+358&+2‘185+733=0|
Bo= — 1 B,—B,—3B,—5By—5B,— 38, =55 ;
Ln resumen,
Bo=1, Bi=—g, Bi=g, B3—=0.
1

1
Bi= —g5, Bs=0, By=g,

Demostremos gue todos los nimeros de Bernoulli
de subindices impares mayores gue la inidad son
iguales a cero:

By =0 (=142, 8} s
Para demostrar esto, sustituyamos z por —z en ¢l desarrollo
2
H:rn—!—c,z-{-czzﬁ—{—...--}—cnz"‘—’r...

zBo—i—%zd,—Plz’—k... —t——‘g-;—'—z“+ o

5] e (7.2:12)
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obtenemos:
ol ZeF ozt By By o By
eE g (ei—{)er  et——q B, 10 245y 2 _'":-il_za+“"

o bien, restando esta dltima relacién de (7.2:12),

A e By 4 Bonsy ok g
| et—1 2_21! Ty 2T5!_z+'”“1-2 @+ 2 i

De aqui, basindose an la unicidad del desarrollo en serie de poten-
cins, se deduce que:

2B = =1, By=Bs= ... =Buyy=... =0,
como se queria demaostrar.

Aplicando la propiedad demostrada de los ndimeros de Bernoulli,
s¢ puede eseribir el desarrollo (7.2:12) en Ia forma:

<o
il -~ = | Loy al i
e 1—3‘--| _2: 20! 2. (f..;.'lg}
=1
Como lvs puntos singulares de la Tuncion _"_l mds proximos
al origen de coordenadas son z,— 2mi y 2. = — 2xi (en eslos puntos

la funcion no estd definida y no puede definirse de modo que se
couserve la continuidad), el radio de convergeneia de la secie (7.2:13)
ex dguasl a 2. De aqui que, segin la [drmula de Canchy-Hadaward,

se deduce gue:
lim V——l L S
nt 7 2!

Tl s
yoeomo Bopy =0 (K =1,2,3,...), se ticne:
— P TEIT
Lim l; b,_,—‘*“—:-;
PR (20! 2%
Debido a eslo, para cualquier >0 cxiste un conjunto infinito
de wimeros By, que satisfacen a la designldad
(2!

B, el
| M|>(Zn+(’)‘3“,

es decir, que son extremadamente grandes en comparacion con sus
subindices 2k,

Del desarrollo (7.2:13) se pueden oblener sin dificnltad los
desarrollos de las funciones z cotgz, tgz y zcosecz. Representlemos
cotgz en la forma
eos: . oelr pe-ts i 2

- 1 =1 %

colg &= senz iz a-ir 2l iz
=8l 32— 85"1—'[ PR p e —
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de donde
t i 2 iz
zeotgz— Iz_'—g‘-—_i .

5 2 ” . = A
La funcién Tiz_l se puede desarrollar segin la férmula (7.2:13)
antE_

si se sustituye en esta [érmula z por 2iz. Como la serie (7.2:13)
era convergente paca |z|<2n, la seric nuevamente obtenida sera
convergente para | 2iz| << 2r, os decir, para |z|<m,

Asi, pues,

oo oo

2 42t o\ Bop oo : P L

fhs R hz h (2iz)%* =1 — iz -k ‘2 (—1) Tt
=] =1

¥, por consiguientle,

o
_— ; {y 2By z2h
zeotgz—1 -—'?_‘, (—1) @
]

—_

7.2:14)

Para obtener el desarrollo de Tavlor de tegz, es mas facil
observar que
cotg 2—tgz.—= 2 colg 2z,
de donde
tgz— cotg 2— 2 cotyg 2z.
Sustituyendo en la férmula (7.2:14) z por 2z, obtendremos una
serie que cs convergente para |2z|<<m, es decir, para Ez|-<-%}:
2zcotg 2z = ] - ;S_'J’(— 1)+ %ﬁ'!iz?". (7.2:14")

Restando 1érmino a iérmino (7.2:147) de (7.2 14), hallaremos:

L
230 (1 280y B L
zcntgz-—2zw|;g2z=zt.,r_rz=z(ql)“ﬂ—f—uﬁzﬂ‘

eLEY
fe==1
o hicen
i S 22422k ) By apl s
t.gz:Z(—i}“ ]_—{‘W_yjz% 1 (7.2:15)

ha=|
Del método mismo de obtencion de esta serie se deduce que

ésla es convergento si |z <-§, ¥ que % es el radio de conver-



362 CAP. IU[ INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

a ¥ n
wencia de la serie (esto sc debe a que Jos puntos z= - - son

singulares para la suma de la serie).
Dysando a examinar la funcidén zcosecz, obsérvese que
z z =
= CO8ZCos —2—+SE‘!i z50n ? €03 —2—
cutgz+t.g?= = o = COSeC Z.

s0nz cos aen < GOST

m1 L]

Suslituyendo en (7.2:15) z por =, obtencmos una serie que sevd

| : N
vonvergente para l% <-I2‘—, es decir, para |z|<Zm. De aqui y del

desarrollo (7.2:14), que también es convergente para [z|<Im,
liallamos:

zeosecz=zcolgs-+3 tg-‘,i—: 1. 2 i e-z-"aij—z&a—hz*". (7.2:16)
Jome |

Hallemos, finalmente, el desarrollo de sec 3. Como los puntos
singulares de la funeibn mds préximos al origen de coordenadas

son: z= ——:— v zs—;. el desarrollo buscado posec el circulo de

. K 2 .
convergencia: |z|<<-. Para hallarlo, apliquemos el método de
«division de series. Tendremos:

1

i
secg = = =
cos s

a2t

22 it R
A= Py s
=g+ 42 T U8 — . ..

‘Como sce z es una funcion par, todos los coeficientes de las poten-

cias impares a4, as, as, ... son ignales a cero:
1 & it
secs = P =ay+ a2t a2 ... (7.2:47)
=r+ar—
fistd admitide escribir los cocficientes ag, ¢a, a;, ... de esle

desarrollo en la forma

w B
(LM=(_1)’W2£T {k::U, 4.2, .,.).

Los nlimeros Eyy, determinados do este modo, se llaman nitmercos
de Euler. Escribiendo de nuevo (7.2:47) del wmodo siguiente:

1=(1—;—2|-+—§E-—;.—6+...] (EU—-g—r‘zz-'r-'{fT‘z‘— )

6!
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v efectuande la multiplicacién en el segundo miembro, hallaremos

tm o= (4 5p) 4 (B B+ ) -

_(Ee  Ea ., E | BEa) g,
(ﬁ'+4!2!7214!+6!)""1“"
de donde

:0—1;

PO Ey -
st =W
Ey Ey By i
o Tar Tt =%

Ey  Ea E, En_ X
o taa tag e =0

listas ecuaciones permiten hallar sucesivamente los nimervos de
Luler. Obtencmos:

Ey=1, Ey=—1, E,=5 Es=—61, Ez=1385, ...

Si, en general, se han hallado los ndmeros £,, Ey, ..., Ep_s,
para determinar E£,, se tiene la ecuacion

Ey Es £, ) I
e T T maia T T
o bien
(2 2 2 5
Byt () Bt (7)) Bt oo+ (370) Bonea + Eun =00
De aqui que, si los ndmeros Ey, Ey, ..., Esns son enlerus, el

nimere E,, también lo sera. Pero Jos primeros niimeros hallados son
enteros. Por consiguiente, todos los niimeros de Euler son enteros
El desarrollo de sec z se escribe definitivamente en la forma

- E
sec.z=2 (-1)"?-?%22". (7.2:18)
i

\ 1 - = -
Lsta es convergente para |z|<Z—-. Los nlmeros de Euler 13,,, gue

figuran en el desarrello, se determinan completamente por las
condiciones:
- 2n 2ny o 2n i
Ey=1, E;+ ( 2 ) E,+ ( 4 ) Eot oo+ [2u—2) Lzn-g £y =0
(r=1,2,3, ...). (7.2:19)

7.3. Aqui estudiaremos algunas cuestiones ligadas con el comportamiento
de una serie de polencias en la frontera del circulo de convergencia, Los ejom-
plos mis sencillos de series con el radio de convergencia R=1 muestran que
en la frontera del circule de convergencia la serie puede ser divergente en cada
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punto (In serie geométrica: 1+ z 4 22~ 2 ...+ "+ ...), puede ser
2 3
convergente en unos puntos y ser divergente en otros (la serie z—%+%—— e

3
e L | bt % 4 ...es convergente para z = 1 v es divergente para

= — 1) y, finalmente, puede ser convergente en todos los puntos de la fron-
thi L - z2 53 - .
ora ( a seri "‘+‘2_a'+_37a'+ B +':T¢“—’_ . .. 08 convergente v, ademés,

ahsolutamente, en toda la cireunferencia unidad) .

Ocupémionos primero de establecer algunas rolaciones entre la convergencia
de la serie de potencias en algunos puntos de la [rontera del eircule do conver-
geneia y el comportamicento de la suma de Ju serie en este circulo,

Obsérvese que, en todos los casos, sin restringir la generalidad de los re-
sultados, se pueden considerar series do polencias con el circulo unidad de
convergencia y suponer que el punto frontera en el cual es convergente la serie
de potencias es el punto z = 1. En efecto, el caso general de la serie

ttg- aty (E—Lod+ .o Fan (E—Lo)" +- -
con el radio finito de comvergencia /i y con el punto de convergencia Ly,
|&y—Lol=1H g0 reduce al indicado wmediante la transformicién lineal entera
£—%o
= =
s1— ko
1 primer resultado e¢n este sentido, por el tiempo y su importancia,

pertencee a Abel,
Segundono teorema de Abol. St la serie de pofencias

gtz .. Laprt ... (7.3:4)

=

es convergente en el punto frontera del circulo de convergencia z = 1, entonces,
si el punfo z del cimufo unidad {iende al punto 1 por el inferior de cualquier dngule
go de magnitud 28 < 7 con el vértice en el punto z = 1, el cual es simétrico
respecto del eje real, la suma de la serie de polencias f(z) tiende a un limite
que es igual a la swma de la serie en el punlo fronfera, es decir,

li =¥ a. 7.0:2
z.l_l;[; iz 2 an { ]
iy

Demostracion, Counsidercmos la dilereneia
f= )

Afzy= E ap—f1z)y= E ap (1—3").
u

1)
Itepresentémosla en la forma

n
A= ar (A— 1)+ D) ap(1—2%), (7.3:3)
v i1

donde n es un nimero uatural fijo.
El primer término del segundo miembro tiende a cero cuando z tiende a 1.
T'or lo tanto, para demostrar el teorema es suficiente cerciorarse que el segundo
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término puede hacerse arbitrariamente pequefio ¢n el interior del dngulo go
cnando n os suficientemente grande. Con este fin consideremos la suma

nip H+p
2 an{t—=(1—1) E ag (1434 .. . -2y,

i1 nl

m
Introduciendo las notaciones: 2 ay = G, {m = n), Oy = 0, de modo que

+1
=ay —apg (k=n-+1 .n) haciendo Juego 1 + 2+ ... + =l = p
plmandu 1a transformacién de Abel {cap. primero, ap. 3.4) tendremos:

n-g- wp
ap (1—z%)y=(1—2) Z {op—th_y) by =
\"'I-l- n+1
nebp—-1
=(1—3z} [an-i-pbni—p'_ 2 “p (Wh-ﬂ_bk]:’-
71
n4-p n+'D— +p—1
=({—31) | Z ap ?r (2" f.i_;) I‘ (7.3:4)
a1
] n+n | Py p—1
Como las sumas 2 ap = (Il —zt) = s‘, ay, }_ ayzt, Z a ¥ )1 zh
n+ n+l n4-1 o
tionden a limites ilmtn= cunando p — oo (su-s series cortrespondientes son con-
Ti-r H
vergentes), también tiene quo tender a un limite la suma Z (2. az) .
; npl mt i
Pasando a limites, de (7.3:4) oblenemos:
5 o o of . M
Z ap (l_,,n)zu__s)[ Z‘Iﬂh,zzii__, Z [’ z "‘j) zJ’a]=
At fit1 1] n+l ntl
= =k
=DNap—(1—2 N (Y a)" (7.3:5)
ni+1 n+1 negt

Sen ® un nimero positivo arbitrario. Tomemos n tan grande, » > N (¢)
que se cumpla la desigualdad.

3u<

n+ 1

pcns[}

para cualquier % patural. Entonces, en particular, tiene que ser:

-

£ cos b

2 |5
n+i

Por consiguiente,

_hy| - kcosO | ecos® i rcosi] £ |1—z|cosh
| 3 - | 2242008 z\thl + e
ntd nti
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Pero cerca del vértico del dngulo go y on su parte dg comprendida entre
los lados del dngulo y el arco de la circunferencia con el centro en o] origen
de coordenadas quo es tangente a los lades del angulo (Fig. 64), so tieme:

ABAB' = AC. 4C",

de donde
ARl |4—z|  AC' , AD _ AD 2
P To it B i ey By s ey o
vs deeir,

[1=—z|cosb < 2(1—]z]).

Por lo tanle, para sgdy ¥ n2> N (¢) so verifica la desigualdad

s 2 s B

2. ﬂ:.('i—:")iﬂ-eig—-—%-
n4-1

Fijado un #7>N @) y tomando después &(e) de modo que para

|4

e
S T

Fli;. 64

I—3|<78 ) en ¢l interior de dp se cumpla la desigualdad

n
| Saa—|<s,
U 3

oliendremos de (7.5:3):

]
1A@ =] Dan—1)|<elcedo |1—2| <28 D,
[0

de donde se deduce que
oo
tm f(z)= "N ap.
2=’ %
2EHy
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Como ilustracién del segundo teorema de Abel, consideremos la serie

oo

=T
logarilmica Z (—1)n-t ':E*
1

Demostremog, ante todo, que csta serie converge en cada punto ze=e®

de la circunfereucia unidad. distinlo de —1.
Para esto apliquemos el teorema del ap. 3.4 del cap. primero.

Haciendo ap={—1)%"1 18

n
| S
1

¥ bk=%, tendremos:

= . SV ALY
|$( 1}1'“.1!1

n
o sea, las sumas }j aj ostin weotadas uniformemente (respecio de n) en valor
1

cie_(_i)ﬂei[n-l-lle I . 2
i_'_el'ﬂ ""’-‘H_i_aiﬁl‘

absotuto.
o

1 o
T Por lo cual la serie Z | bpag—Hn)

Por otra parle, | bpe— I |~_-fl‘— 2
¥ i

oo

. ; ; N\
os convergente, Do agui, segén el teorema citado, la serie Zﬂ'n”n————

1
22 A0

=2 Z (—1ye-t 7 s convergenle, lo cual se afirmaba.
1

=5

fe
PPero si |z| < 1, lu suma de la serie 3 (=11 2 sf@)=In(1+2)=
k

1
=in|1+4z|-Fiarg{l+2). Por lo tanto, segin el segundo teoroma de Abel,
rara cuakquier 8 (—n <0< 1), se tiene

f==1
4ind

(=it = linlleln{i—f—z)-.:ln[i-{-ew|+

i
-+
1

—iarg(l -{--eia)zln /{1 +—cos 0)2+sen2 B} —

.6 ; 8
‘e T4s T 0y, 0
+iarg e " ——— :ln(2tos———)-{—;§.

2

Separando lag partes real e imaginaria en esta relacién, obtencmos dos
desarrollos en series trigonométricas que son convergentes para —n <] 0<Ja:

o
In (’MOS%):?(—j)kﬂﬂ‘

(=]
(] _, son k0
=S,
1
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Ln particular, para 0=0, de la primera férmula resulta:

1,1 1
n@=t-aty—7
¥ de la segunda, para 0_—%:
14 1 1 i
e R e

-
” - " : 3 " o
Veamos también como cjemplo 1a serie binomial 2 ( n )zﬂ, dunde

()=

gamos

afoe—1) ... (e—nd1 = . N
{ i) 7 { 7 F4) v @ 08 un nigmero comnplejo: a=f-Liy. Supon-

primero qgue fi>> —1. Designando con %, el médulo de la razén

o @ £
(u ) 3 (nr——l) » 8¢ Liene:

Sea P’
para n’

| e, ]
m={(2) (2] I—I'- >
__| T 1+ﬂ' ‘“r‘ l/j (1-rﬁ)2 ye
= A0 0 O — :
un nimeroe real que satisfuga a la condicién p > p’ =» —1. Enlonces,

>N (B), lendremos:

UMY 23—

¥, por consiguicnte,

uFI < l/ 2 E’T=
N e o i+s , +
_V 1—2 n <= n < 1 1y 1FF g
(1+5)
« bien
JRETL
CS e
*) Como
1\—U4AD LB
(1+_ra_ _'"__"n—"*'
‘ B i B’ B’
Jare () at e (1 5) (145
i n? - nd e
¥ para i_{;ﬂ’ <1 los términos de esta scrie decrecen en valor absoluto, se

(189 1B
—

tione: [1.{-%)_ >1
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Eseribiendo las  designaldades analogas para los valores N (Bf) 41,
N{EYy42, ... ny multiplicindolas término a término, oblemdremos:
O ER R ONT SRR G BN PR P ONE R
o bien, sustituyendo A y p por sus valores y simplificando:
a.) _|ele—1) ... le—nt1}| . _ CE®)
n ]| n! AT NETIET

Aqui mediante € (B') se ha designado ¢l valor, que ne depende de »:

c 1= (ni,) |7 @2+ 1P+

De aqui gue la sucesidn de los coeficientes {( : ] } de la serie hinomial con-

verge a coro 51|5=Beo_c>——1_. X "
Cuando f == 0, el mimero ', que esti sujeto a la aniea condicion — 1 <
< ' = p, se puede tomar positivo.
oo

Como la serie Z E"—-ﬁ—
n--

es convergente para B’ == 0, de las desigualda-
L

des obtenidas se deduce que la serie binomial es ahscluta y uniformemente con-
vergente en todos los pintos de la eircunferencia unidad si f = Rea >= 0.
Observando que en el interior del circule unidad la suma de la serie hino-

mial es (1 + z)® —= exp [ In (1 4 2)], en virtud del segundo teorema de Abel,
hallamos:

o
% (3’) ciﬂa=z’l-.-:::;lo (1_+_z]{!'

8i &= —1, obtenemos, que lim‘ (1L+2)%=0. Para e!l=—4 (—n <0< ),
e
so tiene:
lim ()%=l 4" =exp [e In (10} =

2410
=exp -{oc [ln (Zc-os—g-)-}- i -2-]}:
-——-(2::05 g—)a (tas%ﬁ—i-isen%]) .
Por consiguiente,

(%) 0= (205 2)" (cos Lt r5en 2.
@

£n particular, si & ¢s un mimero real, separando las partes real e ima-
ginaria, obtenemos:

%(:)cosw:(zcm %)“cos-(;—ﬁ. %(?)sen nll= (2 cos %)a seno,;—ﬂ.
]

2h—1109
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Dol método de obtencién de estas series so deduce que cllas son absoluta
y nniformemente convergentes en el segmento [0, 2n].
La proposicion reciproca al segundo teorema de Abel no es justa. En efecto,
o

para la serie geomdlrica 2 3" sn suma i Fi tiende a un limite finito, igual
o
. 1 5 . in P
a P ceande z se aproxima a cualquier punto &% de la circunferencia
-_—

fe ol
unidad, distinto de la unidad, a pesar de que la serie ¥ ¢ os divergente en
Ly

0
eada punto de Ia circunferencia unidad.

Sin embargo. imponiendo algunas restriceiones especiales a los coeficiontes
de la serie, so puede afirmar que de la existencia del limilo lim [ (re*%) (aqui
rs1

el punto ; = 769 tiende al punto frontera % a lo largo del radio) se deduce
la convergencia de la serio de potencias en ol punto ¢*%.

o aqui wna de las proposiciones de este tipo.

Teorema de Tauber. Siloscoeficientes de una serie de potencias,
con el circulo unidad de convergencia, satisfacen a la condicibn

lim nra, =0 (7.3:6)
n—4o
i existe el limile
x

oo
entonces lu serie 2 5 es convergente (su suma es igual a A).
n
Domostracién. Obsérvese primero que de la condicién (7.3:6) se
deduee también que

lim —— =0. (7.3:7)

m—+co Ll

=2

n|ay|

Ln efecto, para cualquier e >0 tendremos gue tener n1an|<-_§; pura
a > N (e). f;ijemos un n=ny que satisfaga a esta condicién y hallemos una

Zn!a,ﬂ
1

cota para cuando m > ng del siguiente modo:
m Ty m g
Dinlanl  Dinlanl 3 nlaal  Dn|eal
1 -] no4-1 1
m o m £l m < m +

Ty

2 nlay|
(m—ng) e 1 i
g e t

m

e
T =
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Pero si m es suficientemente grande, m > M, tendremos, evidenternente:

nn

an"‘n!
1

.
m < P
¥, por consiguiente,
m
1
}_I nlan|

1
m

de donde so dedvce la relacidm (7.3:7).
Examinemos ¢l médulo de la diferencia

‘an} @|=| E i h— 3 axet |-

n+1

< e para m>> max {N (g), M},

oo

a;f-:—mz lanl @tz oo 204 D) fanlab <

i1
%_.-'c]aﬂ o

4 N klaxl- "‘T (7.3:8

n4i
m
2k|<£h|

. £ P 1]
Sea m|a T ademis, — ara
lam | <Z 3 ¥, 1 vy 2. para m

n> M (e), de la relacién (7.3:8) deducimos que
n = <]
| S a—s@|<nt—a gt i 3
] e |
e 1 znH LB 1
_71}(1 &+ — 1——x] 4,3[:1(1—x)+m].

Por comsiguiente, para i—z:% y on > Me)

| St (1)

de donde se deduce que existe el limite

Loll—F)——r

> M (e}; entonces para

)
<&

1
lim =1 (1—_) =,
-2 Z o= ﬂ-l-rgoj n

o sea, la serie 2 ay es convergente (y su suma es igual a A).
[

L
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Il teorema queda demostrado.

En condiciones més generales tambiéa tienen lugar proposiciones andlogas.
Precisamente, ¢s suficiente suponer gque la sucesidn {n-ay } sea acotada, en lugar
de exigir que convorja a cero. La demostracién de este teorema, perteneciente
a Hardy y Littlewood, os mucho més complicada gue la domostracion del teore-
ma de Tauber. Obsérvese ?uc ln sola tendencia a cero de los coeficientes de la
?Ej[‘ili de potencias no es suliciente para quo gea sierto un teorema andlogo ol de

auher.

En el ap. 6.3 se demostré que en la [rontera del circulo de convergencia de
una seric de potencias siemyre existe al menos un punto singular de la suma de
esta serie. Surge la pregunia: éHay alguna relacion entre la distribucion de los
puntos singulares en la frontera del circulo de convergencia de una serie de
}mmnuias y los puntes de convergencia o divergencia de esta serie en Ja misma

ronlera?

Los ejemplos eon los que comenzamos este apartado muestran que aqui

(5}

-n
ne hay una relacidn simple. Por ejemplo, en el caso de la serie Z ﬁ el radio
;3

1
de convergencia es ignal a 1 y, por consiguiente, en la circunferencia unidad
existe al menos un punto singular de la suma de esta serie. No obstante, la
serio ¢s absoluta ¥ uniformemente convergente on toda la cireunferencia unidad,
en particular, es ahsolutamente convergente tumbién en ¢l punto singular.

o
EZn ol caso de la serie goométrica ) 2®, que representa el desarrollo de la funcién
[

I L — ., todos los puntos de la circunferencia unidad, distintos de z = 1, son
— 3

regulares y el punto z = 1 es ¢l Ginico punto singular. Sin embargo, esta serie
es divergente en todos los puntos de la eircunferencia unidad, tanto en el punto
singular como en los puntos regulares.

En los fenémenos que nos interesan se pueden observar algunas leyes some-
tiendo a ciertas restricciones Jas series de potencias consideradas. Asi, por
ejemplo, resulta la siguiente proposicidn.

Toorema de Fatoun, Silos coeficientes de la serie de potencias (7.3:1),
con el circulo wnidad de convergencia, tienden a cero: lim a, = 0, enfonces la

s 0o

serié de poiencias es convergente y, ademds, uniformemente, en tods arco de Il cir-
cunferencia unidad, cuyos puntos son todos (incluyendo los extremos del arco) regu-
lares para ln suma de la serie.

Demostracidn. Como se deduce del enunciado, en el teorema se tie-
nen en cuenta solamnente aguellas series de potencias cuyos coeficientes tienden
a cere, para las cunales existen puntos regulares en la circunferencia unidad.
’nede servic de ejemplo la serie logaritmica

oy n

- 2
E: [_1).'1 1 T .
1

cuyns coeficientes tienden a cero v la sama In '51 - z) tiene ¢l @nico punto sin-
gular z = — 1. Y, en efecto, en la pdg. 367 so demostré que la scrie Jogacitmica
es convergente en todos los puntos de la circunferencia unidad, a excepcidn del
oy
1

{—=z

¥

]
por consiguiente, todos los puntos de la circunferencia unidad, a excepcién del
punlo z = 1, son regulares, el teorema, evidentemente, no es aplicable, puesto

punto z = — 1. Para la serio geométrica Zz", cuya suma ¢s igual a
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que Ja sorie geomdlrica es divergente en todos los puntos de la circunferencia
unidud. Pero esta serie no satisfaco a las condiciones del teorema ya gue sus
coeficientes no tienden a coro.

Para demostrar el teorema, supongamos que cada punto de un arco ¢ de ta
cireunferencia unidad es regular para la suma § (z) de Ja serie. Esto signilica que
cada punte § € o (incluyendo los extremos del arco o) posee un entorno Ug, ¢n
el cual existe una funcién analitica Yy (z) que coincide con f (z) en los puntos
comunes a Uy ¥ a la eircunferencia unidad. mlfuntnnﬂo los puntos de tados
los entornos (7 (€ € 0) al circulo unidad K, resulta un recinto A, para el cual

I'iG. 65

todos los puntos del circulo X y tedos los puntos del arco @ son interiores.
{Compirese con los razonamientos del ap. 6.3, donde el papel del arco o desem-
pefiaba In circunforeneia entera).

Definamoes en el reciato A una funcién 1§ (z), haciéndola igual a f (z) en los
puntos del circulo X e igual av; (z) en los puntos de los entornes Up. La funcién
nbtenida[:!'x {z) serd uniforme ¥ unalitica en el recinto A. Comao ésta ceincide con
f(z) en K, su seriec de potleneias coincide con Ja serie (7 3:1).

A continuacién hablaremos precisamente de la funcién W (z) v de la seric
de fpolenc-ius misma (7.3:1). Designando con p = 0 la distuncia desde ¢ basia
Ta frontera del recinto A (esta frontera incluye una parie de la civeunferencia
unidad), tomemos en la circunferencia unidad dos puntos &, ¥ &z, no situados

; g T

en ¢l arco o y separados de sus extermos proximos en-f-j- ; entimees el arco &5a
2

pertenccerd enleramente al recinto A y contendrd al arco o. Tracemes los radios

0%, ¥ Oty v prolonguémoslos [uera de la circunferencia unidad en la longitud ‘: 5
Unamos, finalmente, sus extremos mediante un arco de circunferenvia, obten-
dremos un seclor circular Ozz, (fig. G5) que, como se deduce de su construceion,
estd enleramente situado en el recinto A ¥ contiene en su interior al arco o.

o
Nuestra tarea consiste en demostrar que la serio )| anz® converge unifor-

i
memente en ¢l arco ¢. Demostraremos esto estableciends a la voz que la suma
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de la serie es igual a ¥ (). Con este fin, consideremos la funcién
on (=22 (o) (2 L), (7.8:9)
donde

Pn ()= (&) — (20 -+ 8434 ..+ 252").

- -
En el interior del cireulo unidad, donde la serie Eakz" es convergenle, esla
]

funcién puede expresarse em la forma

= n
2} anz"—z apzh
[ 1]
O {8} = ———mg ——— (@=L E—La)=(eas1+0

+ o)z (= —
ST ) (251} (s —L2)
vy, por consiguiente, os analilica en un entorno del origen do coordenadas. De
Ia férmula (7.3:9) s¢ deduce que ésta es analitica también on todo el recinto A

(donde la funcién gy () = ¥ (z) — >} apz* es analitica).
0

Para la acotacién que necesitamos, la funcién @, (z) es mis vontajosa que
la funcién g, (z). Precisamento, cn los puntos de frontera del sector situados
fucra del circulo unidad, puede utilizarse el hecho de gue el mdadulo del deno-
minador del quebrado | s [**? ¢s muy grande (para valores grandes de n), mien-
tras que en Jos puntos de los radios que son proximos a §y 0 a Ly, las diferencias
tospoctivas z — f; v z — {z son muy pequefias en valor absoluto.

Después de ostas explicaciones, acotemos superiormente el médulo de
@, (z) en distintas partes de la frontera del sector.

Sea ¢ un nimero positivo arbitrario. Elijamos N (') de modo que sca
| ap | << &' para k == N {g’). Entonces, on los puntos pertenecienles al intor-
valo Of; (o al intervale 05,), tendremos: (n > N (&)):

n
) (s} — E apz"
| o (2) | = _ZMuL_ (z—01) (5—15a) }-_-

=l z‘, agzh-n-L (z—4,) (Z-Cz)]é?-' E |z ==t |z—Ly| |2—E2 |-
n+1 n41
Ohservando que

[: <3
Z |z‘k—n-l='1—_-i‘m| la—Lg|=1—|z| y J2—Le| < 2

a1
obtenemus:
| g (3) | << &’ para n > N'(g).
Examinemos ahora | o, (z) | en el intervalo §iz; (0 en L.z.). Designemos el
radio 1 4 %de] arco del sector modiante R. Observando que [z —§ | =

= ls =1, |z =Ll =< |21+ | &z | << 2Ry designando con M elmax | (3)]
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en el conjunto de todos los puntoes del sector, para n > N (¢}, tendremos:

W (z) — 2:' apzt

o ()] =| e G— )~ <
4 N
M= a2 M4 D) law||z ]
- ] v 1]
%v—ﬁl—ﬂzi—i}zﬂ:m‘?—iz—wﬁ———(!ﬂ—i)—i—
T
2 lap | |2|* Nie') \ )
Nigh+1 91 0 e
tor MRzl =t <20 (M D s | B ) S
o
» i Nig’) : fegit
. gy BT A El=
+ 2R Z | 2% HED &H(M+2 | &n | B ] |x]"”‘+
Ney+1 ]
e Nie)
g 13111 =] 2 [VEHE 2|1 Q T
+ 2Re = i <28 (21 ) 1 mat) e omer
o

Porn
{g]|—1 |z]—14 1 1
= <7
TP <TePa—1 2% - Fi ol
Por consiguienle,

N{e’)
28 (M4 D) |ap| BY)
[}
o &)< o
y podomos elegir el niimero Ny (¢'} > N (') de tal modo que, para n = N, (2'),

el primer sumando del segundo miembro de la desigualdad sea también menor
que €', ¥, por consiguiente,

| uin (2) | < (2R4-1) e’ para n2> Ny (e) 2> N (#'),
Hallemos, finalmente, una cota para el moédulo |w, (z,) | en los puntos

<del arco ;1?2 {incluyendo sus extremos z; ¥y zz). Aqui se tienc: lz—Gy | < 2K,
je—La|<C2R ¥

-+ 28¢’,

n Nie’)
M+ ) |an| B M+ D |an| RE
[1] 5 ]
fo, (@) | < R Aftt=4 T -+
T Vie'} n
3 la) B M4 ) |an|BY 2 At
K41 q . NEeT+1
44 ’J;e“_l 4 T +ihe Er— <
Nig) I\"‘[g) ,
ML ap | it ML X |ay| R
= §1 amce 5l 8H?
gt T &
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Tomando N (e') 2= N((e') 2 N (&) de modo que el primer sumando del
segundo miembro do la desigualdad sca menor que &' para n > Na (e}, ohle-
nemys:

. (8Re —
lon )<< (1) & 0> Mo e).

. Obsérveso que cn el punto :=0, @, (2) ticne el valor a,.y-Eils (igual al
l:u01 ©n (2)), de modo que |w, (D) |=|apyq|<ie’ para 2> N(e') v en los
F2

untos z=0; y =@, ©,{z) so anula, Por lo tunto, en todos los puntos de
a frontera tllol sector, para n > Np(e’), so tienc:

B ‘K2
? Rl o d ser. 19 o B .
lan (1< ( S +1) e mn{.?.e, ertye, ( ; +1) e }

En virtud del principio del mddulo méximo, esta designaldad se verifice
también en los puntus del arco ¢. Pero

n
P (2)— D) ezt

i

Wy (2) =
n (3) )

—8) (=L

v en los puntos del arco ¢ el mddulo |, {z)| satisface a Ja desigualdad

(5)"

T

lon @ =% @— N aret | 12—l ls—ta | > |1 @) — 3] eyt
]

1]
de donde

. i 2
|’l"(z)-“2 ﬂnzl"{—éﬂ:’ﬁi@— g’ =g para » 2> Ny (e’).
. ;

Como e’ es arbitrariamento pequeiio, de aqui sv deduce el resultado pedido.
Gomo un ¢jemplo sitple, consideremos de nuevo la seric binomia
o

3 (3) ot
0

En la pig. 368 se demostré que lim (f:) =0 =i Re & =>—1. Por esta
Ti=400

razon. la serie binomial tieno que converger en todos los puntos do la eircun-
ferencia unidad que son regufares para su suma (1 4 z)% o =ea, en todos los
puntos z = ¢'® 5= — 1. La convergencia es uniforme en todo arco de la cir-
cunleroncia que no contenga al punto z = 1 ni en su interior, ni como uno do
suS extremos. o ) )
Obsérvese que del hecho de que los cosficientes do una serie de potencias,
con el circulo unidad de convergencia, tiendan a coro y de qua la serie sea uni-
furmemento convergenlo on algim arco de la circunferencia nnidad, no se deduce
ni mucho menos que los puntos de este arco sean regulares. Eeto nos muestra
| , = 2k % F
¢l ejemplo de Ia serie 2 PR para lu cual, come ya se vio (plig. 340), todos

los puntos de la civcunferencia unidad son singulares.
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En conclusién, veamos el ejemplo, pertencciente a N. T.uzin, do una serie
de potencias cuyos coeficientes Lienden a cero y la cual es divergente en todos
los puntos de la circunferencia unidud.

Consideremos ¢l polinomio

{—zP

gp(@)=1-tzc4... +:P 1= 1

_Mz.

En el punto gze"‘e, situado en la circunferencia unidad y distinto de 1,
el médulo do g, (0) tiene el valor siguiente:

Lf:ﬂ iﬁﬂ 'ﬂ Sen—Pn—
18, .+ 1—ctrd e ® (e —p ? =
[gp(e Yi= PR i i0 (] = [}
) T T T fon
e” (= —e 2

Como para I{plgjzl—
2 .
wlel<lsenol o)

para 0<{0|g—'} obtenemos la desigualdad:

2 p B
Wy, 2 2
18 (<T) 12— =P
2

Esta desigualdad es valida también para ® = 0, puesta que gy (1) = p. Bvi-

dentemente, para cualquicr punto fp = ¢ existe un ntimero entero Ry, 0
2nkol

< ky << p—1, tal que el punto z=¢ P [, pertenece al arco du la cireun-

forencia unidad para el cual | arg z | (_‘%, Para esle valor kq, obloncmos:

_ Zzkgi 9
lzole  * Ll>—p
Por consiguiente,

2rehi .

mix gl P Lo|>=p.
E=lly 1y «.us p—1 i

Formemos ahora para cada ndmero natural p el polinomio

2R
- |
Hy()=gp@)+gple P 3+
Lz, LTSI
—|-221“gp(e P Dt DY g (e v 2).

Como gp (zj contiene términos con potencias de z desde cero Lasla p—1

=
T

gy (e ¥ z) conticne términos con potencias de z desde p hasta 2p — 1, .
=2nip—1)

#Phirg, (e P z) contience términos con potencias do z desde (p—1)
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.
hasta p* — 1, en la expresién de I, (z) no habra términos semejuntes y Hy (2)
serd un polinomio de gradoe p? — 1, cuyos coeficientes todos son en valor ahsolu-
to iguales a la unidad.
Formemos, finalmente, la serie

o
ACESY ij}: R L e (7.3:10)
2

Lomo cada términe de la serie que figura en el primer miembro representa un
polinomio que contiene potencias de z desde 12 -l 22 4~ . ., - (p — 1)* hasta
124224 |+ (p—1)2 4 p* — 1, dos términos de la serie no contienen
potoncias iguales de z. Eseribiendo todas las potencias de z en orden de creci-
micnto con los mismos coeficientes que poseen en la oxpresién (7.3:10), obtene-
mns una serie de potencias:

o
W atnz. (7.3:11)
[]

Como lim g, = 0 (] «,, 1~=L: , donde p es un ndmero natural que croco
nevco Ve

indefinidamente junto con »), la serie (7.3:14) es convergenle en el interior del
circulo unidad. Demostremos que ella es divergente en todo punto de la circun-

a0
feroncia unidad. Supongamos lo contrario, y sea convergente la serie E%C“.
(]

donde | L | = 1. Entonces tiene que ser convergente también la serie

2rme
i

Z ‘I._ ;1=+‘..+(p—11"‘£mngp{e_ L o
P

lsipen, lamcp

obtenida de (7.8:11) uniendo grupos determinados de términos vecinos en uno.
Pore esta (ltima seric no puede ser convergente, puesto que sus términos no
tionden a cero:
" - 2nmm i
max Z wd8 L (p—1)2 Lmeg, (e P o=
m=0, 1, ... p—1| Vp

nm
L 2 2
P —p-=-,;'l/3>.

« Ve

Rosuwiondo, la serie de Luzin (7.3:11) es una serie de potencias cuyos coefi-
cientes tienden a cero y la cual no es convergente en ninguno de los puntos de la
circunferencia unidad.

Del teorema de Fatou so deduce que todos los puntos de la circunferencia
unidad son singulares para la suma de la serio construida. En cfecto, en los
puntos singulares ésta tendria que comverger.

Seiialernos también que la serie do potencias

1. .
- max —|gple
m=0, 1, ..., p—1 Vﬁl 2

ttg— ot - et — gzt L. 4 a2t —opedh i L
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donde @y, @y, .. . ... gon los coeficientes do la serie de Luzin, es con-
vergente on ol punto z =1 (ya que Iim u,‘ = 0) y es divergente en todos los

demés puntos de la mrcnnfumnna umdnd En cfecto, suponiendo gue 6sta fuese

convergente en cierto punto { == 1, | { | = 1, tendria que ser convergenle tam-
bién la serie

o (1—=L) + a2 (1—8)+. .. +apl2k (1~ ...,
¥, por consiguiente, la serie
gt oft 4. ol 4.,

o sea, la serie d¢ Luzin serin convergente en el punto z = {2 de la circunferencia
unidad, lo cual es impuosible,



CAPITULO
CUARTO

DIVERSAS SERIES. RESIDUOS.
FUNCIONES INVERSAS
E IMPLICITAS

§ 1. PRINCIPIO DE COMDPACIDAD

1.1. Como ya sc sabe, de una sucesién arbitraria de puntos {z,}
siempre se puede extraer una sucesién parcial convergentie {z,,h}.

No obstante, el limite de esta Gltima puede ser un nitmero impropio,
¢s decir, infinito. Para que el limite siempre sea {inito es suliciente
exigir que la sucesidn {z,} esté acotada. (Se verifican proposiciones
analogas para una sucesién arbitraria de funcionmes {f, (z)}, anali-
ticas en un recinto G? iEs posible afirmar, por ejemplo, que cual-
quier sucesion tal conliene alguna sucesién parcial de funciones
uniformemente convergente en el interior del recinto G (la funcion
Jimite, segin el teorema de Weierstrass, tiene que ser amalilica
en el recinto G)? Unos ejemplos sencillos muestran que para una
sucesién arbitraria de funciones analiticas puede no existir tal suce-
sidn parcial,

Consideremos, por ejemplo, la sucesién de funciones: z, 2z, . . .
..., nz, ... en el circulo unidad. Esta converge hacia cero si
z =0y hacia oo si 2550, v cada una de sus sucesiones parciales
posce las mismas propiedades. Tomemos también la sucesién de
funciones z, 2% 2% ..., 2% ... en el cireulo |z |<<2. lsla
converge uniformemente hacia cero en el interior del eirculo unidad
v hacia ¢l infinito cnando 1 << |z | << 2. Por consiguiente, cual-
guicer sucesién parcial de la misma posee las mismas propiedades.
Tividentemente, en cada uno de los ejemplos indicados no existe
ninguna sucesion parcial que sea uniformemente convergente en el
inlerior del recinto correspondiente (en el circulo |z | <1 en el
primer ejemplo, v en el cirenlo |z | << 2 en el segundo ejemplo).

Diremos que un conjunto infinito de Funciones £ (o una suce-
sitn de funciones), analiticas en un recinto G, escompacto
en este recinto, si cualquier sucesién de Junciones {f, {z)}, pertenc-
cientes a E, posee wna sucesion parcial {f,, (z)} que es uniformemen le
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convergente en ol interior de €. Los ejemplos anteriores muestran
que Ia sucesion {nz} no es compacta en el circulo unidad y la suce-
sion {z") no es compacta en el eicculo |z | << 2.

Demostremos la proposicion siguiente:

Lema. Sila sucesion {f, (2)} estd uniformemente wcotada en el
cireulo K: |z — zo | << R. 0 sea, gue existe un naimera positivo M ial
que para cualquier n se cumplen las desigualdades

l In (2) I <M
en todos los punios del cireulo I, entonces esta sucesion es compacia en K.

Demostracian. Consideremos Yos desarrollos de las fun-
ciones f, (z) en series de polencias:

Filt) =V AP G} b o b A B =8 e (EA51)

lin virtud de las designaldades de Cauchy para los coeficientes
de upa seric de polencias {véase el tercer cap., ap. 5.4}, para cada
0, 0<Zp<< R, se liene:

LM
|4 <222,
donde
My(p)= max |f(z)|<<M.
| 2=20 |=p

Cuando p tiende al limite R, para cualguier entero no negativo k.
oblenemaos:
AR | <2y m=1,2, ... (1.1:2)

De aqui se deduce que cualguier sucesién de coelicientes homo-
nimos de Taylor de las funciones f, (z} (es decir, de coeficienles de
una potencia fija de z) esti acotada.
, Utilizando esta propiedad, tomemos en la sucesion {f, (z)} non
sucesion parcial

RLC R 7 T B ) (1.1:3)

tal. que converja hacin cierto limite la sucesién de términos indepen-
dientes {4"™'} correspondientes a los desarrollos de Taylor, De la
sucesion parcial obtenida extraemos una nueva:

Fag (s fag (B s fum (@ oo (1.1:4)

de modo que para ella sea convergente también la sucesién de los
coeficientes de la primera potencia de z — z, en los desarrollos
de Taylor de estas funciones. Fn general, si ya se ha elegido alguna
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sucesion parcial de funciones
fﬂir») (2}, f“;m} (Z)y vy f“(m:r (z), ... (1.1:5)

de modo que para ella converjan hacia limites finilos las sucesignes
de los coelicientes de los desarrollos de Taylor de las potenc:as
(z — 2.0, (z — z)™™, entonces extraemos de la misma una
sucesién parcial

Fatman (8)s fomtn @y ioo f, tmt-1y (2),
i 2 m 1

tal, que para ella converja también hacia un limite finito la suce-
sion de los coeficientes de (z — zg)™.

Supongamos que ya se han formado las sucesiones (1.1:5) para
cualquier natural m, extraigamos de éstas una sucecsidén dia-
gonal, formada por las funciones que ocupan el m-ésimo lugar
en la sucesion de indice m. Obtendremos una sucesion

i@y foa(@s ooey fy, (@ -en, (1.1:6)

donde se ha hecho vy =ni" y
o, (8) = AT 4 AT (z—z) + ... + AP (G —z0) + . ..

Evidentemente, (1.4:6) es [una sncesién parcial de la sucesion
inicial {f.(z)}. Ademés, para cualquier entero no negalivo &, todas
las funciones (1.1:6), comenzando desde la (k+-1)- -gsima  fun-
cién fy, .. pertenecen a la sucesién parcial

f,;{lh+1) (z), fniz‘ﬂ-f?‘ (3)- T f,,ﬁ;-,'-u - —

Por consiguiente, para las funciones (2.1:6) son convergentes las

sucesiones de los coeficientes {Af'™'} para cualquier nimero entero
fijo no negativo k. Hagamos

lim AP = 4,

TH=+03

Como cada uno de los coeficientes A;™ satisface a la desigualdad
(1.1:2), esta misma desigualdad se verifica también para los name-
ros Ag:

M :
[An| <o (k=0,1,2,...). (1.4:7)
De aqui se deduce que

TEV[ k]‘*;_if

h—res
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y. en virtud de la férmula de Cauchy-Hadamard (cap. 3, ap. 5.1).
el radio de convergencia de la serie de potencias

Ao+ Ay (z—20)+ v . + A (—3)"+ ... (1.1:8)

no es menor que R. Por esta razén, la suma f(z) de la serie
(1.1:8) represonta una funcién que es analitica en el circulo K.
Demostremos que la sucesién (1.1:6) converge uniformemonte hacia
f(z) en el interior de K. KEs suficionte convencerse que Ia
convergencia  uniforme ticne lugar en tode circulo cerrado
lz—z | <p=<CR.

Sea & un nfmero positivo arbitrario, tomemos un nimere
natural ng, de modo que se cumpla la desigualdad

> M(E)<%- (1.1:0)
npf-1
Entonces, debido a las desigualdades (1.1:2) y (1.1:7),

2 EA(:"TH’IP“Q 2 M(_E’_)"<%

fyf-1 no+1

f==] o
W' - n e
S lnlen < 3 M (§) <5,
ng1 ng+1
¥, por consiguiente, para |z2—z|.<p, lendremos:

[T @ =15 | = | 3} (4 — An) (s—20)" | <
o

[--]
= AT —dn[pn+ ) AT "+ T [da|p" <
Q ngd-1 ng4-1

o
< IAifm’—Anlp“-k-g-e. (1.1:10)
[

Como n, estd aqui fijado y lim A¥m) = A, para m>>m, snli-
M=o
cientemente grande, se tiene:

g
A AT —dn |t <2
G

Por consiguiente,
[ fv, @) — (D] <<e (|z—z]|<p, m>my).
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Por lo tanto, queda establecida la convergencia uniforme de la
suecesion (1.1:6) en el interior del cireulo K. ITemous demosirado
que la sucesion (1+1:1) contiene una sucesién parcial (1.1:6), la
cual es uniformemente convergento en el interior de £. Con esto,
¢l lema queda demostrado.

Para enunciar la condicién necesaria y suficiente para la compa-
cidad en cualquier recinto G, convengamos en llamar a un conjunto
de funciones ¥ nniformoemonte acotado . en el
interior del rTecinto &, si para cualquicr conjunfo
cerrado de pnntos # del recinto G existe un nimero positivo M (F)
tal, que toda funcién f (z) € £ satisface en todos los puntos del
conjunto £ a la desigualdad

|F (@) | < M (F).
Demostremos ahora la siguiente proposicién:

Teorema de Montel. Para que un conjunto £ de fun-
cinnes, analiticas en un recinto dado G, sea compacto en este recinto,
es necesario y suficiente que esté uniformemente acotade en el inlerior
de este recinto.

La condicién del teorema es necesaria parn la compacidad del
conjunte E. En cfecto, supongamos que E es compacto y que no
eslia uniformemente acotado en el interior de &. Enfonces tiene gue
exislir un conjunto cerrado F de puntos del recinto G, en el cual
los modulos de las funciones pertenecientes a £ pueden tomar valores
arbitrariamente grandes. En otras palabras, para todo nimero
natural 7 se pueden sefialar una funcién f, () € E y un puntoz, = F
fales, que en esle punto se verifica la desigualdad.

[fnza) > (n=1,2,3,...). (1.1:11)
Como ol conjunto £ es compacto, de {f, (2)} se puede extiracr

una sucesion parcial {,-',‘h (z)} que sea uniformemente convergente
on el interior de G v, en particular, en F. La funeién limito f(z) serd
analiticn en G y, por consiguiente, continua en F. Designemos
con M ol max | f(2) | (< o). Como, en virtud de la convergencia
»
uniforme, en todos los puntos del conjunto ¥ tienen que verificarse
las desigualdades
[fn, (@ —F(z) <1 para >N,

se tiene:

|, @ <11 @) ] +1< M 41

en lodos los puntos del conjunto # y para todos n, = N. Pero esto
«ontradice al hecho de que los valores | f,, (3, | son arbitrariamente
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grandes (son superiores a n;). De esta conleadiceién se deduce que
ta condicion del teorema es necesaria para la compacidad.
Demostremos que ésta es lambién suficiente, Supongamos que
¢l gonjunto de funciones F estd uniformemente acotlado en ol inle-
rior del recinto G. Cerciorémonos primero que, para cualquier con-
imnto cerrado & de punlos del recinto @, de una sucesién arbitraria
de [unciones {f; (z)} pertenecientes a £, se puede extraer una snce-
gién parcial que sea uniformemente convergenle en #. Con esle
fin, para cada punto z del conjunlo F consideremos algin enlorno
U, pertenecienle a & junto con su frontera, y sea «, un entorno
con el mismo centro pero de menor radio (por ejemplo, dos veces
menor). Debido al lema de Heine-Borel, existe un niimero finjto
de lales entornos: Ly Uggy o« o oy Mg, que cubren a F. En cada uno
de los entornos correspondientes f}, (=1, ..., ¢ los modulos

de las funciones de la sucesion {f, (2} estarin uniformemente aco-
tados:

R,

[fnla) | <My z€U., [T . .

Por consiguiente, seglin el lema demostrado, se puede exlracr de
{f, ()} nna sueesion parcial {j‘_;‘ (z)} que sea wniformemenle conver-
gente en el interior de U, , se puede extracr de {fv;‘ (z)} una sucesion
parcial {fi« (2)} que sea uniformemente convergente en el interior
de U, cte., finalmente, se puede extraer de {fv{ji*”(z}} nna suce-
sion pareial {,f\.}!qm {3)} que sea uniformemente convergente en el
interior de U,q. Por la construceién misma, la sueesion Uv}?‘ (2)}

converge uniformemente en el interior de cada uno de los
entlornos U:_,- (=1, ..., q),en particular, converge uniformemen-
le en el intérior de cada uno de los entornos w,, (j = 1, . . ., 0y,

por consiguiente, también en cl conjunto F que estd eubierto por
los entlornos Uz, G=24000 4)

Asi, pues, para cualquier conjunto cerrado £ < @, la sncesién
{fs (2)} contlienc una sucesién parcial que converge uniformemente
en £

Consideremos una sucesion de conjunios cerrados {Fy} (v =
=1, 2, ...), de los cuales cada /, esti Formado por lodos los
punlos del recinto G cuays distancias hasta Ja frontera no son meno-

' ;
res que — (la causa de que el conjunto F, sea cerrado se debe a que

la distancia p(z, T') desde el punlo z hasta la frontera del
recinto G es una funcién continua de z (ap. 3.8. cap. primero) y, por
consiguiente, si 2z, ¢s un puntlo de acumulacién para Fy, entonces
251109
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para éste
p (20, I')=1imp(z, T) > %) .
)

zE P-v

Estd claro que si v es sulicientemente grands (v>v,), todos
los conjuntos F, no son vacios; ademéas, Fyp.q D Fulv=1, 2, .
y, [inalmente, todo conjunto cerrado I‘ < G pertenece a todos las
F,, comenzando desde cierto v en adelante (si la distancia desde F
hasta la [rontera del recinto G es igual a p => 0, entonces es sufi-

ciente tomar % <Cp para que sea F < F,). En otras palabras, {Fy}

es una sucesion creciente de conjuntos cerrados que aproximan a
por el interior. Extraigamos de {f, {(z)} una sucesién parcial {fnL (z)}

que sea uniformemente convergentle en F,, extraigamos luego de
{)' (z)} una sucesién parcial {f (z)} que sea uniformemente

con\rorgente en F,, etc. Resultan \maa sucesiones parciales {fnglm: (2)}
(m =1, 2, ...), de las cuales, cada una (correspondiente al indice

m) estd contenida en la anterior y converge uniformemente en ¥,
Evidentemente, la sucesién diagonal

i“; {Z), fn;(z). ey fni;:;] (2}, -

estd contenida en {f, (z)} y para cualquier natural n todos sus tér-
minos, comenzando desde jﬂim) (z), pertenecen a la sucesién parcial

{fﬂLm) (z)}. Por lo tanto, la misma converge uniformemente en

cualquier conjunto F,, y, por consiguiente, converge uniformemente
en el interior del recinto G {puesto que, coma se ohservo anteriormen-
te, todo conjunto cerrado # < G estad contenido en F,, para m sufi-
cientemente grande). En resumen, cualquier sucesion de funciones
{/» (#)} del conjunto E contiene una sucesién parcial que es unifor-
memente convergente en el interior del recinto G. con lo cual se ter-
mina la demostraciéon del teorema de Montel.

In una serie de cuestiones de la teoria de funciones se introduce
un concepto més general que el concepto considerado aqui de com-
pacidad.

Diremos que una sucesién de funciones {f, (z)}, analiticas en
un recinto &G, converge uniformemento hacia
el infinito en el interior del recinto G,
si para cualquier conjunto cerrado ¥ < G y para cualquier nimero
positivo M, existe un nimero N = N (M, F) tal, que en todos los
puntos del conjunto F y para cada n > N = VN (M, F) se verifican

las designaldades
[#n (5 | > M.
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Un conjunto £ de funciones, analiticas en un recinto G, se llama
familia normal de funciones en este
recinto, si cualquier sucesién de funciones {f, (z)}, periene-
cientes a I, posee una sucesién parcial {fny, (2)} que converge unifor-
memente en ¢l interior del recintv ¢ hacia una funcion analitica o
hacia el infinito.

Debido a esta definicién todo conjunto compacto de funciones
analiticas es también wna familia normal. Por esta razén, la con-
dicion de acotacién uniforme en el interior del recinto G, siendo
una condicién suficiente para la compacidad, sera también suficien-
te para la normalidad. Claro que ahora esta condiciéon no es nece-
saria, como esto se ve en el ejemplo de la sucesién de funciones
{z + n}, la coal converge uniformemente hacia oo en el circulo
unidad y, por consiguiente, es normal. Al final del capitulo octave
volveremos a estudiar las familias normales.

1.2. Una propiedad importante de los conjunlos compactos de
fanciones analiticas viene dada por la siguienie proposicion.

Teorema de Vitali. Siunasucesion {f, (z)} de funciones
analiticas en un recinto v, es compacta en este recinlo y converge en un
conjunio de puntos e C G, que tiene por lo menos un punio de acumula-
cién perienecierie al recinto, entonces esta sucesién converge uniforme-
mente en el interior de G.

Demostracidn. Debido a la compacidad de la sucesién
{fn (z)}, de cualquier sucesién parcial de la misma {f"l} {z}} se puede

extraer otra sucesion parcial {}‘ﬂ;‘ (z)}} que es uniformemente conver-

gente en el interior de G. Demostremos que todas las sucesiones

parciales de la sucesién {f, (z)}, uniformemente convergentes en

el interior de &, convergen hacia una misma funcién limite f (z).

En efecto, supongamos que &im Iy @ =7@E vy lim fuy (8) =
0 f—booy

= ¢ (2), donde {fy, ()} ¥ {fy, (3)} son dos sucesiones parciales
de Ia sucesion {f, (z)}, uniformemente convergentes en el interior
de G. Las funciones f (z) ¥ ¢ (z) son analiticas en el recinto G (debido
al teorema de Weierstrass); ademds, éstas coinciden en el conjunto e,
que tiene puntos de acumulacién en el recinto G (en los puntos del
conjunto e existe el lim f, (z); por esla razén, también tienen este

Ti—00

mismo limite en estos puntos las sucesiones parciales {fv, (2}
¥ {fu, (2)}). Por consiguienle, seglin el teorema de unicidad (cap.

tercero, ap. 6.1), las funciones f (z) ¥ ¢ (z) coinciden en todo el
recinto G: @ (2) = f (2).

Demostremos que loda la sucesion {f, (z)} converge uniforme-
mente en el interior de & hacia la funcién 7 (z). Suponiendo que no

25+*
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fuese cierta esta alirmacion, tendria que haber un conjuuto cerrado
Fc= G, en el cual {f, (8)} no convergoria uniformemente bacia
f (z). Por consiguiente, existirian un nGimero posilivo a y unos indi-
ces n, y los punlos correspondientes z, del conjunto #, tales que

U G)—F @) |2 (>0),  k=1,2,... (1.2:1)

Consideremos la sucesion {f,, (z)}. Esla conliene una sucesidén par-
cial ‘Un}, (z)} unilormemente convergentle en F, para la cual, segin
lo demostrado anleriormente, la [uncion limite es f (z). Por lo tanto,

[/, @ —F(@)| <o pava 2€F, ni>N

¥y, en particular,

a2 — 7 (@) | <= (1.2:2)
para valores de k suficienlemenle grandes. Pero las desigualdades
(1.2:2) conlradicen a las desigualdades (1.2:1). Por consiguicnte,
la hipStesis de que la sucesién {f, (2)} no converge uniformemenle
en ¢l interior de G hacia la funcion f (2) , no es cierta, Con esto se
tormina la demostracion del teorema de Vilali.

Presentemos aqui una de lag aplicaciones mis simples del Lleo-
rema de Vitali, a la cual haremos referencia a conlinuacidén. Sea G
un recinto arbitrario del plano z y T, nna curva rectilicable del
plano w. Consideremos una funcion de dos variables F (z, w), ana-
litica respecto de z en el pecinlo G para cada w perlenceiente a T.
Supongamos que esla funcidn es continua respeclo de w en T para
cada z € G y esld unilormemente acotada en valor absolutlo en el
interior del recinto G para todos los punios w € T'. Bn estas condi-
ciones, se puede afirmar que la funciém

@@=\ 7 waw
T
es analitica on el recinto G, y que coalguier sucesidn de sumas
inlegrales

L]
f" (z) - }; o (‘Z. w;:”) (l{/‘fg::: e H.’s;”)-

convergente hacia la integral para cada z peelenecienle a G %),
converge uniformemente hacia f (2) en el interior de G. En virtud

*} Si lo cenacién de la curva Pesw=g () o <t <) ¥ wh’“ = 1p (:f,""'),

os suliciente oxigiv que §, - max (¢, — ™) tienda a coro cuando
=01, ..., n=| .
no—+ oo,
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del teorema de Weierstrass sobre las series de funciones analilicas,
es suficiente demostrar la dllima proposicion. PPero dsta es conse-
cuencia inmediata del teorema de Vilali, pues la sucesion {f; (z)}
es convergente en el recinto G y esti uniformemente acolada en cada
conjunto cerrado acotado £ < G

L3
g el e ]
Ij" (z) I & M B ‘\-_ l i H—‘.- {— “,hu ! *’e-_j’f_ELq
0
donde My es ¢l extremo superior de | F(z, w)| parn z€L y wel,
v L es la longitud de la curva I'. Del mismo teorema de Weier-
strass se dednce que
"
v (s mslm) i g g
; . . ’ ) {z, W)
}‘m] (3}—— lim E e T l:h‘)u,| 1 — Wy } = S —mm di
= A
0 i
para cualquier nalneal m.

Generalicemos la proposicién oblenida para el caso muy impor-
tante en las aplicaciones en que I' es una curva ilimilada: w
= q (), &< t =P, lim ¢ (f) = oo, para la cual cada arco I'p:

1—f

ool L v<I B us rectilicable.

Sea # (z, w) una funcién analitica respecto de z en un recinlo &
parn cada w lijado en T', ¥ conlinua respectlo de w en [' para eada z
lijndo en el recinlo G. Supongamos luego que para cualquier T << B
esta [uncién estd uniformemente acotada en valor absoluto en el
interior del recinto G para todos los punlos w € T'r. JSn otras pala-
bras, para cada conjunlo cervado ¥ acotado F < G y para cada
T, o & T<< P, exisle un niimero Mg (1) << oo lal, que

| # (2, w)|« My (x) para 2€E y weT.

lin estas condiciones, segin lo anterior, las inlegrales

( (2, w) dw= [ (2)

Ue

representan Minciones analiticas en ¢l recinto G,
Supongamos, linalmenie, que eslas integrales son absolulamente
convergenles para t — oo, es decir, que para lodo z £ § exisle nn

limite finito lim S | F (7, w) | ds-:S | F (z, wylds, y la [uncion
T=f
Ty r

S | £ (z, )| ds estid scotada en el interior del recinlo G.
r

Entonces la familia de funciones analiticas {f: (z)} eslari uni-
formemente acotada en el interior del recinto G (ya que | [z (2) | =
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< S | F (z, w) | ds S | F (2, w) Ids), ¥. por consiguiente, y a ella
¢
o a'cualquier sucesién {fy (z)}, donde 7, ~~ B, puede aplicirsele

el teorema de Vitali.
Definitivamente, oblenemos que la integral impropia

S (2, w) dw = f () = lim fe(2),
3 Tf
bajo las hipétesis hechas, representa una funcién analitica en el
recinto G.
Ademés, seglin lo anterior, para cada natural m y cada t << f3,

tendremos:

togmy s
!im} (2) = 5 _T[jlﬂ duw;

I.‘t

por lo tanto, basindosce en la convergencia uniforme de la familia
{f<(z)} en el interior del recinto G, obtenemos:

) (2) —= Lim £ (2} == 13 AMF (2, w) =(orew 0
1 @)= lim ¢ () == lim 15 LD gy S—-ﬁ—a dw
T

Como ejemplo, consideremos la denominada transformacidn
de Laplace de la funcién @ (0):

o

f e=2tg (1) dt.
3

Aqui la integracién se efectia a lo largo de la parte positiva
del eje real (I': z=1t, 0 <t<Co0) ¥ ¢(t) es una funcién de variahle
veal, definida y continua para Q< f < oo. Haciendo

Fz, t)=e o),

vemos que F (z, f) es una funcién analitica respecto de z en todo
el plano. Ademds, de la igualdad

[F (2 &)= ™| (2)]

se deduce que | # (z, £)| estd acotada en todo recinto acotado del
plano z, para todos los ¢ pertenccientes a un intervalo finito
arbitrario fijo. 8i suponemos ademds que para cierto mimero real €
¥ para un namero positive o se verifica la desigualdad

| (t) | << @e€t pava t =T (a, C),
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entonces, para cada z perteneciente al semiplano z-==Rez>C,
tendremos;

| £ (2, 1) | << e~ == para t>=>T (o, C).
De aqui se deduce, ante todo, que la integral

oo

\' | F (2, £)|dt
b

es absolutamente convergente en el semiplane Re 2> C y también
que esta integral estd acotada en cada semiplano Re z>C s,
g>>0; si > C+-¢, entonces
(=-] oo
S |F (s, )| dt < A+ o § eodr=A4+ 2,
1]
donde 4 es cualquier nimero positivo superior a
Tiw, €)
S | F (2, t)|dt,
U
por ejemplo,
Tin, C)
a= [ eole@|a

L]
Asi, pues, de la condicion
[ (t) | << e para t>> T («, C)

se deduce que la transformacién de Laplace de la funcién g (t)

o

f (@)= 5 e (t) dt

represenia una funcién uniforme y analitica en el semiplano Re z > (.
Para la derivada de orden m obtenemos en ¢l mismo semiplano
la férmula:

fom @)= | (—tym e @) dt.
[}
La comparacién de la transformacién de Laplace S et @ (1) dt
0

A

(==}
; s o — s
con la serie de Divichlet ) aye *#*, que también representa una fun-
1
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eion analftica en el semiplano (véase a conlinuacion en el ap. 2.2),
muestra que la primera se puede counsiderar como la analogia jnle-

gral de la segunda, del mismo modo que, por ejemplo, la transfor-
s
1

Ve 5 ™! @ (1) dt se puede considerar como Ia

1 4

—0

analogia integral de la serie de Fourier (escrita en Jorma complejal
o

+ﬂ
>_ e hy .

—o

macion de Fourier

§ 2. SERIE DE LAURENT. SERIES DE DIRICHLET.
TEOREMA DE KUNGE

2.1, Entre las clases de series do funciones analiticas, distinlas
de las series de polencias, las mas proximas a eslas qltimas por si
origen son las series dispuestas segiin las polencias enteras negativas
de z — z,:

Ag| Ay(z—zp)? | Ay(a— Zoy P An (F =2y ... (2.1:1)
Hacicndo = _—_'lz—o » transformemos (2.1:1) a la forma
Ao+ AL+ A2+ .. A2 L. (2.1:2)

Bl radio de econvergencia do la Gltima serie s 2. —— -

—_—n—
I ' [ A, |
n—oo
si R= 0, |a serie (2.1:2) converge solamentle cn el punto £ = O
si 0 < R < 00, la serie es absolutamente convergente en el cirenlo
[£]<< Ry es divergente fuera del mismo; finalmente, si £ — oo.
la seric es absolutamente convergente cn todo punto finito del

plano. De aqui y de la relacién | £ | = i

T—7g
o e * &

limp | 4, | — oo, la serie (2.1:1) es divergenle en lodo punto
- — e ) e N

finito; si 0 << Fim J'TA, | << oo, la serie es absolutamente conver

T se deduce que, si

gonte para |z2—z, | > Tim 'V] Ap |y esdivergenle para | 2 — 34 | <=

L e W TR dhoreme ;
<<limp | A, [; finalmente, si Lim |4, | == 0, la seric es abso-
lutamente convergente en todos los punlos del plano, a excep-
cion del punto z — z,. IEn otras palabras, el campo de convergencia
de la serie (2.4:1) es el exterior del cireulo de radio
T Wpe—
r—= lim V| Ay | con el centro en z,, el cual, para r = oo degenera
ol

en ¢l punto del infinito, para 0 << r <= oo es el extorior del cicculo
en el senlido propio de la palabra y, finalmenle, para r = O se con-
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vierle en todo el plano, del eual s ha exeluido el punto z — z,.

Supondremos que r = lim ;"1 Ay} << oo; entonees, verdaderamente,
exisle un campo de convergencia de la serie (2.1:1) |z — 24 | == 1.
que designaremos mediante K. Como la gerie (2.1:2) es unilormemen le
convergenle en todo conjunto cerrado de puntos del cireulo /e

g " 7 - 1
| £ ] =< R v la transformaciéon lineal § = — 5 transforma  cual-
dr —
gquier conjunto cerrado de puntos del ¢ireulo k en un conjunto cerrado
de puntlos del recinto K y viceversa, la serie (2.1:1) converge unifor-
memente en el intevior del recinto K. En este recinloéstadelermina
una funcion F (z):

FE)y=A;4+di(z—zp)t-F ...+ dp(z—zp) "+ ..., (2.1:17)

que es analitica (segiin el teorems de Weicrstrass) en todos los punlos
linitos del recinlo K. En el punto del infinito, # {2} loma el valor
Ag F{o0) — A, Por delinicién, diremos que la funcidn # (z) es
analitica en ¢l punto del infinito. Por lo
tanto, la analilicidad de la funcidn en ¢l punto del inflinite tanbicn
se caracteriza por la existencia de un desarrollo de la forma {2.1:17).
que eg convergenle en un entorno del punto del infinito.

Una serie que generaliza el conceplo de serie dispuesta solamenle
segiin las polencias enteras no negativas de 2 —z, (la serie de polen-
cias) o solamente segin las potencias enteras no posilivas de z2 — z,.
esla serie de Laurent Asisellama la serie de la forma

i
3 a, (z—2)" (2.1:3)
- g

Esta serie se entiende como la suma de dos series:

[= =] o0
Nan(z—1z0)" y }]_‘ aom (5—2)™™ (2.1:4)
n

y e considera convergente cuando, y sélo cuando, son conver-
gentos ambas series (2.1:4). Asi, pues, por delinicién:

|-en v o
>_-‘, @y (z2—2z)" == lim Z a, {z— zp)" -+ 1im Db E—3)™,
—_ W—poo 1) [FERT=2T |

o, lo que es lo mismo,

gt o =
D an (g gy = lim 2 an (52— 20)". (2.1:5)
TS Vb — L

I

Aqui w y v tienden hacia el infinito independientemente uno del otro.
La GJtima expresién tiene cl sentlido siguiente: para cada &> 0
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existe un AV (e) tal, pue para v > NV (¢) y p > N (8) se cumple la
desigualdad:

oo i
| 2 an (2 —20)" — 2 an (2—20)" | <.
—_— -

En virtud de la definicién, las propiedades de convergencia
absoluta y uniforme de la serie de Laurent coinciden con las pro-
picdades correspondientes de las series (2.1:4).

Designemos el lim | a, | conAyel Iim V' [a_, | conr. Enton-

Ti—00 M=o "
<es la primera de las series (2.1:4) es convergente absoluta y unifor-
memente en el interior del recinto &, que representa el interior de la

3 : 1 .
circunferencia I'! |z —z4 | = 7 = R, y es divergente en el exte-

rior de esta circunferencia; la segunda de las series {2.1:4) es con-
vergente absoluta y uniformemente en el interior del recinto g que
representa el exterior de la circunferencia v: |z —zy | = r, y es
divergente on el interior de esta circunferencia.

Los recintos G y% tienen puntos comunes cuando, y 26lo cuando,
se cumple la desigualdad

r< R. (2.1:6)

En este caso, la parte comun de los recintos G y g representa
un anillo ecireular D:

r<<|z—z| << R. (2.1:7)

En el interior del recinto (2.1:7) ambas series convergen absoluta
v uniformemente; por consiguiente, en el interior de este recinto
converge también la serie de Laurent (2.1:3), que representa en D
wna funcidon analitica:

oo
f(z)=_2 an(z—2)", r<<|z—12|<R. (2.1:8)

En cada punto situado fuera del recinto D es divergente una de
las series (2.1:4), mientras que la otra serie continfia siendo conver-
gente; de aqui que la seric de Laurent es divergente fuera del
recinto D. En resumen, el campo de convergencia de la serie de Laurent
es un anillo circular (con la condicién (2.1:6)). A continuacién, ha-
blando de}las series de Laurent, siempre se supondrd que se cumple
la condicion (2.1:8), sin la cual no existe campo de convergencia
de la serie.

Si r<<p << R, la serie (2.1:8) es uniformemente en la circun-
ferencia y: | z — z, | = p; ésta también serd uniformemente conver-
gente en y después de que todos los términos se hayan multiplicado
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por 2% (z — z¢)"™", donde & es un niimero entero arhitrario. Inte-
grando la serie obtenida sobre y, resulta:

PN
1 (=) - i e
e i oy dz = _Ema,‘ 5 i (z— 20)"*1 da.

Como muestra un simple caleulo, todas las integrales del segundo
suiembro son iguales a cero, menos una de ellas, correspondiente
an =~k eigual a 2ni (hay que emplear la ecuacion de la circunfe-
rencia y: z = 24 + pe'®, 0. 0  2x). Por consiguiente,

kS 5 f2)
2ni ekl
4 (z2—20)

Hemos obtenido la expresion de los coeficientes de la serie de
Laurent mediante la sama de esia serie. De agqui se deduce que,
si las sumas de las series de Laurent:

da=u;  (k=0,2£1, £2, ...). (2.1:9)

+01\= +oo
fla)== _2;% (z—z)" v 92 =_Em ba (z— 20",

que son convergentes en los anillos circulares D y A y que contiencn
wna misma circunferencia | 2 — zg | = @, coinciden en los puntos de
esta circunferencia, entonces los coeficientes de ambas series son
ivuales dos a dos:

akzbk {k:U, iitiza"')I

es decir, las series son idénticas. En particular, las series serin
idénticas si los anillos D y A coinciden entre si y f (z) = ¢ (z) en
todos los puntos del anillo D. De lo expuesto se deduce que los desa-
rrollos en serie de Laurent poseen la propiedad de identidad (propiedad
de unicidad).

Basindose en la propiedad de identidad, del mismo modo que
en el ap. 5.2 del cap. tercero obtendremos que, si el desarrollo

o

¥ ayz® representa una funcién par, entonces son iguales a cero todos

-0

1os coeficienles de potencias impares de z, ¥ si es una funcion impar.

enlonces son iguales a cero todos los coeficientes de potencias pares.
Demostremos la siguiente proposicién importante:
Teorema de Laurent. Toda funcién f(z), uniforme

y analitica en un anillo cireular D: r << |z — zy | <C R, se expresn

en esie anillo por una serie de Laurent convergente:

==

!{z) = z ay (3— 30)“-
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Obséryvese que ea las condiciones de este Lleorema, el anillo puede
degenerar en un cireulo con el centro excluido (r — 0, R < o0),
en el exterior de un circulo con el punto del infinito excluido
(U<Zr. ! = oo0) y, linalmenle, en todo el plano con dos punlos
excluidos: 2z ¥ oo (r= 0 y H=o00). En la demostracion ulterior no
quedan exclaidos los casos indicados.

FIG. 66

Sea z algin punto del anillo £. Formemos nn nuevo anillo D’:
rf<|L—z| << R,
siluado en el interior del anillo inicial y que contiene ¢l puuto z
(lig. 6G6). Para construirlo os suliciente tomar:
r<<r'<{|z—z| << R'<<R,

Supongamos también que |{—z|=p es una circunierencia con vl
centro on 2, sitwada en el interior de 2. Como
@) =L
es una funcién analitica de £ en el reciuto D, a excepcion del
punto {-=z, seglin el tcorema integral de Cauchy para un sistema
do circnitos (ap. 2.5, cap. tercero), tendremos:
1 T 1 e . L f(E) df y
| =gy | & @ [H0E, @)
Tre Fyr v

P
donde Iy, [ v Yp denotan, respectivamente, las eircunlerencins:
[E—zl|=2".  |E—z]=r y |t—z|=p,

recorridas, al inlegrar. en sentido contrario al de las agujas del
reloj. Pero la dltima integral en la [6rmula (2.1:10) es la integral de
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Cauchy y, por comiguicnl{'. es igual a f(z). Por lo Lanto,

(O e A 1@t ;
1o =g § Lo [ L2E (2.4:11)
Uy T

l.xpresemos El—_ bajo el signo de la primera integeal (L€ ')

_-f" . enyo modilo
—z

en forma de serie geomélrica de razon

=20 | _ 5=zl
C_F:u =g bt
Chlenemos:
1 s 1 __ll____ 1 ) 3 PR i A5
t—z  L—zg—{3—2) b=y _ z—zy % (L —zg)i 1 * (2.1:12)

e
Como para todos los puntos { perlenecientes a Iy, el madulo del
término general de la ulumd serie es

— <o<),

(z2—zg)™
20

la serie (2.1:12) es uniformemonte convergente en 'y (respeclo
de §). También serd uniformemente oonve rgente la serie obtenida
de (2.1:12) mulliplicando ésta por W‘f@) (acutada en valor ahso-
luto en Tg):

o

/() ! @ I
ERTI 7= - a2

1
2 2ai (L—znt!

De aqui gque csta tltima serie puede integrarse Lérmino a lérmino
sobre I'y.. Resulta:

1 n i .
Ini g ;(C) 2 an (2— 20)", (2.1:13)
e
donde
1 fid ;
“n = 3o ( (;'_(}‘L)ETT (n=0,12,...) (2.1:14)
g ¢

Asi, pues, Ia primera de las inlegrales del segundo miembro
de la igualdad (2.1:11) la hemos desarrolladeo en nna serie convergente
de potencias no negativas de z — z,. '

Refiriéndonos a Ia segunda integral del sepundo miembro de la
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1
{—z

igualdad (2.1;11), expresemos — (E€T,) en ferma de serie

geométrica de razén E—__-_%:, cuyo modulo
E—zo | _ _ r B ;
i—2p | |z—zgf S
Obtenemos:
&, Lo 9.1:
F—a =z—z F L=z —2 (F— g+ C (—11.5}
B s
i—zqp

Observando que esta serie también es uniformemente convergente

en ', multiplicando todos sus términos por T f(€) e inte-
grando término a término, hallamos:
1 B 5% ; S
-—-ES %%df‘,’:ﬁa-,.(z-zg)", (2.1:16)
T 1
dondo
Gon = R o (O PO (N T TR % [

1
i S E—a0) "1
Ty

Resumiendo, la segunda integral en el scgundo miembro de la
igualdad (2.1:11) la hemos expresado en forma de una serie conver-
genle de potencias negativas de z — z,.

Sustituyendo los desarrollos obtenidos (2.1:13) y (2.1:16) en
el segundo miembro de la igualdad (2.1:11), obtenemos el desarrollo
de la funcion f (z) en serie de Laurent para un punlo arbitrario z € D:

o o +e
/@) =Zan(z—a)"+ Fan G—2)" = 2 an (z—2)"  (2.1:18)

Los coeficientes de esle desarrollo se caleulan, unos por la~
formulas (2.1:14), otres per las férmulas (2.1:17). Tomando una
circunferencia arbitraria T: |z —z, | = A, donde r <% < K.
nos convencemos mediante el teorema integral de Cauchy para ¢l
caso de un sistema de cirenitos, que cada uno de ellos se puede cal-
cular efectuando [a integracién sobre]la circunferencia I':

> d” i
an = 2.:5 ) T"f;}o—,-%r (r=0, =1, 22, ...). (2.1:49)

Este resultado concuerda con el obtenido anteriormente (véase la
formula (2.1:9)).
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2.2. Una seric de la forma

S} ape=tnz, @.2:1)

n=i1

dontde a, son coeficientes complejos y A, son nameros reales no negativos
que satisfacen a las condiciones
Anst > Aan (n=1, 2, ...}, lim k=0, {2.2:2)

f—+0o

se llama serie de Dirichlet (general), y los nimeros &, se lla-
man exponentes de¢ la serie.
. —iaz 1 .
llaciendo, en particular, &, = In n, obtenemos: ¢ ""l? , ¥, la serie
toma la forma
oc

dn
[T
n=1i

éstaesuna serie de Divrichlet ordinaria (clisica), que liene
aplicaciones en la teoria de némero. .

Si en la serie general de Dirichlet se hace la sustitucion w = ¢7, resulta
la serie:

<
Z“ “nwlnn
1

tispuesta segin las potencias arbitrarias positivas e indefinidamente crecientes
de w (por lo general, no enteras). Desde este punto de vista, la serio de Dirichlet
puede considerarse como una generalizacién de la serie de potencias para el
cazo de exponentes arbitrarios que satisfacen a las condiciones (2.2:2).

Las series de Dirichlet poseen muchas propiedades anélogas a las de las
series de potencias. Solamente que aqui el campo do comvergencia no es un cir-
enlo sino un semiplano.

Demostremos para ellas el siguiente teorema fundamental.

Teorema. 8i la serie {2.2:1) es convergente en un punto 2o = zg9 <+ iyo,
entonces es convergente también en todos los puntos del semiplano x = Re z > xp,
y lo convergencia de la serle es unijorme en todo recinto gy de la forma:

larg 2 — 2) | <O < 5 (fig. 67).

El enunciado ds este teorema recucrda el primer teorema de Abel. Solamente
que aqui, como ya se indicd, en lugar del cirenlo aparece un semiplano, y des-
pués se demuestra que la convergencia, por lo general, no es ahsoluta.

Para demostrar el teorema, efectuemos una acotacién de la magnilud

Ti=f-p o oo Y
D) ape ,"‘l[ , aplicando el hecho de que la serie > aye %0 g5 convergente.
n41 1

+
Hagamos

i Rt
Gm= ) axe “m>n y ap=0,
-1
de mode que

g W o (k=n-+41, n42, ...0
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faciendo tambidn para abreviar

i‘_?'“ (22

— bh‘
ablenemos:
P |3 a1
—dp
1 &) 1 Sl 4
2..’ ane L. Z (ot — @y 1) P = Spaplina g — }-— g (B — br)e (2.2:8)
sl wlkd el

Hsla dltima identidad ba sido escrita basandose en la transformacion de Abel
(véawe el cap. primero, ap. 3.4).

74

EIG . 67}

Sea £ un nimero positive arbitrario. Fn virtud de la convergencia de la
serie (2.2:1), en el punto z, para 1 2= M (2) ¥ para cualquier m > ». tendremos:

m
| ot | =| ﬁ rx_a,e_l"zo | <" peos . (2.2:4)
Adomis, i
| tngp l=f‘7ul”+p s | "H""'”' =l 2,2:5)
d My
[ bpsq—bn | -:I (z-—2p) ‘ e—tle=z0t 4y ‘
’:fl
Mg
| 5 L ]:—;‘oi [p—l-;, i R TR
o T—xp
(2.2:6)

. . z—3z

Si el punty z pertenece al recinto gp, entonees v—x "2 0 ¥ Q(\
T—Ign

1

cos0 ° Por lo lanto, de (2.2:3) vy de las desigoaldades (2.2:4), (2.2:5)

-
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y (2.2:8}) se deduce la siguiente desigualdad:

v
I “i nge_k"zl = & 03 Ge-k“”’ Sl -=

n1
n4-p—1 ﬂ| |
| z—z2g =dy (::..:g'_l_ —L’l+l(£—l'n\
+ecosb E y =y le e 1<
n+i

con lo cual queda demostrada la convergencia uniforme de la serie de Dirichlet
en el recinto gg (para cualquier & --’..%) ¥ a la vez, la convergencia ordinaria
en todo el semiplanov z > .

Exeluyendo el caso de una sorie de Dirichlel que no converja en ningin
puntp del plano z, quedan todavia dos posibilidades:

la serie de Dirichlet converge en cualguier punto del plano;

exislen puntos en los cuales Ja seric ¢s convergente y también puntos en
lns cuales es divergente,

Detengimonos en este niltimo caso. Sea 2o = zo + iyy un punto de con-
vergencia de Ya serie de Dirichlet v 2z, = 2, + 7y un punto de divergencia. De
la proposicién demostrada se deduce que xy; < zg. Por otra parte, la serie tiene
que ser convergents en todos los puntos del semiplane x = z, v divergente en
todos los puntos del semiplano z < x, (si fuese convergente en un punto z para
ol cual z <z, enlonces, en virtud del teorema demostrade, tendria que con-
verger también en el punto z,, lo cual contradice a la hipdtesis). Puede ocurrir
que zy = zy; enlonces se tiene una recta = = xp, a un lado de la cual la serie
(2.2:1) os convergonte y al otro lado, divergente. Sea z; < zo; consideremos
entonees el extremo inferior € de las partes reales de aquellos puntos z para
los cuales la serie os convergente, Tendremos: zy < € < 7g.

Cerciorémonos que la serie es convergente para z >> € y divergente para
<2 (7. Bn electo, si Rez = z == €, entonces en el semiintervalo (€, 1), en
virtud de la dofinicién del nimero €, tiene gue haber al menos un numero E
que es la parte real de un punto & = & + in para ol cual la serie es convergente.
De anui, por lo demostrado, se doduce que la serie converge también en el punto
dado z. 8i Re z == x <= €, entonces, suponiendo que la serie fueso convergente
on el punto z = z, ohtendriamos una contradiccién con la definicidn del nime-
ro € como extremo inferior.

Resumiendo, st puede decir que, para una serie de Dirichlet arbitraria,
existon tres posibilidades:

#) la seric es divergente en todos los puntos;

h) existe una recta r = C tal, que la serie os convergente en el semiplano
z = C y es divergente en el semiplano z < C;

¢) In seric es convergente en todos los puntos;

Llamando al nimero ¢ abscisa de convergenein y al semiplano z > €,
semiplano de convergencia de la serie de Dirichlet, podemos considerar log
casos a) y b) como casos limites, en los cuales € = + o0 y € = — oo, respecti-
vamente,

Considerando solamaente los casos b} v c). cuando € << + oo, se puede
afirmar, debido a la convergencia uniforme de la serie, que In suma de la serie
de Dirichlet es una_ funcién analitica en el semiplano de convergencia. Sin
embargo, no cualquier funcién, ni mucho menos, analitica en un semiplang,
puede desarrollarse en serie de Dirichlet con unos exponentes dados {A, }. Asf,
por ejemplo, en el caso mds simple en que todos los niimeros A, son entoros, la

26—1199
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suma de la serie

£=-]
Y ape” e

tiene que poseer periodo 2ni. Incluso esta condicién necesaria no es suficiente:
respeclo de una funcién ewalguiern f (z), analitica en wun semiplano Rez > €
g r[luo posea en el mismo ¢l periodo 2xti, so puede alirmar solamente que ésta
25 desarrollable en una sorie de la forma

[= <}
E ane"’“.
-0
que es absoluta y uniformemente convergento on el interior de este semiplanc.
Para llegar a este desarrollo, que gencraliza a la serie dv Dirichlet en ¢l mismo
sentido en ¢l que la serio de Taurent generaliza a lu serie de Taylor, es suficiente
realizar la transformacion [ = e~2, Como resultado. f (z) se transformard on
uni funcidn f* (£), uniforme y analitica en el cirenlo |§ | < e7¢, aexcepeion,
posiblemente, de su centro. En este cireulo se tiene:
X
W1 -
e ) aal,

—0

o bien, volviendo a ln variable z:
o5
f(z)= ZI‘ ape~mz,
—ce

Hasta shora no dijimos nada do la convergencia absoluta de la seriglde
Dirichlet en el caso goneral.
Demostremos gae si la serie (2.2:1) es absolulamente convergenis en un punte
30 = Zo + iyg, entonces esla serie es absolula y uniformemente convergente en el
semiplano & 2 Zg.
En ofecto, si 2 > x;, entonces

—Anz =hnzn ] Ie-:\.n {z—=x0} | _;l ,_,ne—ln:u | ‘—ln (x—xq) ,‘;_I am,—?.n!c. I

ae |=lane
==}
De afqui que, en virtud de la convergencia de la scrie E | ape= 7% |, de coefi-

1
cientes constantes no negativos, la serie (2.2:1) es absoluta y uniformemente
convergente en el semiplano z > xg.

Razonando del mismo modo que se hizo para ol caso de la convergencia
simple, es facil establecer que, en lo que se rofiere a una serie achitraria de
Dirichlet, existon tres po.'-'ﬂliliclfldes:

a’) la seriv mo converge absolulamcnte em ningdn punto de! plano:

b’) existe una reeta x = A, A > €, lal que en el semiplano 2= A la
serie e2 ahsolutamente convergente mientras gque en el semiplano z <2 4 la
aerie ne converge absolutamonte cn ningin punto;

¢’y la serie es absolutamente comvergente on todes los puntes del plano.

Llamando al ndmero 4 abscisa de convergencia aﬁso—
luta de la serie de Dirichlet y al semiplano z == A, semiplano de
convergencia absoluta, podemos considerar los casos a’') y o)

como casos lhmites, on los enales 4 = + o0 ¥ 4 = — oo, respectivamente.
8i los exponenies b, satisfacen a la condiciin complementuria
—Ilnn
L="Tim-——<+w (2.2:7)

———
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(esta condicién se cumple tanto en el caso de la serie ordinaria de Dirichlet,
para la cual &, = In ny L = 1, como en ¢l caso correspondiente a la serio de
potencias, para la cual b, = n y L = 0), entonces la abscise de convergencia C
y lu abscisa de convergencia absoluta A salisfacen a la condicién

Ol A—C= L. {2.2:8)

En ofecto, soa € < <4 co, Tomemos un punto z = € + &, donde & > 0;
¢omo z pertenvce al semiplano de convergencia de Ja sorie do Dirichlet, se Liene,
lim ape—*C+# —0 v, por consiguiente, la sucesidn {ape—*n O} esta acotada:

T 00
In,,e‘“"‘c'“’" | << M. Por lo tanto, para los puntos z; = € -+ L - 3e, ten-
dremos:

Iu_ne—:'\-ﬂ (C+L.+3e) h=| On(."-"n (C+e) | e=An (L1-22) e i“e-‘:'\-ﬂ t[.+2|:}_

Pero, para valores de rn > N sulicicntemente grandes, en virtud de (1.2:7),
se tiene:
Inn

—r<f-+' £y
e
es decir,
(L 28y 4
- : = 7 Lte
Inn L (Fte)hy y emhnll-r30ae=dnilieh <7

[

donde §= e >0, Asi, pues, para # > N se verifican las desigualdades

~hn (€| L4 38) | M

e v
"1+|5

de donde se deduce que la serie de Dirichlet es absolutamente convergonte
en el punto zy=C-L-+3e para cualquier ¢ > 0. Por consiguiente,

C4L43e A,
o bien, pasando a limites para e —>(:
A L,
que es lo que se queria demostrar.

Los nimeros A y € pueden ser, verdaderamente, distintos entro si, como
esto se deduce del ejemplo de ln serie

o

i (2.2:9)

n*
1

Esta e: una sevie ocdinaria de Dirichlet, para la cual L=1, y, por
consiguiente, en virtud de lo demostrado, tiene que ser:

A=C 1,

Evidentemente, la serie (2.2:9) es divergente en el punto z = 0. Por otra
parte, en cada punto z = 8 == 0 sus términos representan nimeros reales, de-
crecientes en valor absoluto, gue tienden a cero ¥ son alternativamente positi-
vos y negativas, Por consiguiente, (segin ¢l criterio de Leibniz), la serie es
convergente. De aqui se deduce que la abscisa de convergencia do la serie es

26+
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€ = 0. Pero en los puntos z = = = & > 0 para § < 1 la serie converge no ab-
o $

solutamento, 'pucsw que la serie 2 i—a es divergente si & <1, Por otra parte,
n
1

=]

si 8 =1, la soric de valores absolutos E Lo es convergente. Asi, pues, la abscisa
n

1
de convergencia absoluta do la serie (2.2:9) 4 = 1. Vemos, pues, quo para la
serie (2.2:9) oxiste una franja 0 == z == 1, en la cual ésta os convergente pero
no absolutamente,
Cuando L = 0 {como ya se indicd, la serie de Taylor corresponde a este
caso), los nimeros 4 y C coinciden, lo cual se deduce de la desigualdad (2.2:8).
Por lo tanto, para las series de Dirichlet que satisfacen a la condieifn
Inz
=0, v (2.2:10
lim i )

M0

el semiplano de convergencia es & la voz el semiplano do convergencia absoluta.
Iemostremos que con la condrcidn (2.2:10), el valor comin de los mimeros 4
¥ C se expresa por la férmula :
— a
A=p=Ts 2l
N=+00 n

(2.2:41)

gue ¢s una analogia (v a la vez una generalizacién) de la férmula de Cauchy —

Iadamard.

—1In | ay |
A,

En efecto, sea lim = A < -+ co. Tomemos un punto arbitrario

zo = ¢ + iyp o0 el semiplano z > A, y sea 0 << & << -..;— (zg — A). Entonces,
dobide a la deflinicién del niimero A, para » > N; (g), se tiene:
In|ay|
hn
Por consiguicule, para n > N (€) se verifican las desigualdades
Iane—lnlo |=|an | E—ano< e—hn (xo—h=E) <e—5‘ins_

ZA+e osea |ag]<L el (Ate)

Poro de la condicién (2.2:10) se deduce que para n > Ng (e}

lnn
hn

Por lo tanto, si n>> N=max (N (e}, Nz(g)), obtenemos:
1
|ape=n70| <55

lo cual significa que la serie de Dirichlet es absolutamente convergente en el
punto z,, el cual ¢s un punto acbitrario del semiplano = > A; asi, pues, 4 =
=C A

1
< e, os decir, n <%, 0 son, 60 L— .

Por otra parte, si el punto g, = x; 4 iy, pertenece al semiplano = << A,
o0 sta, iy < A, entonces para €, 0 << & << A — x4, tiene que existir una suce-
sién de mimoros naturales {ny) tales, que
Infa, | A %L
kS A—e>z, 0 sea, |a, |>e’h |
o 1
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Eatonces tendremos:

—&
[ & nkll

—=Ap, %1 Ap, %L =hg,*
m e R

]=[anh]e R,

En resumen, la condicién necesaria para la convergencia de la serie (2.2:1)
no se cum]:le en nin%iu punto z; perteneciente al semiplano = <¢ A. Por con-
siguiente, la serie de Dirichlet es divergente en este semiplano. JTemos obtenido
que A << A=C. Confrontandu los resultados obtenidos, hallamos finalmente que:

A=C=A.

La férmuala (2.2:11) queda establecida.

2.3, Sea E un conjunto infinito de puntes arbitrarie, euyos puntos son
todos de acumulacion para £ (£ es un conjunto denso en si).
Diremos que una funcién § (z), definida y uniforme en E,es localmente
analitica en E, sipara cada punio z; € £ existe una serio de potencias

an
2 t, (2 —25)" ¥y un entorno Uy tales, que en todos los puntos de £ pertenceien-

]
tes a Uy, la funcidn f (z) se expresa en forma de una serie
oy
f@=2 an (z—20)".
1]

Cuando E os un recinto, el concepto de funcién localmente analitica coin-
cide con el congeplo de funcién uniforme y analitica en el recinto.

Como ejemplo, consideremos una divisién del plano en couadrados Ay, Ag, ...
.« Ay, ... con los lados paralelos a los ejes de conrdenadas y de longitud
igual a uno; supongamos que E es el conjunto de los puntos interiores de todos
estos cuadrados. Entonces, haciendo f (3) = z® para z € A,, oblencmos una
funcién que o3 localmente analitica en E.

Sea £ = O un conjunto abiorto arbitrario. 8i es conexo, entonces © es
un recinto; si es desconoxo, entonces O consta de un conjunto finito o numerahle
de recintos que carecen de puntos comunes dos a dos. Consideremos alguna
divisién del plano en cuadrados iguales, con los lados paralelos a los ejes coor-
denados, tal gque el origen do coordenadas sea el vértice de uno de el los. Tome-
mos solamente aguellos cuadrados que pertenecen a 0 junto con los ocho cuadra-
dos adyacentes al mismo. Los puntos situados en el interior de Jos cundrados
elegidos, los puntos de los lados que son comunes a dos cuadrados de este tipo
y los vértices, comunes para cuatro cuadrados, forman un conjunto abierte O’
tal, que 0" — 0 (fig. 68).

Supongames que la longitud del lade del cuadrado de la divisién es igual
a5 Designemos con O, la interseccién del conjunto O con ¢l cuadrado
—B" < x < 3%, — B <y < 37,

0, es un conjunto abierto acotado tal, que 0, = 0. La frontera del conjunto
0, consta de un nimero finito de curvas corradas de Jordan rectificables, cada
una de las cuales estd formada por un namero finito do segmentos rectilineos.

Ademds, evidentemente, se cumplen las siguientes propiedades:

1) @, jumto con su frontera estd situado en el interior de O, 44

2) para todo conjunto cerrade acotado P, F < 0, se puede hallar un numero
positivo N (¥) tal, que para n > N (F), F = 0.

Expresando estas propiedades, diremos que {O,} cs una succsion
creciente de conjuntosabiertosgque aproximan a0,
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Sea f (z) una funcién localmente analitica en @. Designando con I', la fron-

tera del conjunte @, (m=1, 2, 3, ...), para z € 5,,,. tendremos:
_1 118 dE 5 .
1) =5 S S5 (2.3:1)
Py

Actui {a integeal sobre Ty, ¢4 se debe entender como la suma de integrales tomadas
gobre las curvas cerradas de Jordan rectificables separadaz, de las cuales se

compone 'y, 4. Siz € Oy, el punto s estard situado en el interior de una compo-
. ; 1 r
nente Qp 41, cuya frontera designaremos con y. Entonces la mmgral,—_jf {Da;_

dni ) L—z

= f (z), micntras que las integrales andlogas sobre las fronteras de las demds

FIG. 63

componentes Oy, 44 serin iguales a cere.’Sumandolas todas estas conjuntamente
obtenemos la igualdad (2.3:1). Demosiremos gue para un e == () arbitrarvio se
puede hallar para la integral {2.3:1) una suma integral tal

S (1) — gt (8,
¢ue para todos los puntos z dol conjunto Op, se cumpla la desigualdad:
[fy =81 (2 p) | <. 2.8:2)

isto se deduce del teorema de Vitali (ap. 1.2). En efeclo, formemaos
pura la integral (2.3:4) una sucesidn de sumas integrales
" "
1 F{En) o .
{m 2 FEtd-m},

Sk

convergente hacia el mismo. Aqui &;, ¥ £ son los puntes iniclal y final, respee-

tivamente, del arco gy pertenecienle a la divisién de Tyyq. Generalmente,
h cvincide con &, pero esto no ocurre cuando oy ¥ Oy perteneccn a distintas
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curvas que [orman T4y (no olvidemos que I'y .4 puede ser un conjunto desco-
nexo). Para que la sucesion de las sumas integrales sea unilormemente conver-
gente en &, cs sulicicnte, segin el teorema de Vitali, que csta sucesidn osté
uniformemente acotada en el interior de Op,y. Pero esto, verdaderamente, es
asi, puesto que para cualquier conjunto ecerrade ¥ = O, 4, se tiene:

n

FRYL M

|217 Z ;"(h_kl (==L | < -m—m%LmH (n=1, 2 ...}
h=1

donde M, = max | { (z) | en 'y g, 6 () es la distuncia desde F hasta [,y
¥ Ly 05 la longitud do I, 4. Por esta razdn, para todo & = 0 se puede hallar
un N (&) Lal, gue para n > N (2) cada una de las sumas integrales considernilas
se puede lomar por S¢*+D (z, &) en la desigualdad (2.3:2).

Haciendo & = e, £, — 0 para m — oo, oblondremos una sucesion do
funciones racionales SOm+D (2) = Sim+b (5, 2 44} que converge unilormemente
hacia f (z) en cada conjunto c_url‘ado 3,i (=1, 2, ...)y que, porconsiguiente,
converge uniformemente hacia § (z) eni el interior de ©. En resumen, abtencinos
el siguiente teorema:

Para cualquier conjunto abierto O y pare cualquier funcidn uniforme f (z),
localmente analiticn en O, existe una sucesidn de funciones racionales Ry, (3) =
= S+ (2} que convorge uniformemente hacia f (2) en el interior de 0,

I.ema, Sea F un conjunto cerrado acotado y &, un punto sitvado fuera de F.

Pz
-t(ﬁ {ol pgrade
de! polinemio P (z) no es superior a k). Si el punto § pertenece al mismo recinto g,
adjunto con ¥, al cual pertenece también el punto §, entonees para cualquier & == 0
e pueds construir wna funcidn racional It (z): R (z) = —% (el grado de
= - (2—3)
P z) no es superior a k) dal que | R (z) — R iz) | <" e (2 € F).

Para demostrar ¢sto, unamos los puntos { ¥ 3 en el interior de g por una

curva coptinnn y v designemos por p, p == 0, la distancia entre y ¥ £. Dividiendo

Sea R (z) una funcidn ractonal con el dnice polo en 51 R (2)=.

Y e Arcos ¢y, Oy, . . ., G, cuyos didmoetros sean menores gue % v designando
h:»z';; ]'Illlll.lijs d{; division mediante £, = &, %, .. .. Ln = 3 formemos una fun-
ciém raciona
m@ =20 [ (k)] e
(= —1) i {z—Lom*

el grado de Py (z) no es superior o k-+njk—k=nk). Para 2 € F, tendremos:

| By (5 =R (2) | =| R (2) | [1—( £ )"‘]“—-1 !-q;;

=5y

(&) Jen

donde .ﬂf=m:x | B {z)].

Tomando »; suficientomente grande, obtendremosTyue

(Ri@E@—R@E| <= (ER.
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Rei!_ernndo oste razonamiento, en la m-ésima vez obtendrcmos la funcidn
pedida R (z) = H, (3).

Teorema de Runge. Sea O un conjunto (finito o numerable) de
recintos simplemente conexos sin puntos comunes dos e dos, que no contienen al
punto co. Para cade funcién f (3}, uniforme y localmente analitica en O, se puede
construir una sucesiin de polinemios (P, (5)} que converge uniformemente hacia
{ (z) en el interior de O.

Obsérvese que, en las condiciones del teorema, cada componento del con-
junto O, representa um recinto simplemente conexo, puesto que la frontera de

FIG. 69

tal componente es una curva cerrada de Jordan pertencciente a una de las com-
ponentes del conjunto @. Por lo tanto, cadn punto do la frontera [}, 4+, del con-

junto O 44, ¥, en particular, cada punto £, puede unirse mediante un arco
de Jordan que no tenga puntos comunes con O,, con un mismo punto 3 situado
fuera del circulo | z | << H, que contiene a O, (fig. 69). Aplicando ¢l lema a las
funciones racionales
¢ PN
PE T T VO
Sk

(I:‘;‘E:;l-ll_z;;‘(n+ll) (=1, 2, ..., N+l

para € = NTE:E , construyamos una funcién racional :9;, (s) con el tnico pulb
i P (3) B : = i
on 3 &, (5)=———— (¢l grado de P (z) no es superior a n), quosatisfagaen

(z—z)n .
todos los puntos del conjunto &, a la desigualdad:

182 =8 @) | < ep
¥. por consiguiente, a la desigualdad:
| &) — 8 ()| < 2¢n.

Pero la funcibn 3‘;_ (z) es analitica en el circnlo |z | << R,, y, por consi-
guiente, en el conjunte O, situado en el interior de este circulo se la puedo sus-
tituir por una serie de potencias. Tomando un segmento £, (z) de la serie de
potencias suficientemente grande, tendremos:

| f(2)—= Py (2) | < By, 3€5n-
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La sucesién {F, (z}} satisface a todas las condiciones del teorcmna.

Corolario. Sea P un conjunto perfecto acotado cuyo complemento C
respecto del plano ampliado es conexo, es deeir, es un recinto. Entonces, para enal-
quier funcién f (2), nuniforme y localmente analitica en P, y pare cualguier & = U
eziste un polinomio Q (z) fal, que .

[F()—=Q ) <. (zeP).
Demostracidén. Para cada punto zy, 2, € P, existe un circulo Xﬁl_

de radio pzq con el centro en z, tal, que en todos los puntos del conjunto P si-
tuados en el interior de este circulo, f (z) se representa por una serie de potenrias

de z — 2o, De un cubrimiento del conjunte P mediante circulos i?zn iz — 3| <
i
—2_ z J}

tos circulos forma un conjunte abierto 0° que contiene a P. Si dos eirculos
5, ¥ K!; tienen una parte comin, entonces, de la desigualdad |z; — z; | <

P

A

elegimos un subcubrimiento finito: fn, ... K,. La uniin de

[

P

-1

1
":T(pn 4 p, )'se desprende que | z; — zj | << max (p, , p, ). Sea, por ejem-
. i
plo, max (p, , p,) = p,,. Entonces cl circulo &, : [z — z; | << p, contiene
% zy £ % i z

en su interior a z; v, por consiguiente, también un conjunto infinito de puntos

de P. Las sumas de las series de potencias, dispuestas seglin z — z; ¥y z — zy,

coinciden en el conjunto de puntos sefialado y, por consiguiente, coinciden

también en toda la parte comin de los circulos K, y KZJ. En resumen, las
i

on
series de potencias Z agm {z==zp)% (j = 1, ..., p), que representan a la fun-
kK=
¢ién § (z) cn sus eirculos correspondientes, determinan cn 0° una funcién uni-
forme analitica qlue coincide con f (z) en P. Si 0’ es la unién de recintos simple-
monte conexos, sin puntos comunes dos a dos, eritonces no queda mas que aplicar
el teorema de Runge al conjunto O’ ¥ a la funcidn f (z). Supengamos que entre
las componentes dol conjunto O’ hay recintos milltiplemontoe conexes. La fron-
tera del conjunto O’ consta de una cantidad finita p de continuos, sin limm.o:a
comunes dos a dos y sitnados en el recinto ¢. Tomando un punto en cada uno

de ellos —sean éstos &y, Lz, - . -, Gp— unamos los puntos &y, &, . ... {p
con £y, por el interior do G mediante areos de Jordan vy, . . .. ¥p-i. Entonces,
O —0' N {ys+ .. -4 vp-4) = O seréd un conjunto abierto, que contiene

a P, cuyas componentes serdn recintos simplemente conexos sin puntos comunes
(fig. 70). No queda mis que agregar gue P — O < 0', y nes cncenlramos en
condiciones de aplicacién del teorema de Runge,
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Dasindose en el corolario demostrado, es fdcil demostrar un teorema més
fuerte que ¢l de Runge:

Teorema. Sea O un conjunto alierto que no cintenga al punto oo y que
represente la unidn de unos recintos simplemente conexos sin puntos comunes.
Supongamos que P-es un conjunts perfecto acotado, sin puntos comunes con O,
cupo complemento es conexo, es decir, es un recinto. St f (z) és una funcién uniforme
w localmente analitica en O, y @ (3} es una funcién uniforme ¢ localmente analitica
en P, entonces se puede construlr una sucesidn de polinomios que converge hacia
f(z) en O y hacia @ (z) en P, ¥ que es uniformemente gonvergente en todo con-
junto £ <4 P, donde F os cualquicr conjunto cerrado acotado contenido en O.

Demostracidn. Supongamos gue {0, } es una sucesién de conjuntos
abiertos, construidos para el conjunto © del modo que se indicé antoriormente
en la pig. 405 En las eondiciones del teorcma, cada conjunto 0, vs la unién
de unes recibtos simplemente conexos sin puntos comunes, 0, — 0 ¥y, por
consiguiente, O, y P no tienen puntos comunes, Por lo tanto, Ja funcién F (z),
ignala / (z) en Op ¥ a ¢ (z) en P, es uniforme v localmento analitica on el con-
junto perfecto O, + P. Ademds, el complemento de @, + P s un conjunte
conexo. Par consiguiente, para cualquier g, = 0 existe un polinomio P, (z)
fue satisface a la condicion

| F () =Py (3} | << 20, 2€0, +P.

La suepsion {P, {z]; e3 la buscada,

He aqui tres ejemplos que sirven de ilustracion del teorema demostrade,

Ejemplo 1. Sea dada alguna divisién del plano en enadrados, con
los lados paralelos a los ejes de coordenadas y de longitud ignal a uno. Supon-
gamos, para precisar, que ¢l origen de coordenadas coincide con uno de los
vértices de estos cuadrados.

Demostromos, basindose en el tenrema do Runge, que so puede construir
una sucesion do polinomivs (P, (z)}, convergente en todo ol plano, de modo
fquo su limite sea ignal a una funcion entera arbitraria g (z) en ¢l interior de cada
cuadrado y sea igual a otra funcidén ontera i (z) en los lados.

Consideremos un cuadrado — n <2 <{n, — n <Ly < n, para un valor
uatural # arbitrario, y sastituyamos cada uno de log cuadrados de la divisién
cansiderada por el conjunto de cince cuadrados y cuatro rectingulos, represen-
tados en la fig, 71, donde se muostran también las dimensiones do ostas [iguras.
Evidentemento, cualquier punto del plano, para » suficiontemente grando, caerd
en el interior de una de estas figuras: el punto situado en los lados de wno de los
cuadrados iniciales resultard on el interior de uno de los cuadrades pequeiios
can el contro en un vértice del enadrado inicial o en ol interior de una de los
rectingulos que so extionden a lo largo do los lados, mientras que ¢l punto
situado en ¢l interior del euadrado inicial resnltard en el interior del cuadrada

concéntrico eon ¢l mismo, cuya lengitud del lado es igual a 1 —3—2!4- v

El conjunto de las figuras construidas para un valor dado n, es un conjunto
perfoeto acotado F,, cuyo complemento es conexo. Definamos en este conjunto
unta funcién uniforme 'y localmente amalilica 7, (s), haciendo fn Sx) = g (z)
en los cuadrados concéutricos con los iniciales, ¥ £, (2) = k (3) cn los demis
cuadrudos y rectingulos que estin e¢n la periferia respecto de los iniciales. En
virtud del corolario del teoroma de Runge, existe un polinomio I (2) que
satisface a la desigualdad '

VnGl=Pa(@)[<oe  2€F,.
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Evidentemenle, la sucesion (P, (z)} salisface a todas las condiciones dol
problema planieado. . o

Ejemplo 2 Construyamos mediante el teorema de Runge wna funcién
entora f (z) que posca las propiedades siguicntus: cualquiera que sea el recinto
acotado simplemente conexo G y la funcion analitica ¢n ¢l mismo ¢ (z), 50 puede
hallar una sucesién de nimeros naturales {ny} al, riue la sucesion {f (z + ny,))
converge uniformemente hacia ¢ (z) en el interior de G. En otras palabras, la
funcién entera huscada ¢s nna funcién universal, mediante la cual (efectuando
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solamenle traslaciones del plano z ¢en las magnitudes respeclivas ny) s¢ pueden
aproximar en cualquier recinto simplemente conexo cualesquiera Tunciones
analiticas.

Para la conslruceién, consideremos todos los polinomios posibles con
coeficientes cuyas partes reales @ imaginarias sean todas nidmeros racionales.
Evidentemente, el conjunto de todos estos polinomios es numerable, de modo
que puede disponerse en forma de una sucesion: {11, {z)}.

Consideremos ahora una sucesiin de circulos corrados K, |2 — 2% | << n.
Estos na tienen puntos comunes y cada uno de ellos, para g == 1, estd coutenido
en el anillo circular

(R )3 ()2 (n— 1) 1 < | 2] < M n2 -1
Tomemos uhora un polinomio arbitrario 2; (z}; suponiendo que ya esta definido
el polinemio P, (2) (n 2> 1), definiremos el siyguiente polinomic P, (2) median-
te ol tenrema de Runge, de modo que se cumplan las siguientes desigualdades:

19,,(:1—12,,,1(:}](2% para |z| < (n— )04 {124 (2 —1) 41,
| Py (=Tl =19 | < g para | 2=n®| <.

Evidentemente, la serie de polinemios

Pi()+ D [Py (3 — Py (@ =] (2)
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es umniformemento convergente en cualquier circulo |z | < R, puesto que los
médules de sus términes, comenzando desde uno de ellog, es menor que los
[+ =]

términos de la serie convergente 2 -21;,— Por consiguiente, f (z) es una fun-

1
cién analitica en el plano finite, es decir, es entera. En cada circulo K, ésta
satisface a la desigualdad )

[/ —1y (=% < | f (&} — Pr (@) |[+| Pn () —

—M, z—n3) | < D) | Py (3) —Prot (2) | 4| P () —
n+1

(=]
1 1 1
=y e—n® | < D) =g
n4-1

(Aqui hemos utilizado el hecho de que K, estd sitwado en el interior del
circulo |z | < n34-n2+-n-41), Por lo tanto, en el circulo lz] < n tiene que
verificarse la desigualdad

1 (@419 —Tly, (2) | < gy -

Sea G un recinto acolado arbitrario, simplemente conexe y @ (2), una fun-
cién analitica en el mismo. Segin ol teorema de Runge, existe una sucesién
de¢ polinomios {pn, (z)}, uniformemente convergente hacia ¢ {z} en el interior
de G. Pero, para cada polinomio py, (z) se puede sefialar un conjunto infinito
de polinomios II (z) con coeficientes cuyas partes reales e imaginarias son nime-
ros racionales, que satisfacen n la desigualdad

| P (=T () [ < == s¢G.

Loz polinomios IT (z} pericnecen a la sucesion {11, (z)}; como hay una infinidad
de ellos, sus indices en esta sucosién son arbitrariamente grandes. Tomemos
11 (z) = I‘Iﬂm (z) de modo que el indice n,; sea mayor que m. Obtendremos:

|Pm@—T, @) <o, 3€G.

Evidentemente, la sucesién de polinomios {Hnm(z)} converge uniformemente
hacia @ (z) en el interior de 6. No queda més que observar que, si np, es tan
grande quo G ostd contenido en ol circulo | z | << r,,, entonces, segin la construe-

¢ién misma de la funcién entera f (z), en el recinto cerrado G tiene que cumplirse
la desigualdad:

1
e 4 PR R
M, = 1) [ <y
Por consiguiente, la sucesién (f (z+ a2 )} también converge wniformement

hacia @ (z) en el interior de G, de donde se deduce quo ésta satisface a todo
lo que se pedia en el problema.
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Ejemplo 3. Construyamos una funcién f (z), analitica en el circulo
unidad y que no tenga limito en ninguno de los radios al aproximarse al punto
correspondiente de Ja circunferencia unidad (respecto de las funciones de este

F1G, 72
género, se dice gue en ningén sitio tienen valores frontera radia-
les).
Sea

<< << oo, << < .o, limry=1.
Definumos los conjuntos abiertos:

Bo(fz| < ra)
3n "
By (r<lzl<ra vy lamz|<SF, obien re<|zl<
s
<rg ¥ IargZI>T] '
3n i I
B (rs<izl<ra ¥ Jargs| <, o'bien r<|zl<
n
<re v famgz|>)
¥, en genoeral, By
In
ran-g<Il2|\<rina v largz|<<—=,
41 S,
Tinmt<lz]<rin ¥ |3Tg"|>"g‘ (n=1, 2, ...)
(fig. 72). Construvamos ahora una sucesién de polinomios {#, (z)} haciendo
Py (z) = 0 y sometiendo Pyy_y (2) ¥ Py, (2) (suponiendo que ya se han cons-

truido P (2), ..., Pap—2 (s)) a las condiciones siguientes:

i
J-Pzn-l(g)—Pzn-z(z)<'2—3£:{' para |z} <rgp_g
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s A
| Poaoy (B)—1 | < FoT Para € By

1
{ Pon (2)— Py (3} | < g para 2| <rgns

1
| Pan {2} | < Jn para 2 € By,

La sucesién {P, (z)} es unilormemente convergente en tode conjunto cerrado
de puntos sitoado en el circulo wnidad. En efecto. tal conjunto F pertenece al
cireulo |z | << riy parn n 2> N (F). Por lo tanto, para n = N {F), se Lione:

| Py (2) — Py (3) | << T {z € F). Bl limite de Ja sucesidn (P, (z)} repro-

senta una funcidén £ (z) uniforme y analitica on el circulo unidad, que satisface
a Ia comdicién

[F @=L F (&) —Pony (3) |+

+H P @=tl=| 3 Py @2 @0 |+
J=2n—1

s 1 1 1

+ | Pan_g (23 —1[ < Z 2—.f+7+32ﬁ=27"'2
F=2n—1

Howde 2 € Bop_y, ¥ a la condicién

o
1@ | Pon @) 4] B 1P (9= Py | <

j=2n
L= j
-4 1
.%F‘F 2 F:-J—ﬁ—_—l para £ € By,
J=2n

Debido a estas desigualdades y a la posicion relativa de los conjuntos B, .
sucamos la conclusidn de gque £ (z) no tiene valores frontera al aproximarse a los
puntos de la eircanferencia unidad por los radios.

Sea O un conjunto abierto que no contenga al punto del infinito, ¥ supon-
gamos gque entre las componentas del conjunto O hay al menos un recinto mal-
tiplemente conexo. Enlonces. entre los puntos frontera del conjunto O hay
Lales puntos £ que pertenecen al interior de alguna curva cerrada de Jordan T
contenida en 0. Si {#; (z)} es la sucesién de polinomios que converge unifor-
memente en cada conjunto cerrado de puntos contenido en O, entonces, ella
converge uniformemente en T y, por consiguiente, también en el interior de T,
Por lo tanto, 1a funcién f (z) = lim P, {z) tienc quo ser analitica en el punto £,

Th=»0

De aqui sacamos la conclusién de que toda funcién f (2) que pueda expresarse
por wna sucesion de polinomios uniformemente convergente en cada conjunto
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cerrado de puntos de O, necesariumente Licne quo ser uniforme y analitica eu
al conjunto &, el cual representa la unidn de todos los recintos minimos simple-
mente conexos gue coatienen a las componentes del conjunto ahicrte O.

En virtud del teorema demostrado al principio de este apartado, para cada
funcién f (z) localm[inte analitica en O, existe una sucesion de funciones racionn-
les {R, (ss) {(no polinomios) que converge uniformemente hacia f (z) en el inte-
rior de O, Segun la construccion de la funcion i,, (z), todos sus pulos estdn situa-
dos en la frontera T, ., del conjunto abierto 0,4, que contliene a 4, y que esli
contenido en 0. El complemento de O, respecto del plano ampliado consta de
un nitmero finito de recintos D™ | ..., D{M, Cada uno de éstos contiene aj

menos un punto frontera o exterior a @ y, por consiguiente, conticne al menos
una poligonal corrada que forma purie de I,,. Fijemos en los recintos Dj“’

sendos puntos r::}"') (que sean puntos exteriores v puntos frontera de 0. Entonees,
debido al lema que nos sitvid para demostrar ol teorema de Runge, la funcién
Ry, (2) so puede sustituir por otra funeién racional Rn (z), cuyos polos se agolan
todos con los puntos & (j =1, 2, . .., ya), ¥ que satisface a la condieidn

| Bp (2) — Ry, (2) ]4:;—:;- cn el conjunto O,. De aqui se deduce que para lu

funcién § (z) existe una sucesién de funciones racionales (Fn (z) }, uniforine
mento convergente hacia f {z) en el interior de 0, cuyos polos son todos puntos
exteriores o_puntos frontera de @ v, como ze ve de lo anterior, en cierta medida
so eligen arbitrariamente. Para apreciav claramente el grado d_e arihitraviedad,
supongamos, en parlicular, que @ es un recinto de conexidn finita cuya fronters
eonsta de p 2= 2 curvas de Jordan, sin puntos comunes dos a dos. Cada una de
estas curvas vy ¢s 1a fronlera do un recinto sin puntos comunes con O, Tomemes
en estos recintos sendos puntos ey (F = 1, 2, .. ., p). Entonces se puede exigir
que todos los polos de la funcién H, (z) estén conlenidos cntre los puntos o,
(F=1,2, ... p). ’

Si, por ejemplo, O es un anillo circular: 0 << r << |2z — 35 | << R =l oo
entonces p = 2 y se puode hacer: o, = 35 y @2 = 0. La funcidn R, (z) tendei
que tener la forma

=,

_ 1 atm) oy A (s . An—in )

n (="" 8 e HTW D AV ez
P HUn

{ zg) j=—un

Por lo Lanto, cada funeidén f (z), nniforme ¥ analitica cn el anillo cireular, puede
expresarse en la forma siguiente:

i hn—nn X
fley==lim B lim 3 A" z—a0).
o

(O My TN

Ya sabemos gue ¢l teoroma de Laurent permite afirmar cn este caso algo
més, pues, segin éste, se puede considerar que los coeficientes A 5":' no dependen
de n, do modo que para f () resulta el desarrollo:

oo

f(z)=‘§_‘, Ay (z—z)

j=—o
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Teorema de Montel. Ses & un conjunto abierto arbitrario que
no contenga al puntoz = oo, y seaf (s) una funcién uniforme y localmente analitrca
en este conjunte, Entonces existe una sucesidn de polinomios {Py, (z)) convergente
hacia f (z} en O (por lo general, no uniformementc).

Demoustracidn. Sea {0y} la sucesidn creciente de conjuntos abiertos
construida anteriormento. Representemos Oy en la forma

On=0,4+ (02 =04 ... +(Op—Op_) =@y +Wg-b ... 4.
Debido a la construccién, w; estd formado por cuadrados iguales de lado —::-

{i=1,2, ... n) Cada uno de estos cuadrados los sustituimos por nueve
rectdngulos, sefalados en la fig. 71 (sustituyendo la longitud del lado del cuad-

rado por —;T) . Considerando cada rectdngulo como un conjunto cerrado, designe-

mos por i, la unién do todos los rectingulos correspondientes a los euadrados
0y, W, . . -y Op. Ficilmente se ve que B, es un conjunto perfecto, que no con-
tiene al punto del infinito y euyo complemento ¢s conexuv. Ademds, ft, = 0
{v incluso R, = On4s), debido alo eual para cualguior g, => 0 se puede hallar
un polinomio P, (z) que satisfaga en R, a la desigualdad

|Pn(31"'"!{3”<35

{véase el carnlario del teorema de Runge en la pg. 409).

La sucesién (P, (z)} satisface a todas las condiciones del teorema, si la
sieesion e, )} tiende a cero.

En efecto, cada punto z, z € 0, perienece a alguno de los conjuntos o,.

Suponganos que z € w;. Entonces z pertenece a uno de los cuadrados de lado =

que forman @y, ¥y siz estd situado en uno de los vértices del cuadrado, entonces
este putitn pertenece a todos los B, para n 2> j; ¢l z es distinto de los vértices.
pero estd situado en la periferia del cuadrado, entonces cacrd en ¢l interior de
uno de los rectingulos de la periferia para » sulicienterente grande v en ade-
lante se mantendrd en el interior de este rectdngulo, es decir, pertenecerd de
nueve a todes R,. comenzando desde uno de clioz; finalmoente, si z estd situado
et ef interior del euadrado prineipal, entonces caerd en un cuadrado eoncén-
trico para n suficientemente grande y se mantendrd en su interior, es deeir,
pertenceerd Ltambién a todos 1, comenzando desde uno de elios. En resumen,
en cunlquier punto z, z € O, para n suficientemente grande, n > N (3), se veri-
fien la desigualdad: | P, {(z) — f (2) | <7 &,, ¥, por consiguiente, lim P, (z) — | (z)
00

{puesto que g, — 0 para n — co).

§ 3. PUNTOS SINGULARES AISLADOS. BESIDUOS.
PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

3.1. Consideremos una funcién uniforme f (z), analitica en un
entorno de un punlo z,, a excepeifn, posiblemente, de este mismo
punle, intonces f (z) es analitica en cierto recinto D:

0<|z—z| << R.
Sea z, un punto del recinto D que satisfaga a la condicién:

= F ’ -
U-:ZIz,—-zﬂ<%. Fun el eirenlo ki |z — 2z | << |20 — 20 s
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f(z) es una funcion uniforme analitica ¥, por consiguiente, repre-
senta un elemenlo ¢, (z) {cap. lercero, ap. 6.3). Todos los puntos
do Ja circunferencia vz |2 — 3z | = |2, — 2y | serdin regulares
para éste, a excepcion, posiblemenle, de! punto z,. Demostremos
que si el punto z, también es regular para el elemento considerado,
enlonces serd también regular para cualquier otro elemento ¢, (z)
de la [nncién f (z), correspondienle a un punto cualquiera z,, U <<

R iy
< |z =z | <5 In efecto, en estascondiciones, todos los puntos
de la circunforencia vy, serdn regulares para g, (z), por Jo cual Ia

-]
4 5 fun (2 . "
serie de potencias D) —=1" 1) (5 2" seri convergenle on cierto

nl
L]
eirculo Kz |z —z | <<p; ewyo radio oy > |26 — 2 |, ¥ por
consipuiente, el punlo z, serd interior para K. Como Ja suma de
la serie Y (z) coincide con ¢, (5) = f (z) en el circulo /), segiin e
teorema de unicidad, ésta tiene gue coincidir también con f (z) en
todos los puntos comunes a K y D. En particular, ésta coincide
con f {z) en todos los puntos de un entorno U del punto z; (a excep-
cién del mismo punlo zy, en el cual por ahora La funcién f (2) no esta
definida). Tomemos ahora un punto eualguiera z, == 2y, | zp — 24 | <

n >
<5 el cireulo que le corresponde ki fz — 2p | << |2z — 26 |

v el elemento ¢, (2) (que no representa otra cosa mis que la fun-
cion f (z) en el circulo k). Enlonces z, estd situado en la curcunfe-
rencia Yz |2 — 20 | = |2, — 3 |. Como en su entorno U exisle
nna funcion analitica 1 (2) que coincide eon f (z) en lodoslos puntos
de 7 distintos de z,. ella coincide con ¢y (2) en los puntos comunes
para U y k.. de donde se deduce gue 2, es un punto regular para o, (z).

Resumiendo, si se consideran todos los elementos que represen-
tan la funcidn f(z) en el interior de las circunferencias que pasan
por zg, ¥ €l punto z, es regular para uno de estos elementos ., (z),
entonces 6ste es regular también para cualquier otro elemento
¢z (z). En este caso, llamamos a la funcién / () regular cn ¢l punto
2, v completamos su definicién haciendo f (zo) = (z0) De este
modo, la funcién resulta analitica en todos los puntos del eirculo
|z — 2y | << R y, por consigniente, es desarrollable en serie de
Taylor, dispuesta segiin las potencias de z — z,, convergente en el
interior de este circulo.

Consideremos ahora el caso en gue el punto z, sea singular para
algtin elemento ., (z). Entonces. en nuestras condiciones, éste tiene
que ser también singular para cualquier otro elemenfo ., (z). En
efocto, suponiendo que fuese regular para ¢, (2). segiin lo demostra-
do, tendriamos quo sacar la conclusidn de que seria también regular
para @, {z), en contra de lo supueslo.

27—11909
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En resumen, si z, es un punto singular para uno de los elementos
P (2) que representan nuestra funciéon uniforme f (z) en el inte-
rior de una circunferencia que pasa por el punto z,, entonces seri
también un punto singular para cualquier otro elemento ¢, (z).
En este caso, diremos que la funcién f (z) posee un punto singular
3 =1zg, 0 mejor dicho, que poseeun punto singular aisla-
do de cardcter uniforme.

La serie de Laurent es el instrumento principal para la represen-
tacion y estudio de una funcidén analitica en el entorno de nun
punto singular aislado z,. Apliquemos el teorema de Lanrent a la
funcién f (z) en el recinto D: 0 << |z — 2z, | << R. Este recinto es
una degeneracién de un anillo circular coan el radio interior r = 0.
Obtenemos:

]
F@) = 2 an(z—z)", z€ D, (3.1:1)

donde

= 2mi [

PR X—-’_@—d; (n=0, +£1, +2,...),
7p

¥ ¥p es una circunferencia de radio p, 0 <X p <7 R, con el centro en
el punto z,. El desarrollo (3.1:1) puede utilizarse también cuando
zp 5 un punto regular. En este caso, la serie de Laurent se convierle
en la serie de Taylor, y se tiene: a .y = a._, = ... = 0.
Demostremos la siguiente proposiciéon fundamental.

Teorema. Para que una funcién f (z), wniforme y analilica
en el recinto D: 0 <Z |z — 24 | << R, sea regular en el punto z,, es
necesario y suficiente que exista un entorno U del punto z, en ¢l cual
[ (2} esté acotada en valor absoluto.

Demostracidn. Supongamos que el punto z, es regular
para f (z). Entonces, en cierto entorno del punto z,, f (z) coincide
con una funcién 1 (z) que es analitica en este entorno. Tomando el
entorno I/ de modo que éste quede situado junto con su fronlera
en el interior del recinto donde ¥ (z) es analitica, y teniendo en
cuenta que esta Gltima es por lo tanto eontinua, hallaremos quo existe
un M << oo tal, que

| F(z) =4 (2)| <M, zeU.
Por lo tanto. queda demostrado que la condicién del teorema es
necesaria.

Demostremos ahora que es suficiente. Supongamos que existen
un entorno {7 del punto z, y un niimero positivo M << oo tal, que

|7 (2)| << M para todos los puntos z€U.
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Entonces, eligiendo p, 0 << p << R, de modo que la circunierencia
+p pertenezca a U, para los mddulos de los coeficientes an de la
serie de Laurent (3.1:1) obtenemos las siguientes acotaciones:

1 2np M
]ﬂ-nl<2—n-‘Mp—n;‘i, 0 8Sea, 1a.,,i<F.

Consideremos agui solamente los cocficientes de las potencias
negativas de 3 — 2o, 0 sea, supongamos que n << 0. Evidentemente,
cuando p tiende a cero (con la finica condicién de que O<Ip < R),
obtenemos:

an=1{, para n=—1, —2, =3, ...

Asi, pues, la serie dc Laurent se convierte en la serie de
Taylor:

fley= @an (2—20)",

de donde se deduce que f () coincide en el recinto D con una fun-
cién que es analicica en un entorno del punto z, {con la suma de la
serie de potencias hallada), es decir, el punto z, es regular para f (z).

Del 1teorema demostrado se deduce que, para que z, Sea un punto
singular aislado de la funcidn f (z), es necesario y suficienie que cn
cualquier entorno del mismo no esté acotado ¢l médulo |7 (z) |,
es decir, se cumpla la condicién

Eli{z}lzm. (3.1:2)

De aqui que, a priori, hay dos posibilidades para el comporta-
miento de 7 (z) en un entorno de un punto singular aislado:
a) lim f (z) = oo}

—In
b) no existe ningdn limite (ni finito ni infinito) de la funcién
f (z) cuando z tiende hacia z,.
Cada uno de estos casos subsiste en la realidad.

Hagamos [ (2} = ‘(z_—jsﬁ' donde n» es un ndmero natural.

Evidentemente, esta funcién es analitica para 0 <C |z —z,| ¥

Jim f (z) = oo. Por lo tanto, en este ejemplo se verilica el caso a).
42
1

Comu segundo ejemplo, tomemos f (z) = ei~7, Rsla funcion
también es analilica para 0 < [z — z, |, pero, a diferencia del
cjemplo anterior, el lim f (z) no existe. En efecto, si, por ejemplo;

2z
el punto z estd situado en la recla que pasa por el punto z, y es parale-
la al eje real, de modo que z — 2y = & — Zp &S uUn niimero real,

27*
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1
enlonces, para £ > Zo ¥ & —» &, 9 tiene e¥~* — oo, y para x << x,
1

Y 2 —x,, se tiene, e¥~*0 — 0. Por lo tanlo, en este ejemplo se verifica
¢l caso b). En la fig. 73 estd rvepresentada la superficie u = ‘expizl 5
que es el relieve de Ia funcién considerada (para z, = 0) ™).

u

F1G, 73

Un punto singular aislado z, de cardcter uniforme, para el cual
se eumple la condicion a): lim f (z) = co, se llamaipolo de la

z-2n
Munecién analftica, [in el segundo capitulo ya nos cncon-
tramos con los polos de las funciones elementales.
Un punto singular aislado z, de cardcter uniforme, para el cual
se cample la condicién b): lim f (z) no existe (ni finito ni infinitn),
I-rZp
se llama punto singular esencial de la [un-

cidn.

d“} El dibujo ha sido adoptado de las ¢'l'ablas de funcioness de Jahnke ¥
Emde.
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Estudiemos detalladamente cada uno de estos dos lipos de pun-
tos singulares.

Sea 3y un polo de la funcién f (z). Enlonces lim |f{z) | =

I=+T
¥, por consiguiente, existe un entorno |z — z, | << 8 :’ 12 del punto
zy, on el cual f (3) salisface a Ja desigualdad |f (z) | > 1. Evidente-

mente, la funcidén o (2) = lex) es analitica en todo este entorno,
a excepeidn, posiblemente, del punto z,. Pero, como | ¢ (z) | =

lf(lz}l =Z 1, de aqui segiin el tevrema de esle aparlado, se deduce
gue 24 es un punto regular de ¢ (z). El valor de esta funcién en ¢l
punlo z, es igual a llm ok (. Por lo tanto, el punto z; es un

eero de la funcidn ¢ ( )

Reciprocamente; si se sabe que o (2} e¢s una funcién uniforme
y analitica en un entorno del punto zq, ¥ zy s un cero de esla fun-
cion, siendo o (z) 5= 0, entonces se puede sefialar wn A = 0 tan
pequedio, gue @ (z) no posea en el circulo | z — z5 | << A olros ceros,
a excepeion del punto zq {véase el ap. 6.1, cap. tercero). Formemos la

funcidn £ (z) = ésta esuniforme y analilica para 00 << |2—3z, | <<

'P(z) .
<Z A y tiende a oo cuando z tiende hacia z;. Por cousiguiente, g4
es un polo de f (z).

Asi, pues, queda demostrada la siguiente proposicién: para que
el punto z, sea un polo de la funcidn f (2) es necesario y suficiente que
esie punto sea un ceco de la funcién ¢ (2) = ‘;:-5 .

Debido a esta propiedad, la cual establece una correspondencia
entre los ceros y los polos, se crea la posibilidad de introducir el
conceptodemultiplicidad v orden de multipli-
cidad (abreviadamente, o rd e n) de un polo. Se dird que z, es
un polo de orden de multiplicidad & (k > 1) de la funcidn § (z), si

este punto es un cero de orden & de la funcién ﬁ . Cunando
k=1, el polo se llamard simple; euando & > 1, se dird que es
multiple.

En un entorno de un polo de orden % el desarrollo de Laurent
tiene un caricter determinado, que ohservaremes inmediatamente.
Demostremos, precisamente, la siguiente proposicion:

Para que el punto zy sea un polo de orden k de la [uncidn f (2),
es necesario y suficiente que el desarrollp de Laurent de f (z) en un
entorno del punto z, no contenga maembms con potencias inferiores a
—k, ¥ que el coeficiente de (z — z,)™" sea distinto de cero. En otras
palabras, el desarrollo de T.aurent de la funcién f (z) tiene que tener
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la forma
fA=an(z—z) "+ ... ‘ta(z—z)Fasta(e—z)+ ..., (3.1:3)
donde a_, = 0.

En efecto, sea zo un polo de la funcién 7 (z) de orden %. Entonces
para 1 tenemos que tener en este punto un coro de orden %, de

{2)
donde
m) = Ay (e—z)* + Apas B—2)"™ 1 .., 4,50,
en cierto entorno del punto z;. Por lo tanto,
1' £ -
l@ay= .s)" 7 P o P e e (3.1:4)
La serie de ])utencms Ay + A4y (2 — z) + ... representa una

funcién analitica que no se anula en cierto entorno ric] punto z;
(puesto que 4, %= 0). Por esta razén, la funcién

Ap+ Ay (5—*"0}‘1'
es analitica en un entorno del punto z; y admite un desarrollo de la

forma atq 4 oy (z — 20) + . . ., donde @y = % == (). Poniendo esta
iltima scrie en la formula (3.1:4), obtenemos para f (z) cl desarrollo:
f (D) =mp(z—z) " 4y (z—2z0) . .. (o0 = 0),

el cual, en virtud de la unicidad del desarvollo en seric de Laurent,
representa el desarrollo de Laurent de la funeidén f (z). Este coincide
con (3.1:3) salvo las designacivnes (@, = @y_p, n =0, 1, 2, .. ..

Asi, pues, la condicion del teorema demostrado es necesaria.
Demostremos ahora que ésta es suficiente. Supongamos que f (z).
poses en un entorno del punto z, un desarrollo de la forma (3.1:3),
donde a.) == 0. Escribiéndolo cn la forma

! (z) = a—k+ﬂ-k+| (5—zp) 4 ...

(z— z)* |

sacamos la conclusién de que
LR 1
To =% s ki
o bien, sustituyendo la funcién S (~_50)+ por su desa-
rrollo en serie dc Taylor seglin las potencias de z—z(‘
f(z} (z_zﬂ)kifjﬂ"'ﬂl (Z_zﬂ)+
=Po(z—20)* +Ps (5—z)" + . . .,
donde fi, = % == (.
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Hemos obtenido gue el punto z; es un cero de orden & de la fun-

cidn f?_z) Por consiguiente, este mismo punto es un polo de

orden & de la funcién f (z). El teorema queda demostrado.

Examincimos el caso de un punto singular esencial. El compor-
tamiento de la funcién en un entorno de un punto singular esencial
s¢ caracteriza por la siguiente proposicién:

Teorema de Sojotski-Cassorati-Weier-
strass®*). Cualquiera que sea el niimero complejo A (propio o im-
propio), existe una sucesidn de puntos {2, }, convergente hacia un punto
singular esencial zg, lal que

lim f(z,) = A.

Ti—00

Demostracion 8i 4 = co, el teorema es ciorto, puesto
yue la funcién f (z) no estia acotada en valor absoluto en cualquier
entorno del punto singular esencial. Supongamos ahora que 4 s& co;
demostremos el teorema por reduccidén a lo absurdo. Si en un entorno
arbitrario del punto z; no se pucden hallar puntos en los cuales los
valores de la funcidén sean arbitrariamente préximos a A, entonces
tiencn que. existivr un entormo O << |z — 25 | << 8 y un namero
o >0 tales, que |f(z) — 4 | > para 0 << |2 — zo | << §. Exa-
minemos la funeién ¢ (3) = f—-——(s){_A ; ésta es analitica en el entorno
0= |z — 29 | =<8. Ademas, satisface en este entorno a la desi-
gualdad

1 1

Z)| = S

@ (2)| T —AT =%
Por consiguiente, segiin el primer teorema de este apartado, @ (z}
es regular en el punto z, y su valor en este punto tiene que ser ignal
al limite lim Fo—a- Pero f (z) no estd acotada en ningidn entorno

T—+Ip

del punto zy. Por lo tanto, el limite indicado solamente puede ser

cero, o sea, ¢ (z) = (0. JEn resumen, la funcién tienc un

o L .
fiEy—A
cero on el punto z5, de donde se deduce que la funcién f (z) — 4 vy,
por consiguiente, también f (z), tiene un polo en este punto. Esto

contradice a la condicién del teorema, de donde se deduce que este
altimo es cierto.

[lustremos este teorema con dos ejemplos.

*) Este teorema fue publicado, independientemente uno del oteo, por

Sojutski y el matomdtico italiuno Cassorati, en el afin 1868, y por Weicrstrass
en el afio 1876; a continnacién, para abreviar, lo llamaremos tesrema de Sojolski,
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Ejemplo 1. f(z) = sen-:— - Aqui, el origen de coordena-

das es un punto singular esencial. En ofecto, si z tiende a cero, sen %

no tiende a ningin limite, ni finito ni infinito, lo cual se observa
inmedialamente considerando solamente los valores reales de z.

8i 4 = co, entonces haciendo, por ejemplo, z, :"":T ¥, por consi-

5 1 ” 1 7
guicnte, — = —in, ohtenemos: sen— = —i shn — co para n —
Ti L
— o,
Supongamos ahora que A 5= co, Para oblener la sucesidn £2,0)
de la que se Lrata en el teorema de Sojotski, resolvamos la ecuacion .
1
sen— = .,
Obtenemos:

de donde
2= $ = 4 -
Ln (id4V1—22)  Inl|ia+ )/ T— 22 |+ 2kmi
Haciendo

i
Z, =
Ml VI= o |+ 2nm

v asignando a n los valores 1, 2, 3, ..., obtenemos una sucesion
{2.} que converge hacia cero y satisface a la condicién

f{z.)—= A (=1, 2, ...}

por consiguiente, lim f (z,) = A.
=y r ‘1
Ejemplo 2. f(z) =¢. En este-caso, el orizen de coorde-
nadas también es un punto singular esencial, puesto quc de nuevo
{

no existe el limite lim &=.
a=rll
Si 4 = co, tomamos z, —

57’ satisface a la tesis del teorema de

% . Resulta: f(z,) = ¢* — oo para
n—- oo ¢s decir, la sucesitn { |
Sojotski para 4 = co. Supongamos ahora que 4 = 0. Entonces.
haciendo sz, = — = tendremos: f (z,) = ¢7" para n— oo, 0 sea,

queda también comprobada la tesis del teorema en este caso. Supon-
gamos, finalmente, que A 5= 1, A 5= co. Aqui es mas sencillo elegir
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fos puntos correspondientes z, resolviendo la ecuacion
1
et =4,
Oblenemos:
L—Lna,
de donde
R 1
Lo In| A+ 2k
Haciendo
1
Tof ol |- 2rmi
tendremos una sucesién {z,} yue converge hacia cero y salisface
a la condicién f (z,) = A: por consiguiente, lim f (z,) = A.
N

Del Leorema de Sojoiski se deduce que, si z, ¢s un panto singular
esencial de la funcién f (z) v Es es el conjunto de valores que toma
la funcién en un entorno arbitrariamente pequeiio |z — zy | << §
de este punto, entonces la clavsura del conjunto E; (es decir,
junto con todos los puntos de acumulacion de este conjunto) coincide
con el plane complejo ampliado.

En efeeto, todo punto A del plano complejo es el limite para una
sucesion {f (z,)} de puntos pertenecientes a E;, y, por consiguicnte,
A perlenece a la clausura del conjunto f.

En los ejemplos 1 ¥ 2 se vio que, salvo ciertas excepciones
(A4 = oo en el primer ejemplo, 4 = oo y 4 = 0, en el segundo), en
lugar de la sucesién de puntos {z,}, para la cual se verifica la
ignaldad limite

iZnp =

(n=1, 2, ...,

lim f{zm)= 4.

Tn—+in
se consiguen hallar lales sucesiones para las cuales se verifican
las igualdades exactas:

j(zﬂ}:'At ﬂ—'ﬂ. 2. T

Resulta que, en ol caso general, también tiene lugar una situacido
anfdloga. De esto frala la proposicion siguiente:

Teorema grande de Picard. Sz esun punio sin-
gular esencial de la funcién f (z), entonces para todo A == oo, a excep-
cién, posiblemente, de un valor A = A,, existe una sucesidn infinita
de A-puntos de la funcién f (2) que converge hacia z,.

En. el ejemplo f(z) = sen —no hay ningiin valor exccpeional,

1

en el ejemplo f (z) = ¢ éste es ignal a 0, puesto gue la funcién
1

¢“siempre es dislinta de cero.
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Este teorema lo demostraremos mds adelante (cap. octavo).
Sefialemos aqui que, como ficilmente se comprueba, el teorema de
Sojotski estd contenido en las tesis del teorema de Picard.

Del tltimo teorsma se deduce que el conjunto de los valores que
toma la funcién f(z) en un entorno arbitrario |z — z, | << § de
un punto singular esencial z,, coincide con todo el plano finito
| z | << oo, excluyendo del mismo a lo sumo un punto 4, (4, no
ilepende de 6).

El desarrollo de Laurent de la funcién f (z) en el entorno de
un punto singular esencial z, tiene que tener, indispensablemente,
un conjunto infinito de términos de potencias negativas de z — z,
(s¢ sobrentiende que los coeficientes de éstas son distintos de cero).
Iin efecto, si en este desarrollo no hubiese tales términos, entonces
¢l punto z, seria regular para f (z), y si snlamente hubiese un niimero
finito de ellos, entonces el punto z, seria un polo de f (z) (segin el
teorema de la pag. 421). Reciprocamente: cada vez que el desarrollo
de Laurent de la funcion f (z) en el entorno de cierto punto g, conten-
ga un conjunto infinito de términos con potencias negativas de
z — Zp, 5, serd un punto singular esencial de la funcidn f (z). En
efecto, éste no puede ser ni regular para f (z) (puesto que no tiene
que haber términos con potencias negativas), ni polo {puesto que en
csle caso tendria que haber solamente un nimere finito de tales
términos).

Como ejemplo, consideremos la funcion exp—}-, ; 6sta admite ol
siguiente desarrollo, convergente para cualquier z == 0:

1 1 1 1
expr=1+gtygs+tmt---

tividentemente, puede considerarse que éste es el desarrollo de Lau-
rent de la funcién en el entorno del punto z = 0. Como este desarrollo
conliens un conjunto infinito de potencias negativas de z, z = 0
¢s un punto singular esencial de la funecién. Naturalmente, csto
mismo puede demostrarse observando el comporlamiento de csta
funcién en un entorno del origen de coordenadas. El lector compro-
bard ficilmente que ella tiende a oo, cuando z se aproxima al origen
de coordenadas manteniéndose en los ejes coordenados, y a 0, cuan-
do z se aproxima al origen de coordenadas, manteniéndose en las

: : , T A 1
bisectrices de los 4ngulos coordenados. Por consiguiente, lim exp =3
=0

: . . i 1
no existe y z = 0 es un punte singular csencial de la funcion exp o

De todo lo expuesto se deduce que, para caracterizar un punto
singular, desempeiia un papel definitivo el conjunto de los tér-
mines de potencias negativas en el desarrollo de Laurent de la
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Funeién f (z) en el entorno de este punto. Por esta razbn, la serie

Nap(z—zp) " se llama parte principal del desa-
1

oo
rrollode Laurent 2 a;(z—z,)" en el entorno del punto z,.

—_0
oo
La secie ) a4 (z— )", que consta de todos los términos del desarro-
0

llo cuyas potencias son no negativas, representa una funcién regular
en el punto z v, por lo tanto, se llama parte regular dela
serie de Laurent.

Aplicando las proposiciones enunciadas debe lenerse en cuenta
que en ellas se trata solamente de aquellos desarrollos de Laurent
gque son convergentes en cierto entorno Q<< |z — 24 | <<t del
punto que se estudia.

Como ejemplo, veamos la serie de Laucent:

R R -t T e S

[ista contiene un conjunto infinito de términos con potencias
negativas de z. No obstante, antes de afiemar que z = 0 es un punto
singular esencial para la suma de la serie, hay que aclarar si es
convergenie o no lo es en algin euntorno de este punto. Obsérvese
quo la serie considerada representa una suma de dos progresiones:
o0 o0

E 4 5 .
gty 2 ga7r - La primera de éstas es convergenle para |z | > 1
1 0

.5 1 ;
y representa la  funcidn T=:=7% ' la segunda es conver-
L
1
gente para |z | <Z 2 y representa la funcién ;xz-gi—; Por
== 2

consigniente, el recinto de convergencia de la serie dada es el anillo
1< |z |=<<2, el cual, naturalmente, no es un entorno del origen

de coordenadas. La suma de la serie en cste anillo es igual a z_q_i—i—
_',_2_:1__32?_%12-; para esta funcién el origen de coordenadas
es un punto regular y todos los puntos singulares se reducen a dos
polos simples: z =1 y z = 2

3.2. Para determinar rapidamente la posicién y el cardcter
de los puntos singulares de una funcién en casos concretns conviene




428 CAP. IV DIVERSAS SERIES. RESIDUOS

tener en cnenta las siguientes proposiciones elementales que se
deducen de los teoremas del ap. 3.1.
a) Si f(z) ¥y % (3) 5= 0 son dos funciones uniformes y analiticas

en un recinto dade G, entonees la funcion F (z) = :—E:} puede tener

puntos singulares en cl recinto &, precisamente polos, solamente
en los ceros de la funcidn g (z). Sea £ un cero do orden k de la fun-
cién @ (z) (k21) y un ccro de orden ! de la funcién 1 (z) (13 0)
(si £ no es un cero de la funcién f (z), hacemos I = (). Lnlonces.,
en un entorno del punto § sc tiene:

Iy f» g
OO gip... LI
F(z) — : =(@z—0* ——,
whE) @ ()
F b e ST s

donde fi' (E5£) £ 0 v ¢® ({) == 0. De esto se deduce que F (2) tiene
en el punto § un polo de ovden & — 7 si £ > I, y un punto regular
si &k < I; ademds, este Gltimo serd un cero de la funcién F (z) de
orden { — & si k = L.

b} Si f (z}) y ¢ (z) sou dos funciones quc no ticnen en el recinto @
olros puntos singulares més que polos, entonces su sumau, diferencia,
producto y cociente (este tltimo se forma solamente cuando
¢ (z)5= 0) tampoeo tienen otros puntos singulares més gue polos.

IZn particular, consideremos la diferencia de estas funciones
f(z) — ¢ (2), y sea £ un punto en cuyo entorno los desarrollos de
Laurent. de las funciones f (z) y ¢ (z) tienen la forma

O=—"tk et aoba G=0+ ..

z—0)*

I (3) - b_h
(z

o T —F—;b;—]_‘—f—bu‘}‘b[ (5-—-;) o

Aqui Z y % designan el orden dcl punto I, considerado respecliva-
mente cono polo de una u otra funcidu. Para mayor generalidad,
supondremos que I < 0 (o bien & < 0) cuando { sca un punto regular
de f (z) (o bien de ¢ (2)). comenzando en este caso el desarrollo con
Lérminos de potencias no negativas de z — &.

Restando término a término el desarrollo de ¢ {z) del desarrollo
de f (z), obtenemos cl desarrollo de f (2} — @ (z). Evidentemente,
el punto { seré un polo de esta dilerencia cuando, y sélo cuando,
éste sea un polo de al menos una de las funciones f (2) y p (z) (k> 1
o bien [2>1) y no coincidan entre si las partes principales de los
desarrollos de f (z) ¥ ¢ (2). Cuando las partes principales son iguales
(es deciv, B =1, a.p = by, . ... a.y = b_,), para la diferencia
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obtenemos el desarrollo:
F@—¢ @) =a—b4(ay—0) (z—0) + ...,

de donde se deduce que f es un punto regular para [(z)— g (z).
Consideremos ahora la funeion

F(3) = z(?l) ( (2) == 0).
Esta puede tener puntuvs singulares solumente en los ceros de la
funcidén ¢ (2) o en los polos de la funci6bn f (z). Sea £ un cero o un
polo de las funciones f (z) o ¢ (z). En cualquier caso podemos
escribir:

f&)=E— e+ az—8)+...],
P (D)= (2=0)"[bo-+ly (z=0+ ...],

donde ! y k son niimeros cnteros (positives, negativos o ceros),
y entre corchetes figuran series de potencias que son convergentes
en cierto entorno del punto  y cuyos términos independicntes son
diferentes de cero (ap == 0, by = 0). En estas condiciones, £ > 0
corresponde al caso en gue ¢ (z) tiene un cero de orden & en el punto £,
% = 0 significa que z = { es un punto regular cn el cual ¢ (z) 5= 0,
y, finalmente, & < O sigifica que z = £ es un punto singular de
la funcién ¢ (z), precisamente, es un polo de orden —k.

Pongamos los desarrollos de f (z) y ¢ (2) en la f6rmula para F (z).
Tendremos:

T P e N Stas B e ) b mE R
Ei = bo+by (z—0 ...

Evidentemente, para Ik el punto { serd regular para 7 {z) (en
particular, para I = & serd un cero de orden [ — k), mientras que
para ! << & sera un polo do la funcién F (z) de orden k& — I.

¢} Sea f (z) una funeién uniforme que no tenga en el recioto G
otras singularidades mds que polos. Entonces la derivada de esta
funcién f* (z) no puede tener tampoco en el recinto G olras singula-
ridades més que polos. Precisando, f* (z) tiene un polo en cada polo
de la funcién f (z), cuyo orden es una unidad mayor que el orden
del polo de f (z).

En efecto, sea § un polo de la funcién f{z) de orden % 1.
Entonces, en un entorno U del punto &, 0 << |z — & | << R, la fuu-
¢fén f (z} admite el desarrollo:

_ Ay Ay
=Tt + 2

Como los términos de este desarrollo son funciones analiticas en {7
y el desarrollo mismo es uniformemente convergente en el interior

G+ Ag+ A (20 ... (A_xs=0).
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del recinto U7 (debido a la propiedad de la serie de Laurent), éste
puede derivarse término a término en U. Resulta:

kA_n _
o

I'@=— b At (kAL #0).

-
Hemos obtenido para f° (z) el desarrollo de Laurent en un entorno
del punto &, de donde se ve que ¢ es un polo de orden & -+ 1 para
la derivada f' (z).

d) Sea f (2} 5= const una funcién uniforme que no tenga en el
recinto G otros puntos singulares més que polos, y sea 4 == oo un
niamero complejo arbitrario. Entonces, la derivada logarit-
mica dela funeibn f(z) — A4

d{Laff () —Al _ _1'@)
dz flz)—A

no tiene en el recinto G otros puntos singulares mis que polos;
precisando, ésta tiene polos simples en todos los polos de la funcién
f (2) v en todos los A-puntos de esta illima (es decir, en todos
los ceros de la funcién f(z) — A).

Para comprobar esta proposicién, podemos aludir al caso general
considerado anteriormente en b). Ya vimos que el cociente de dos
funciones puede tener polos en los ceros del denominador o en los
polos del numerador. Sea z = { un cero de orden k& del denominador,
es decir, un A-punto de la funcién f {z) de ovden k. Entonces

f@)—AaE—0"+a @0+ ... (k= 1, ay0).
De aqui se deduce que
I () = kag (z— L1 +ai (b + 1) (=" + . . .,

es decir, el punto § es un cero de orden & — 1 del numerador de la
fraceién. De esto se deduce que este punto es un polo simple de la
derivada logaritmica.

Por otra parte, sea 3 = { un polo del numerador f* (z). Esto
es posible solamente si § es un polo de la funcidn f {(z) — 4; ademds,
como ya sc vio en el caso ¢), el orden de multiplicidad del polo para
# (z) serd una unidad mayor que el orden del mismo polo para
f (z) — A. Por consiguiente, para la derivada logaritmica obtenemos
de nueve un polo simple en el punto £.

e} 8i L es un punto regular o un polo para la funcién f (z) == 0.
v para la Tuncidn ¢ (3) § es un punto singular esencial, entonces {
serd también un punto singular esencial para cada una de las fun-

ciones @ (2) 4= f(2), f (&) ¢ () ¥ }p(_(:;) ;
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En efecto, designemos estas illimas funciones mediante 1 (z).
Yn (2) ¥ s (2), respectivamente. Entonces tendremos:

3
P@=1E) (0, e@=2L, ¢@=t @0

Si se supone que; (8) (f = 1, 2, 3) tiene un punto regular o un polo
para z = {, entonces la funcién ¢ (z) también tendrd un punto
regular o un polo para z = {, lo cual contradice a la hipdtesis. Asi,
pues, el punto z = § no, puede ser regular para las funciones ¥, (z).
Como estas funciones son uniformes y analiticas en cierto entorno del
punto {, a excepeion de este punto, éste tiene que ser un punto sin-
gular aislado de caricter uniforme para 13 {z). Pero como ya compro-
bamos, el punto § no puede ser un polo para 1, (z). Por consiguicnte,
éste es un punto singular esencial para cada una de estas funciones.

1) Si { es un punto singular esencial para la funcién ¢ (z}, enton-

ces la funcién ﬁ tendra en £, o bien un punto singular esencial,
obiecn un punto singular no aislado: un punto
de acnmulaciéon de polos.

En efeclo, hay dos posibilidades: o bien existé an enterno del
punto L en el cual ¢ {z) no se anula, o bien tal entorno no existe.

En el primer caso, la funcién ¢ (z) = 51{5 serd analitica en cierto

entorno del punto £, a excepeién del mismo punto L. Este punto
no puede ser para ¥ (z) ni regular ni polo; en caso contrario { seria

1 ; 5
polo o un punto regular para ¢ (z) = v@ e contra de la hipotesis.
Por consiguiente, { es un punto singular esencial para 1 (z).

Fn el segundo caso, en cada entorno del punto { cxisten ceros
de la funeifn ¢ (z) y, por consiguiente, en cl mismo entorno existen
¥ i : <
polos de 1a funcién v () = 7" De aqui se deduvce que cualquier
entorno del punto { contiene puntos singulares (precisamente,
polos) de la funcién P (z). Por lo tanto, § es en el caso considerado
un punto singular no aislado para § (z). Este es un punto de acumu-
lacién de polos.

3.3. Consideremos una funcién uniforme f (z), analitica en todos
los puntos del exterior | z | > r do cierto efreulo con el centro en el
origen de coordenadas, a excepcién, posiblemente, del punto del
infinito. Realizando la transformacién z = — reducimos el estudio

4
de tal funcién al estudio de la luncién f* (§)=f (l] , la cual es

analitica en todos los puntos de un entorno del origen de coordena-
das, a excepcién, posiblemente, del origen de coordenadas. La ima-
gen del punto del infinito z = co sera el punto £ = 0, y a cada suce-



442 CAP. IV DIVERSAS SERILS. RESIDUOS

sién de puntos {z,}, convergente hacia el punto del infinito, corres-
ponderd una sucesion de puntos {C,l = zl} convergente hacia cero,
n

y reciprocamente.

Ll punto z = co se llamard regular, polo de orden &k o punto
singular esencial, segin que el punto § = 0 sea regular, polo de
orden % o punto singular esencial para f* (£). Como en los casos
indicados f* (&) admite en un entorno del punto & = 0 un desacrollo
de Laurent de la forma

O =atal-al? .. @l
PFO=a" .. it ata bt (@E0)

4o
Jn- (;} ) 2“ ﬁn;-"
-_—n
respeclivamente, (en el @ltimo caso, un conjunlo infinito de coefi~
cientes a, de potencias negativas de § es diferente de cerv), la fun-

cion f(z)=7f* [—:—) admitird en un entorno del punto del infinite
un desarrollo de Laurent de la forma

J(2)=ap-Fac gt a4 . b et .,

J@—ad ... Fagtag—a, g .. (ar=0)

@)= "'i’ 3"

segin que este punto sea regular, polo de orden k o punto singular
esencial (en el Ultimo caso, un conjunto infinito de coelicientes de
potencias positivas dezes difcrente de cero).

Por lo tanto, la relacidn entre el cardcter del punto con respecto
4 la [uneion vy el desatrollo correspondiente de Laurent resulta ser
aqui igual que en el caso de un punto finito, cambidndose sola-
menle los papeles que desempeian las potencias positivas y negati-
vas. Do acuerdo a esto, la parte principal del desarrollo de Laurent
en un entorno del punto del infinito es el conjunto de términos
de potencias positivas, mientras que la parte regular es el conjunto
de términos de polencias no positivas.

Ya sabemos que se puede distinguir un punto regular, un polo
y un punto singular esencial para { = 0 sin examinar el desarrollo
correspondiente de Laurent, sino averiguando solamente cuil de las
tres posibilidades tiene lugar:

1) f* (L) esta acolada en un entorno del origen de coordenadas;

2) el limite de * (L), enando  tiende a cero, es infinito;

3) cuando ¢ liende a cero, la funcidn f* (£) no tiene ningan
limite, ni finito, ni infinilo.
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Del hecho de que f(2) =f* (Y v 2 =% , 8¢ deduce gque para

el punto del infinito son vilidos estos mismos criterios, y que la
funcién tendrd en z = cc un punto regular, un polo o un punto
singular esencial seglin que ella esté acotada en cierto entorno del
punto del infinito, tienda al infinito cuando z tiende al infinito,
o, finalmente, no tenga ningn limite, ni finito ni infinito, cuando z
tiende al infinito.

Consideremos una funcién entera f (z). Esta, en virtud de su
definicién, es uniforme y analitica en todos los puntos finitos del
plano y admite un desarrollo que es convergente en todos los puntos:

J@)=ataz4a:2 + ... b anz ...

Como éste es convergente en cualquier entorno del punto del infini-
to, se le puede considerar como el desarrollo de Laurent de la fun-
cién en un entorno del punto del infinito. De aqui sacamos la con-
clusién que:

a) una funcién entera es regular en el punto del infinito cuando,
y s6lo cuando, ella es idénticamente igual a una constante:

f(@) =ay;

b) una funcién entera tiene un polo de orden k>1 en el

punto del infinito cuando, y s6lo cuando, ella es un polinomio
de grado k: ¢

f(@)=aotaz+4 ... +arg,  aps£0;

¢) una funcién trascendente entera puede definirse como una
funcién entera con un punto singular esencial en el punto del infi-
nito. Por consiguiente, para una funcién trascendente entera no exis-
te el limite: lim f (z) (ni finito ni infinito).

Za0

3.4. En este parrafo nos ocuparemos del célculo de las integra-
les de las funciones uniformes analiticas sobre curvas cerradas,
suponiendo que en un recinto que contiene al circuito de integracién
no haya otros puntos singulares més que puntos singulares aislados
de cardcter uniforme. Estando planteado el problema de esta manera,
la curva podri contener en su interior solamente una cantidad finita
de puntos singulares (en caso contrario, los puntos singulares ten-
drian al menos un punto de acumulacién, que serfa también un
punto singular de la funeién, pero no aislado). Sean z,, 2z,, ..., 2,
los puntos singulares aislados de la funcién f (z) situados en el
interior de la curva cerrada rectificable I'. Describamos alrededor
de cada uno de los puntos z, una circunferencia v,: |z — z; | == py
de un radio py tan pequefio que ésta quede situada en el interior de T’
¥ que cada una de ellas esté situada en el exterior de todas las demés.

28—1199
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Entonces, en virtud del teorema integral para un sistema de ecir-
cuitos, tendremos:

f1oa={ioat|i@at..+ | @
r 1 2 Yn
Por lo tanto, ¢l problema se reduce al caleulo de la integral
S f (z) dz sobre la circunferencia |z — z, | = py, situada en wun
Tx
entorno del punto singular aislado z, de la funcién f (z).
Sustituyendo f (z) por su desarrollo de Laurent en un entorno
del punto z; ¢ integrando término a término (lo enal es posible
debido a la convergenecia "uniforme de la seric de Laurent sobre
vx), hallamos:

feo B =] _
Sj’(z)dzzj S a g—z)mdz= S| o S (2 — 23)™ dz = a™2mi.
1Y Th m=—u M= —on ‘2;‘

En efecto, de todas las integrales i (z — zpY"dz. es distinta
L1

Th
de cero solamente una, la gque corresponde al valor m = —1, y ésta
es igual a 2mi.
[En resumen,

5,f(z)dz=zm(a‘_'{+a‘3’,+...+a‘-_"} ; (3.4:1)
}

La férmula (3.4:1) vesuelve por completo el problema planteado,
Voemos, pues. que en nuestras condiciones, el valor de la integral
de una funeién analitica depende solamente de los cocficientes de
las potencias de exponente igual a menos uno en Jos desarvollos
de Laurent de la funcién en los entornos de los puntos singulares.
Estos coeficientes se llaman residuos de la funecibn

Por lo tanto, se llama residuo de la funcién f (z), respecto
de un punto singular aislado ¢ de cardcter uniforme, al cocficiente
de (z — a)! on el desarrollo de Laurent de la funcién en un entorno
del punto a *).

*) El concepto do residuo portenece a Canchy. El misme seiialé también
numernsas aplicaciones doe este concepto a diversos problemas del andlisis.
Por 1o visto, la deneminacion residuo (réside) es debida a que Cauchy
llegd a este concepto huscando la diferencia entre las integrales tomadas
sobre dos caminos (con origenes y extromos comunes), ontro los cuales estén
comprendidos los polos de la funcioén. De esta forma se pucden encontrar todavia
los residuos en la «Memoria sobre las integrales definidass (1814). El mismo
vocablo eresiduos aparece por primera vez en el articulo «Sobre un généro de
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La formula (3.4:1) expresa el siguiente teorema:

Teorema de los residuwos. La integral de una fun-
cidn f (2}, tomada sobre un circuito cerrado I', contenido en un recinto
donde la funcién es uniforme y analitica, a excepcidn de puntos sin-
gulares aislados de cardcter uniforme, y que no pase por los puntos
singulares. es igual al producto de la suma de los residuos de la funcién
respecto de todos los puntos singulares comprendidos en el interior
de I', por 2mi.

Para aplicar este Leorema hay que saber calcular los residuos.
Bstos Gltimos se hallan sin dificultad alguna cuando el punto singu-
lar de la funcién es un pole. Supongamnos primero que a es un polo
simple de la funcién. Entonces, en cierto entorno del punto a el
desarrollo de la funcién ecg de la forma:

f@)=—t4uwta(z—a)+...,

Z—

a

de donde
fl@z—a)=a+a(z—a)+a,(z—a) ...

¥y, por comnsiguientc,

a_;=Res f (z) = lim [f (5) (z—a)]. (3.4:2)
Ie=a T—a
El cdleulo del residuo se simplifica mis, si f(z) tiene la forma
—2@
f@ =5

donde @(a)==0, ¥ () tiene un cero simple para z=a (es decir,
si P(a)=0 ¥y ' (a)=0). Entonces z=a cs un polo simple de la
funcion f(2), y segin la formula (3.4:2) obtenemos

Mo - i (z) - G (2} (z—a) _ . G (2) - @ (a)
Res f(z) = Res yrey = lim 20— =lim o0 oy =37y -
S~—a
(3.4:3)

céaleulo, andlogo al cdleulo de infinitesimaless, inclwido en el primer tomo de
«Excrcices de mathématiques de Cauchy (1826). Ile aqui como mtroduce Cauchy
este concepto: «Si, despues de haber hallado los valores de x que hacen infinita
a la [uneion f (x), se agrega n uno de estos valores, designado moediante z, una
cantidad infinitésima &£, y Tuego se desarrolla f (x; 4 2) segvin las potencias
crecientos de esta misma cantidad, los primeros términos del desarrolio con-

tendrdin potencias negativas de & y ung de ollos serd el producto de -Eii— por un

coeficiente finito, al enal lamaremos. re si du o do Ja funcién f (z), respecto
dol valor particular x; de fa variable z». Después de este articulo, Cauchy publica
muchos otros, incluidos en ¢l primer tomo y en los tres siguientes tomos de
«Exercicess (1828-1829), en los cuales consideraba las aplicaciones do la teoria
de los residucs al cdlcule de integrales, al desarrollo de las funciones en pro-
ductos infinitoz, a la teoria de las ecuaciones, ete.

28%
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8i ¢ es un polo de orden % (& >>1), en un entorno del puntoa
tendremos el desarrollo:

f@)=—— ...+

(z—a)h

.y

+ap-ay (Z"‘“‘ﬂ-)-l'- saey

zZ—a
de donde

@) (z—a) =a s+ g (g—a)+ oo Fay {z-a)”‘1+ S
Derivando término a término A —1 veces, resulta:

w+m=(k—l)la_(+k(km1) v B 38 S
y, finalmente, para z—>a:
(k— 1)l a_y=lim L2 &) c—al)
I-eq dz2li-1
o bien

a-i=Resf (@) = sl 14 df:z_(’—“"‘l . (8.4

=1l e

Facilmente se comprueba que esta férmula conserva su valor tam-
bién cuando el orden de multiplicidad del polo es menor que k.

9’;}
144

A 7] e — =
i .

FIG. 74

o
Ejemplo 1. Caleular la integral S F (z), dz, donde F (z)
g(:) » que no tiene polos en el
eje real y tal, que ol grado del denominador Q (z) es al menos dos
unidades mayor que el grado del numerador P (z).

Consideremos el circuito de integracién representado en la
fig. 74, donde BCA es una semicircunferencia de radio R con el
centro en el origen de coordenadas. Tomemos el radio R tan grande,
de modo que todos los polos de la funcién F (z) sitnados en el semi-

es una funcién racional: F (z) =
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plano superior queden comprendidos en el interior de dicho circuito.
Entonces tendremos:

+R
j F@dz+ | Fs)ds=2niSResF (3),
=R BCA

donde la suma se extiende a todos los poles de la [uncién F (z)
pertenecientes al semiplane superior.
Como

1+___+.._“£'_

am ap2™
b2t i by
T

y n—m>2, para valores de |z|=R suficientemente grandes,
tendremos:

P(2)

lF(zH=J - _|omz 4. 4ap

bpz™ ...+ by

2|a C
IF @) < bfn mi’ =z
Por esta. razin,
. c ac
[ 5 7 (z) dz\-::m R=F—0 cuando I — oo,
Hea

Por consiguiente,
o0 +R
{ # (2) dz= lim S F () dz— 2niS Res F (2).
e Rovoo dp

En resumen, la integral de una funcién racional, sin polos en el
eje real y que posea en el punto del infinito un cero al menos de segun-
do orden (esto es equivalente a la condicién n — m > 2), es igual
al producto de 2ni por la suma de los residuos de la funeién F (z)
respecto de los polos situados en el semiplano superior.

Supongamos, en particular, que
LY (|
@)=
donde p, ¢ ¥ r son nimeros enteros no negativos, siendo p <Tr

< T.

Aqui el grado del denominador 2r es superior al grado del nume-
rador al menos en dos unidades. ‘Todos los polos de la funcién F (z)
estin comprendidos en la formula

Ant
z=e T k=14, ... 7—1, r1, ..., 2r—1)
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(los puntos =1 no son polos de la funcién # (z), puesto que el nume-
rador y denominador de la fraccion tienen un factor comin 1 — z2;
si p — ¢ y r no son primos entre si, entonces algunos de los puntos
indicades tampoco serdn polos de F (z)). Entre ellos, en el semiplano
superior estidn situados los polos

hai

Z=g¢g T (k:i, 2y v l"—i)-
Todos ellos son simples y, por consiguiente,

hwd hnd
2 ap

—— 2g ki hrui
o b P
N DO LRI W L
Eati L (2r—1) =
Zemg T -—2re T
Por lo tanto,
b r—1 s 4
¥t Cotbn ZE (2py R
e da =" e —e 1=
— i
G o erdn AL
o i 1+e iy i4e =
¥ (a1 2 o1y
— —_—
_m 2p4-1 " 2g41
——;—-(cotg T—ﬂ—bﬂtg—zr—ﬂ) .

Observando gue la luncién subintegral es par, obtenemos:

dx:l

2p-1 L 2ql
T 5 [cotg—.z»;—n—-thng) .

Sir=2nyq=p-+n(p<n), la Gltima férmula toma la forma

2p

o x £ 8
==
1]

= Zp—1
in

2nsen

F o

Ejemplo 2. Sea ® () una funciéu analitica, a excepcién
de un nimero finito de polos, en un recinto que contenga al semiplano
superior cerrado (excluyendo el punto del infinito). Si ella no tiene
polos en el eje real y tiende a coro cuando z tiende a oo en el semi-
plano superior, entonces para cualquier p = 0 es vilida la férmula

oo

[ (ert=@ (2) + e=15® (—2)] dzr = 2mi ) Res [eriz (7)1,
v
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donde la suma se extiende a todos los polos do la funcién @ (z) situa-
dos en el scmiplano superior.

Tomando el mismo eirenilo de integracién que cn el ejemplo 1,
oblenemos:
'3 2
5 ewix(D (x) dz+ S eriz) (z) dz = 2mi z‘.. Res [er=D (z)1.
T =B nta
Elijomos ¢l radio R tan grande, de modo que todos los poles de la
funcifn e*iz @ (z), pertenecientes al semiplano superior (éstos coin-
ciden enon los polos de la funcién @ (z)), estén situados en cl inte-
rior del circuito de integracidn.
Demostremos que en estas condiciones

lim {l edizD (z) dz = (.
Boo pra
lin efecto,
| Trl :i S etz (7) dzl-:
BCA

exp (Wil cos g —nR sen @) O (Re') iRe'9dp | <

Py 1y

< | e~nRsene | @ (Re') | R dg.

ey

Seglin la condicién, max | (Reiv)|=¢e(R)—0 para R —oo.
[ = 14
Por lo tanto,

[Tl <& () { Re-wmeenodg =

[

2
- MRy

Re ™ dp=

hﬂﬁﬁh

=2e{R) \ Re—nrReeny dp < 2e (1)

e

= ft}tﬂ (1 —-.e—l-'-“}c:ﬁ-jfﬂ—]——a-o cuando R — oo,
Por consiguiente,
R T
lim 5 evi= O (2) de = lim S[e“‘“tb (2) + D (—2)] da =
-5 00 i}

R—+m

-

- 5 [erixD (z) 4= e—Hixd (—2)] dz = 2ni E Res{et#D (2)}.
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Este es el resultado que se pedia, Si @ (z) es una funcién
par, la férmula toma la forma

o

S cos pe® (z) dz = nui D) Res [et=D (3)].

0

Si ®(z) es una funcién impar, resulta la férmula:

sen uz® (z) dz =n D\ Res [t (z)].

Sty

Por ejemplo,

oo 2
cospzr oo . ehiz ne—he
):nz.m a=M B G
=2 niz Ba
z sen ze e
_[ i —nRes -2 = T
al} x 1maq A2 22 2
]

3.5. Como una de las aplicaciones importantes de la teoria de

los residuos, hallemos el valor de la integral 2%:(‘ q:(z]}—i‘-;(—_z_)ﬁdz,
i

donde f(z) es una funcién uniforme en un recinto G, la cual no
tiene puntos singulares en el misme, a excepcién, posiblemente,
de polos; 4 es un nimero complejo arbitrario, ¢ (z) es una funcién
uniforme y analitica en el mismo recinto y I es una curva cerrada
rectificable de Jordan, perteneciente al recinto & junto con la parte
encerrada por la misma, la cual no pasa por ningitn polo ni por los
A-puntos de la funcién f (z).

Los Gnicos puntos singulares que puede tener la funcién F (z) =
= @ (2) 7 (fz)(jjl en cl recinto & son polos, eriginados por los A-puntos
o por log polos de la funcién f (z). Sean ay, . . ., a, los A-puntos
de la funcién f (z) situados en el interior de [, y @y, @, . . ., Gm,
los érdenes de multiplicidad de estos A-puntos; sean by, .. ., by
los polos de la funci6n f (z) situados en el interior de Iy By, . . ., B,
los 6rdenes de estos polos. En los entornos de los puntos g; las fun-
ciones ¢ (z) y f (s) admiten los siguientes desarrollos:

P@=9@)+....
fO)—A=ca,G—a)™+ ...
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Por consiguiente, 7' (2) =cqo; (z—a)* ' ...y

ca’a;(z—a_j}“f_i—i—...
]"{z}=[‘P(’IJ)+---] i =
¢, G2 It ..

& 14... bt}
= )+ =

oyg(ag)

Z—ily

[p@p-...1=

Los términos no escritos contienen potencias superiores de
2z — a;. En particular, después del término que contiene {z — «;)!
tiene que figurar el término independiente del desarrollo de Laurent,
después, el término que contiene z— a;, ete. De agui se deduce gue
z=a; es un polo simple de la funcién F (z), euyo residuo es igual
a a;¢ (a;). Este residuo puede ser igual a cero, si ¢ (a;) =0; en este
caso, en la realidad, el punto a; no es un polo de la funcién F (z).

Consideremos ahora algin polo &; de la funcién f (z). En un
entorno del mismo se tienen los desarrollos:

PO =GN+ .
f@)—A=d_g (z—b) P4 ...,

Il —B—1
f (@)= —PBsdp,(z—by) T —...,
de donde

—f =1
—Bjd_ajfz""bjl =

F@E=Ip®)+..-] —5 =
d_p (2—b) 4.

—B
= RO+ =

B; Big (bp
= b+ ...]= Y
Por consiguiente, F (z) tiene un polo simplo en el punto z = b;,
cuyo residuo es igual a —f;p (b;) (éste es igual a cero, si @ (b)) = 0).
Aplicando el teorema dec los residuos a la integral

1 1)
PrT 15 ¢ 2 rm—a 9%

obtenernos:

i ) 0@ T = Naw@)— N bek).  B51)

T j=1 F==1
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La primera suma del segundo miembro representa la suma de los
valores que toma la funcién ¢ (z) en los A-puntos de la funcién f (z),
donde cada uno de ellos se repite tantas veces cual sea ¢l orden de
multiplicidad del A-punto correspondiente. Si se considera que
entre todos los A-puntos situados en el interior de I', cada uno de
ellos sc eseribe una cantidad de veces igual a su orden de multipli-

m
cidad, entonces la suma > a;p (2;) se pucde llamar simplemente
=

suma de los valores que toma la funcién ¢ {z) en los A-puntos de la
funcién f (z). Una observacién andloga subsiste también para la
segunda suma, donde la sumacién se extiende a los polos de la fun-
cién f (7). Delinitivamente, llegamos al siguiente enunciado:

La integral Z%S ¢ (2) 7 (’; }(_3) —~ 4z es igual a la diferencia entre

r

la suma de los valores que toma la funcién ¢ (z) en los A-puntos de la
funcién f (z), situados en el interior de T, y la suma de los valores que
toma la misma funcién ¢ (z) en los polos de la funcion f (z), situados
en el interior de T.

Senalemos unos casos particulares de esta proposicidn:

a) ¢ (z) = z. En este caso obtencmos la férmula:

m "
1 ’
e Sz%dz.;Za,aj—Eﬁjbj. (3.5:2)
K i=1 =1

es deeir, la inlegral resulta ser igual a la diferencia entre la suma
de los A-puntos de la funcién f (z), situados en el interior de T, y la
suma de lus polos de esta funci6n, situados en el interior de T'.

b) ¢ (z) = 1. En este caso nhtenemos:
| e X : _
2 5 To—a %= 2 e E B (8.5:3)
r j=1 =

¢s deeir, la integral resulta sor igual a la diferencia entre el nimero
de A-puntos de la funcién f (z), situados en el interior de T, y el
ntmero de sus polos, situados en el interior de T.

Si A =0, entonces los A-puntos serin ceros de la funcién f (z).
Designando con N la cantidad de ellos que hay en el interior de T
y con P, el niimero de polos que tiene la funcién f (z) en el interior
de I', hallamos:

1 Lo -
B | T dz=N—P. (3.5:4)

La integral que figura en el primer miembro se llamaresiduo
logaritmico delafuncién f (z) respecto del circuito I' {obsér-
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vese que bajo el signo integral figura la derivada logaritmica de
la funcién f (z)). Resumiendo, llegamos al siguiente teorema:

La diferencia entre la cantidad de ceros y polos que tiene l¢ fun-
cion f (2) en el interior del circuilo I' (en ambas cantidades se tienen
en cuenta los érdenes de multiplicidad de los ceros y polos) es igual
al residuo logaritmico de la funcidn respecto de este circuito.

El residuo logaritmico tiene un significado sencillo. Para reve-
larlo, escribamos la integral en la forma

il 1’ {2) i d
e 5 EirH dz =g § _ {Ln |f (3)]} daz.

Sefialemos en la curva I un punto arbitrario z,, al cual considera-
remos punto inicial y final del camino de integracién. Al recorrer
el punto z la curva I en la direccién positiva, la funeién Ln f (z) varia-
rd continuamente, y después del recorrido de toda la curva su valor
en el punto z, se diferenciard generalmente del valor inicial en el
mismo punto. Pero, para un mismo valor de f (zo), los valores Ln f (z;)
podran difcrenciarse solamente por ser dislinlos los valores gue
se asignan a Arg f(z) antes y después del recorrido. Designando
con @, el valor inicial de Arg f{z,) ¥ con @, el valor de Arg f (z)
después del recorcido, hallamos:

1 ' ({z} ; 1 "
i | g s =5 {Un| £ (30) |+ 011 —
)

0, —0y
D=,

—[In| f (z) |- idn]} = T3

Por consiguiente, segin la formula (3.5:4),

My — D, i

Ne—pP=—t2t (3.5:5)

Esta relacion expresa el denominado principio del
argumento.

La diferencia enire la cantidad de ceros y polos de la funcion f (2),
comprendidos en el interior de una curva cerrada T, es igual a la varia-
cidn del Arg f (z) al recorrer el punto z el circuito T' en direceidn posi-
tiva, dividida por Zm.

Sefialemos también la interpretacién geomsétrica de la proposi-
cion obtenida. Al recorrer el punto z la curva cerrada I’ en direccidn
positiva, el extremo del vector w = f {z) describird una curva cerra-
da I". Designemos con v la cantidad de vueltas completas que da el
vector w en torno del origen de coordenadas en el recorrido indicadoe.
Convengamos en contar cada vuelta con 1, si se efectfia en direc-
cién positiva, y con —1, si se efectiia en direceién negativa. Entonces,
para la variacidén de Arg f (z) obtenemos la magnitud 2av, de donde
se deduce el signiente enunciado del prineipio del argumento:
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La diferencia entre el niimero de ceros y polos de una funcién uni-
forme | (z), comprendidos en el interior de una curva cerrada T, es igual
al nimero de vueltas completas v que da en torno del origen de coordena-
das el vector que representa f (z), mientras el punto z describe el circui-
to I' en la direccién positiva.

En el caso particular en que f (z) no tenga polos en el interior
de T', obtenemos:

el niimero de ceros de la funcidn f (z). comprendidos en el interior
de la curva cerrada T', es igual al riimero de vueltas completas que da el
vecior | (3) en torno del origen de coordenadas al recorrer una vez el punto
z el circuito I’ en la direccién positiva.

Del principio del argumento se desprende el siguiente teorcma:

Teorema de Rouché. Sif(z)y o (z) son dos funciones
uniformes y analiticas en los puntos de una curva cerrada rectificable I'
y en el interior de la misma, y si en los puntos de esta curva se cumple
la condicion | f (z) | > | @ (2) |, entonces en el interior de T la suma
f(2) + @ (2) posee tantos ceros cuantos tiene la funcién f (z).

Demostraci6n. Para averiguar el niimero de ceros de la
funcién f () + @ (z) aplicaremos el principio del argumento.
Escribiendo f (z) -+ ¢ (z) para los puntos de la curva I' en la forma

: o @ @
fO+e@=1@[1+35
{|/ (2)] es mayor que |@(z)| en Jos puntos de la curva I' y, por
consiguiente, no se anula), hallamos:

Arglf () +¢ (@) = Argf (@) + Arg[ 1+ 2] .

Pero l%%i{ 1: por lo tanto, el extremo del vector que representa

1-+ ?'f%) describe una curva cerrada comprendida enteramente en

el interior del circulo de radio 1 con el centro en el punto 1. Por con-
siguiente, el vector correspondiente no da ninguna vuel_ta alrededor
del origen de coordenadas, y la variacién del Arg Li + e@ ]

f(z)
al recorrer el punto z la curva I' es igual a cero. Asi, pues, la varia-

cion del Arg [f (z) + 9 (2) ] en el recorride indicado coincide con
la variacién del Arg f (z) en el mismo recorrido, de donde, segin
el principio del argumento, sc deduce la igualdad de los niimeros do
coros de lag funciones f (z) + @ (2) v f (2).

La proposicién que sigue es una aplicacién 1til de este teorema:

Teorema de Hurwitz Si {f, (2)} es una sucesidn de
funciones analiticas en un recinto G, uniformemente convergente en el
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interior de este recinto hacia una funcién f (z) s= 0, entonces, para
cualquier curva cerrada rectificable v, perteneciente a G junto con su
parte interior y que no pasa por los ceros de la funcidén f (z), se puede
seftalar un nidmero v = v (y) tal, que para n > v (y) cada una de
las funciones f, (2) tendrd en el interior de y un mismo niimero de ceros,
igual al niimero de ceros de la funcién f (z) situados en el interior de
esta curva.

Demostracidn. Designemos con p el minimo de {f (z) |
en los puntos de la curva y: en virtud de la condicidn, p > 0. Por
consiguiente, debido a la convergencia uniforme de la sucesitn
{f» (z)} en ¥, se puede sefialar un v(y) tal, que para n > v () en
todos los puntos de la curva y se cumple la desigualdad

[Ih@—f@<n<|f@]

Pero de aqui, segun el teorema de Rouché, se deduce que las funcio-
nes (@) v @ +Un@) —f@) =fu@) (n>v() tienen un
mismo nimero de ceros en el interior de y, con lo cual se termina
la demostracidn.

Ejemplo 1. Hallar el nimero de raices de la ecuacién z8 —
— 428 452 —1 =0, cuyos mddulos son menores que 1.

Apliguemos el teorema de Rouché.

Para esto, representemos z8 — 4z° +22 —1 en la for-
ma f (z) 4- ¢ {z), donde f{z) = —428 y @ (z) =2* +- 22 — 1. Como
para |z | =1

le@|=12"+2—1|<|2*|+]2*|+1=3

3" "
1) | =142"| =4,

le(a|<<|1@@)].

Por congiguiente, segin el teorema de Rouché, la funcién f (z) 4
+ ¢ (z) = 2z ~= 42® 4- z2 — 1 tiene on el interior de la eircunferen-
cia |z | =1 tantos ceros cuantos tiene la funcién f (z)= —4zd.
Pero esta dltima tiene un cero de quinto orden en el origen de coorde-
nadas y, por consiguiente, el ndmero de ceros que tiene en el cir-
culo unidad es igual a 5. Por esta razén, la ecuacion z® —4z% -
-+ z*—1=0 tiene cinco raices en el interior del circulo unidad,
es decir, tiene cinco raices cuyos médulos son menores que la unidad.
Ejemplo 2. Demostrar que la ecunacién

ag+aycos O+ azeo8 28+ ... +ancosnd =0,
donde 0 < ay << a; . . . << a,, tiene 2n raices distintas en ¢l inter-

valo 0 << & << 2n. Ademds, la ecuacién dada no tiene raices imagi-
narias.

se tiene
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Demostremos primero que todos los cerns del polinomio
pley=apd+aiz+ ... -Fas”
estéan situados en el interior del eirculo unidad. Evidentemente,
este polinomio no tiene raices roales positivas. Si z no es un nimero
positivo, se tiene:
| p(z) (z— 1) | =] @ng™t — [gp (a; — ag) 2+ - - . + (an—an_1) &1 | >
Z|as" | —|ampt{a—a) st ...+ (@ —any) 3>
> an | 2™ —ag+ (@1 —ao) | 2]+ - . - (@ —an-i}| 2]

En efecto, como los ntimeros ag, & — dg, « « -y Gy ~— @y_g SO1 PoSiti-
vos y el nimero z no es positivo, los veclores ag, (@ — a4) 3. . . .

. {an — @n_y) 2" no pueden llevar una misma direccién y, por
consiguientle,
|y {ay—ap) 21 .« o - (tn—an-) 2" | <Z @g - (@) —ag) [z|+ ...

v (ap—a,o )| 2|
Si, ademds, |z |> 1, entonces
o+ {2y —agl | 3]+ ...+ (@ —anai) | 2 "<
< G| 2™ - (@ — o) [2[* -+ o < (G —ang) | 5[ =
= fOg (g —do) b + o+ (n— i) | 5[ == G 2™
Asi, pues, para |z|>>1 y 2z no pesitive, se tiene:
| p(2) (2—1) ) > an | 2™ —ap | 2| =0, o sea p(2) (z—1)==0.

Pero de aqgui se deduce gue para z no positive y en valor absoluto no
menor que 1, p (3) %= 0. Bsto Gltimo es cierto también para z positi-
vo y. por consiguiente, p (z) no tiene ceros fucra del circulo unidad
ni tampoco en su eircunferencia. Por esta razdn, todos los n cecos
del polinomio p (z) estin situadog estrictamente on el inte-
rior del eirculo unidad.

Supongamos ahora que el punto z deseribe la circunferencia
|z | =1 en la direccion positiva. Entonces ¢l vector que represcita
p (2), segiin el principio del argumento, ticne gque dar en torno del
origen de coordenadas un namero de vueltas igual al nimero de ceros
del polinomio p (z), es decir, n. Como en cada vuelta la curva que
describe el extremo del vector se corta con el eje imaginario al menos
dos veces (una vez por encima y otra por debajo), tendremos al
menos 2Znr intersecciones de éstas. Cada una de ellas corresponde
anna posicién determinada del punto z en la circunferencia | z | = 1,
es decir, a un valor determinado del argumento &, el cual varia
en el intervalo (0, 2x) al dar una vuella.
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Por consiguiente, tenemos al menos 2n valores distintos del argu-
mento & cn el intervalo 0 << & << 2m, para los cuales el punto que
representa p (z) = p (e'%) so sitGa en el cje imaginario. Para cada
uno de estos valores de ©

Re {p (e%)] =Re (ao+ a,e'® 4 . .. 4 aein®) -
=Relag--ay(cos S +isent) + ... -ba, (cosnit+isen )] =
=ay+aycos - ... 1 q, cosni

se anula; por consiguiente, queda demostrada la existencia de al
menos 2n raices de la ecuacién
ay+agcost+... a,cosndt=0

en el intervalo (0, 2m).

Demostremos que el nimero de todas las rafces situadas en esto
intervalo es exactamente igual a 2n. Con esto fin, hagamos ¢ = ¢,
entonces, tendremos:

coskth =2

Oy —thO g e
2 S

¥, por consiguiente,
g+ @y cos O+ . .. 4 ap cos i =

= T @t anfot oo A 20 0 L a .

8i &y, Loy - - - Lon son los eceros del polinomio que figura en el
segundo miembro, entonces todos los ceros del polinomio trigono-
métrico que figura en el primer miembro satisfacen a la condicion
=t =4 2 oo 2n).

De aqui se deduce, ante todo, que la cantidad de ceros reales distintos
del polinomio trigonomsétrico considerado en el intervalo 0, 2n)
no es supcerior a 2n. Como ya se hahia demostrado que exislen no
menos de 2n ceros reales distintos de este polinomio en el intervale
(0, 2r), el ntimere total de cllos es ignal a 2n. Obsérvese que los
médulos de log niimeros £; — ¢'*/ son todos ignales a 1; por lo tanto,
entre los coros del polinomio trigonométrico dado no puede haber
ningune imaginario.

Ejemplo 3. Sea ¢ () una funcién de variable real, positiva,
continua y creciente en el seginento [0, 11. Consideremos la integral

1
{ @ (£) cos zt df.
i)

Basindose en la observacién hecha en el ap. 1.2 (pdg. 388), a ésta
se la puede considerar en cualquier recinto acotado del plano como
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el limite de una sucesién de sumas integrales:
n—1
1 k k
=72 o (}T) cos —z.

uniformemente convergentes en este recinto *}).
Por congiguiente, esta integral representa una funcién f (2},
analitica en cualquier recinto del plano, o sea, es una funcién entera.

i
Evidentemente, f(z) 50 (por ejemplo, f(0)= i p(t)dt > 0) Por lo

tanto, a la sucesi6n {f, (z)} y a la funcién f (z) se les puede aplicar
el teorema de Hurwitz. Si z, es algtn cero de la funcidn f (z), entonces
en cualquier entorno fijado del punto z, todas las funciones f, (2),
comenzando desde una de ellas, tienen que tener tantos ceros cuantos
tiene f (z), es decir, al menos un cero. Pero las funciones f, () son
polinomios trigonométricos que satisfacen a las condiciones del

ejemplo 2 ((on este caso Q<"a,= %q: (-:—) << Apsy =%-p (k':i]

z . 2 -
b4 ﬂ:;) . Por esta razém, las funciones f, (z) no tienen ceros

imaginarios. Por consiguiente, la funcién entera f(z) =
1

=—-—§|p(t) cos zt dt tampoco ftiene ceros imaginarios: todos sus
i

ceros gon ndmeros reales.

3.6. Si f (z) es una funcién uniforme y analitica en cierto entorno
| z | = R del punto del infinito (a excepcién, posiblemente, de este
mismo punto}, entonces en este entorno es valido el desarrollo:

f@)=... +Amz ™4 ...+ A2 4+ A3+ ..+ Aps" ..

Hallemos la integral de f (z) sobre la circunferencia Cq: |z | =
= ¢, donde ¢ = R y la direccion del recorrido es tal que el entorno
|z | > o del punto del infinito queda a la izquierda del observador.
155 natural considerar positiva tal direccién con respecto al recorrido
en torno del punto del infinito. Mas con respecto al interior del
cireulo | z | << o, es decir, con respecto al enlorno del punto finito
z — 0, ésta es negativa. Integrando términe a término la serie de
Laurent, resulta:

S f(5) dz— A_, (— 2mi) = 2mi (— A_y).
8

*} En el caso dado, esta proposicién es fdcil comprobarla directamento.
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Para que cn el caso de integracion aleededor del punto del infi-
nito la integral de la funcién también sea igual al producto del
residuo de la Tuneidn por 2=/, es conveniente dar la siguiente defi-
nicidn:

Se llama residuo de una funcidn, uniforme y analitica en clerto
entorno del punte z = oo, respecto de este punto, al coeficiente de z7',
tomado con signo menos, en el desarrollo de Lawrent de la funciin en
este entorno.

Entonces

[ 7(2) dz= 2miRes 1 (2),

donde la integral se toma en la direccion positiva con respecto del
punto del infinito, es decir, en el sentido segin ol cual Ia parte extle-
rior de la curva queda a la izquierda (v no la parte inlerior ¢omo
ordinariamenle se hace).

Aplicando esta definicion, oblenemos el siguiente leorema:

La suma de todos los residuos de una funcidn uniforme y analitica
que solamente liene punios singulares aislados, es igual a cero.

iZn efeclo, el namero de puntos singulares de tal funcidén s finito
{en easo conlrario, existiria nn punto de acumulacion, finito o infi-
nito, del conjunto de los puntos singulares. el cual seria, por lo Lanto,
un punto singular no aislado de la funcion). Deseribamos una cir-
cunferencia | z | — o, con el centro en el origen de coordenadas, de
modo que en clla y en su parte exterior (a excepeion, posiblemente,
del punto z = oo) no haya puntos singulares de Ia funcidn. Entonces,
todes los puntos singulares linilos: z;, 34, . . ., 2, estardn sitnados
en el interior de esta cireunferencia, por lo cual, segin el Leorema
de los residuns, so tiene:

Y f(2) dz— 2mi E Res {(z2).

IEXI
il
Aqui se toma la integral en la direceibn positiva ordinaria, es decir,
de tal modo que el interior de la circunferencia quede a la iznguicerda.
Pero esta misma direceidn serd negativa con respecto al puntoe del
infinito. Por lo tanto, la misma inlegral serd igual a

g f(2) dz = — 2mti Res f (z).
{:‘0 =20
Restando la segunda relacién de la primera, oblenemos defi-
nitivamente:
2ni[Res f(z) ... Resf(z)+ Resf(z)| =0,
==z r=in 2==00
59— 1199
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o bien
Resf(z)+ ...+ Resf(z)+ Res f(z) = 0.
imwz| I=In Tu=co

kEl teorema queda demostrado.

En particular, este teorema es cierto para cualquier funcién
racional, pueste que una funcién racional ticne solamente puntos
singulares aislados de caricter uniforme (precisamente, polos).

Obsérvese que el residuo de una funcién respecto del punto
del infinito se determina mediante el cocficiente de uno dec los
términos de la parte regular del desarrollo de Laurent,
mientras que el residuo respecto de un punto finito se determina
mediante el coeficiente do uno de los términos de la parte prin-
cipal (es menester recordar que el conjunto de las potencias nega-
tivas del desarrollo de Laurent representa la parte regular para el
punto z = oo y la parle principal para un punto finito). De agui se
deduce que el residuo respecto del punto z = oo puede ser distinto de
cero, incluso cuando este punto no sea singular, es decir, cuando es
regular, mientras que el residuo respecto de un punto regular finito
sicmpre es igual a cero. Asi, por ejemplo, para la funcién f (z) = -:—-
el punte z = co es regular (es un cero de primer orden}. Sin embargo,
aqui Res f(z) = —1 == 0.

T==0oo

§ 4. APLICACION DE LA TEORIA DE LOS RESIDUOS
AL DESARROLLO DE LAS FUNCIONES EN SERIES.
INTERPOLACION

4.1. Sea f (2) una funcién uniforme y analitica que no tenga
en el plano finito otros puntos singulares mas que polos.

Designemos con € una curva cerrada rectificable de Jordan cual-
quiera que no pase por los polos de la funcién f (3), y sea z un punto
situado en el interior do C, distinto del origen de coordenadas y de
los polos. Caleculemos la integral de tipo Cauchy:

1 5 /() gt
2ni t—szs °
Evidentemente, los polos de la funcién ¢ () = é_(_;_)z en el inte-

rior de € son: el punto § = z y todos los polos de la funcidn 7 (z)
siluados en cl interior de €. Designemos con fy, ..., B, todos
aquellos polos que son distintos de cero, y con G; (2), . .., G, (2}
las partes principales correspondientes de los desarrollos de Laurent
de la funecién f (z). Hagamos también B, = 0, suponiendo que G, (2)
es la parte principal del desarrollo de Laurent de la funcidn f (z)
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en un entorno del punto z = 0, de modo que G, (3) es idénticamente
igual a cero, siz = 0 es un punto regular de f (2), y G, (2) es una fun-
¢ién racional con el finico polo en el origen, si z = 0 es un polo de
la foncion f (2).

Calculemos los residuos de la funcién ¢ (£) respecto de los puntos
=2z Py ... Pa- Ante todo, obtenemos:

§i§¢ © =1

Sustituyendo luepo f(C) en un entorno del punto B por el desa-
rrollo de Laurent correspondiente
AR )
" —Vx Ay h) th) )
e, o ¥E oo ) + AW —
!('s) (;—Bk)v" + = T—Pr *‘Ao 1 (Q ﬁﬁ)'l'
c=Gn €) + Pu (D),

donde G (L) v Px() son las partes principal y regular del desa-
rrolle, respectivamente, y observando que para |[§—fPx|<<|z—Pa|

1 1

T—z GE—P0—G—Pn
R SRS e S (oY Ml

z—fa  (E—Pu)?® 77 (2—Pr)TH

hallamos que el término gue contiene ({—fx)™ en el desarrotlo
de @@ =/ () 5 es igual a

AR A A% 1 . 1
i e = e kN =
Por consiguiente,
RES P (;] Stk G?L {2)-
t=8y,

Asi, pues,
L[ f0d
T:Erig——fé"zf(’}_%cﬁ (2).
0 Ssea, ’
. n
1@= 5 e+ [ HE @1
(]

Esta férmula podria haber sido obtenida de otro modo. Obsérvese

mn
para csto, que ;Gh () es una funcién racional que se anula en

29*



452 CAD. IV DIVERSAS SERIES. RESILUOS

‘el infinito; Lodos sus polos estén situados en el interior de €. La fun-
n
1 G (2)
cidn e (z estd siluado en el interior de C) posee las mismas
propiedades y en el punto del infinito tiene un cero al enos de
segundo orden. Por esta razén, gu residuo respecto del punto del
inlinito es igual a cero, y, por consiguiente,

i 26 )
Tnr ( g =N
ol
de dondo

"
FEO—Y 61 @)

1 f@d; 1 T I
PET] S c—z 7 dad \ t—z oz,
[ C

n
Pero la funcién f (L) — D65 (L) es analitica en todos log puntos
1]

interiores a C; por lo cual, a la Gllima integral se la puede aplicar
Jla formula de Cauchy, obteniendo:

i
T 1= 6 ) "
Lhdg i e Ao
o | e = | e — =10 D 6,
3 C n

es decir, resulla la Tormula (4.1:1).

Supongamos gque exisle una sucesién de eurvas eerradas recli-
ficables de Jordan {C,,} que no pasan por los poles de la Tuncién
{ (2), donde cada una de las eurvas {€,} estd conlenida en el interior
de la siguiente (€,,+4) ¥ cuyas partes interiores, para m suficienle-
mente grande, conticnen a un circulo dado cualquicra |z | < A,
cumpliéndose para las curvas 7, la siguiente condicion:

. [ A)d :
LR = @1
o

Intonces, ol ndmero de polos de la funcidn f (z), situados en el
interior de €y, dependera de m: n = n,. v de la férmula {(4.1:1)
hallamos:

?l-}Il
f(2) lim X Gy (2). (4.1:3)
U

= o0
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es deeir, la funcién f (z) se expresa en forma del limite de la sucesion
de la suma de las partes principales de sus desarrollos de Laurent,
respecto de los polos situados en el interior de C,,.
La coadicion (4.1:2) queda satisfecha si, por cjemplo,
Tim 3 1/ ()| ds < oo. {4.1:4)
m—e oo 0
Cne
En efecto, designando con rp, la distancia desde el origen de
coovdenadas hasla Cp, {rm — co cuando m — oo} y suponiendo que
z pertenece al circulo |z| <R, para rp >> R lendremos:
f (2 4 1 ¥
|er § 425 | <mr=m | /@ ds—0

e Cm

cuando m — oo,

De esta acolacion se ve que, con la condicidn (4.1:4), el Lérmine
complementario de Ja formula {(4.1:1) tiende a cero nniformemente
respecto de z, pertenceienle a un circulo arbitrario |z | << R. Por
esta razén, la sucesidon (4.1:3) converge nmiformemente hacia f (2)
en cualquier eirculo |z | <7 1.

Sc puede obtener una expresion para f (z) andloga a (4.1:3) en
condiciones mas generales. Supongamos para esto que en lugar de
(4.1:4) para la sucesion de curvas {Cy,} y un niimero enlero no nega-
tivo p se cumple la relacion

Tm | 8L s < . (4.1:5)
M=y I'elx

i
Si s¢ supone que las longitudes 1, de las curvas C,, crecen no mds
rapidamente que Ar,, donde % es una constante (asi serd siempre
que C,, scan curvag homotéLlicas respeeto del origen de coordenadas),
entonces hallamos que

max | { (£}
LF (0] £) | —bm Em
=2 s <7 max A

5 e WX S < o

Can

De aqui se ve gue la condieién (4.1:5) quedara ecumplida si se
verifica la condicion mas simple

— max|f)|
lim —= = << 0o, {4.1:6)
m—s 20 Tm

que admite un crecimiento infinito del max | z (§) |, pero no mis
Cm

ripido que el de rh.
Haciendo la suposicién de gue se cumple la condicion (4.1:5)
o (4.1:6), volvamos a considedar la velacién (4.1:1) y snstituyamos
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en la misma (§ — z)~! bajo el signo de la integral, por la expresién

= 271;'1_1_1;="?§'+“:%‘+ I
Entonces tendremos:
n P
1@=36@+ 3o |t a0 i L0 2o @
0 [} C
Observando que los puntos fig, By, ..., Pa son polos de la funcién
;fl} situados en el interior de C, hagamos:

Res L8l _ 400 (j=0,1, ..., p).

a=p, LM

lintonces oblenemos:

P 1 P ; : ; n

S o (L& a= 3 AP+ a7 =3 P

i=0 c i=0 h=0
donde P (z) son polinomios de grado no superior a p:

Pr(a) = A 4 Az 4. . L AP e, (4.1:8)
iEn resumen, la férmula (4.1:7) puede escribirse en la forma

@)= 16x )+ Pa@)+ o § FEL T dr (419)
] [

Sustituyendo aqui € por C, y, por consiguiente, n por g,
aplicando la condicién (4.1:5), oblenemos que ¢! término comple-
mentario de esta férmula

1 {(0 20+
2mi g f—z tr¥t g
c

m

tiende a cero, y ademés, uniformemente con respecto de los pun-
tos z, pertenecientes a cualquier cireulo fijado: |z| << 1. En efecto,

si m es tan grande que r, >R, se tiene:

1 (g =r+t | 1 1@ J=zjpn
| [ £ | <o [ i ras<
r"m ('m
REHL 1 /()|
STem—1 ) g
cm
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Pero, en virtud de la condicién (4.1:5), las integrales S %{%—ds

m
estan acotadas:

j AL ds < M < oo,
('m .
Por congigniente,
1 ¢ f(g =+ MRv+1
i ) Tz P d§|< 20 (rm — )
m
y de la férmula (4.1:9) resulta el desarrollo

—» (0 cuando m — oo,

f(z)= lim ﬁ[{;k (z) +Pa (2))- (4.1:10)

que converge uniformemente hacia f(z) en cada circulo |2 << i,
Este desarrollo puede escribirse en forma de serie

[(z) =160 (2)+ Po (2)] +n§'u {1Gn, 41 ()4 Proas (B ..+
16y, , B+ Pny, (BN} (4.1:41)

donde n, se debe hacer igual a cero.

Obsérvese que los primeros términos de la sucesién (4.1:10)
o de la serie (4.1:11) se hacen infinitos en los puntos fg, . - .o Pam,
es decir, alli donde se hace infinita la funcion f (z). Por esta razén.
la convergencia uniforme de la serje (4.1:10) se debe entender como
la convergencia uniforme de aquella serie que se obtiene de la dada
después de despreciar unos cuantos primeros Lérminos que licnen
polos en el cirenlo |z | << f1. Los desarrollos de la forma (4.1:10)
(en particular, (4.1:3) o (4.4:11)} se llaman desarrollos de f (z) en
fracciones simples.

4.2. Tl método expuesto de desarrollo de las funciones en series
pertensce a Cauchy. Apliquémoslo a unos cuantos ejemplos parlicu-
lares de gran importancia.

1) Desarrollo de secz Tomemos por C, los contornos
de los cuadrados con los centros en ¢l punto z = 0 y con los lados
paralelos a los ejes de eoordenadas y de longitudes 2mn. En los lados
de los caadrados, paralelos al eje imaginario, sc tiene: z = -+ mia -+
+ iy, v, por consiguiente:

1 D
leos(=mn+1g)| — Jeomiy] ~ chy °
En los lados de los cumadrados, paralelos al eje real, se tione:
z=2a -+ imxn, y, por consiguiente (véase la férmula (3.6:11). cap.

|secz| =
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segundo),
1 1
jeCZ| = 5 W
| soc l |eos{xr = imn| 7 shmn

De estas desigualdades obtenemos para la integral I |secl|ds

CIF!
la sigwiente acotacion:
wa
o dy 1
se £ ST o . S
j |secl|ds <2 S Ty Bamp o .
E.m —inT
L .
Como la integral j 4 s convergonle ¥y —— —» 0 para m —s co,

el i shmn
se enmple la condicion (4.1:4) y, por consiguiente, también la con-
dicion (4.1:2). Por esla razén, en el caso dadno se puede utilizae la
formpula (4.1:3).

IZn el interior de €, la funcién sec z =

L jieno polos de la
cns 2 '

oy £ ! e .
forma (27 — 1) 5 - donde — m - 1 < j < m: Lodos ellos son sim-
ples. puesto que los ceros de cos z son simples. Evidenlemente,

Res seez = n———---i—._- (—1)",

2i—1
=(2i—1} % =it [ 2 ﬂ.)
¥, por consiguiente, la parte principal de seec z en ¢l entorno del
(—1’

punlo z = {2j — 1) —’;- s Gy (z) = Obsérvese tam-

- (@--N
bién que z = 0 no es un polo para see z v, por consiguiente, se debe

suponer gque la parte principal corvespondiente es igual a cero.
De la formuta (4.1:3) hallamos:

secz = lim 2 Lj’_l
Ll J==m k| ‘-_tzf_” :2_
m f—]]" 1] (— 1y
—= lim 2—-———-————-—’1—4— 2 —]s
iy F ] 3—{2!_”_2_ J=—m1 :_(-J-.’_l}T

Sustiluyamos en la segunda de las sumas que liguran bajo el signo
del limile j por 1—/%. Obtenemos que k vaciard entre los limites
desde 1 hasta m, y, por consigeicnte,

i m -
o] (_|)j a5 {_l).sﬂ-l

et (2= D D e 2k—1E
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Por esta razbn, cambiando la notacion & por j, hallamos:

W e .
secz—= lim [ § (1) i (1)1 B
e s o, N i - o =

ti I:j=s 2_()‘-’_“T e Z_HZ"_I)T

T
M—son 22— (2j—1)2 _I..t{l_

= lim 2 [_1)-FM__
i=1

Hemos oblenido el desarrollo de secz en serie

secz:Z(-—-l)‘——‘zE—:ﬂ?. (4.2:1)
b 21

Del método de obtencién de esta serie (un caso particular de la
farmula (4.1:3) con la condicion (4.1:4)) se deduce que ella es unifor-
memente convergente en cada eireulo | z | << 7 (ademas, para hablar
de la convergencia de la serie se deben exeluir de la misma unos
cuantos primerog términos, que tienen polos en el eirenlo dado).

2) Desarrollo de cotgz. Tomemos por €, los conlornos
de los cuadeados con los centros en el punlo z = 0 y con los lados
paralelos a los ejes de coordenadas y de longitudes (2m 4 1) n.
Entonces, en los lados de los cuadrados, paralelos al eje imaginario,

1 5
Zoe (m—t—-—2 ) iy,
¥, por consiguienie,

1 "
i [i (m_é_) et w] _‘ sen tin) |
sen [i (m -;:..) :t_|_,f_y] cos (iy)

En los lados de los cuadrados, paralelos al eje real,

|cotgz| = ot =Y |

-
oV ey <1

z=x_~_t£(m+ —:) T,

y. por consiguiente. (véuse la [drmula (3.6:11) del cap. segundo),

cos [zii(:‘u-i—%] ‘I'l.] ch(m-{--,}).ﬂ.
- =

sen [.rt i (m -}-—;—) 41.] T sh (m-}—%—) i B

t+e“(2m+l}aﬂ: {2 L,va_.'_-t
T —eigmtnu = {— gt = a1

|eotgz|=
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[En resumen, en los lados de los cuadrados C, el mddulo
| cotg z| satisface a la desigualdad
€ +1

—1
Por esta razbn, se cumple la condwmn {4.1:6) ¥, por consiguiente,
también la condicién (4.1:5) para p = 0, y podemos aplicar la
formula (4.1:10).

in el interior de Cp, la funcién cotg z = ::i;
siguienles: O, +r, .. ., =mmn. los cuales todos son simples, puesto
que todos los ceros de sen z son sgimples. Evidenlemente,

|thgz|a,

tiene los polos

cos kn - 1‘

Res cotgz - coskn

2=k
por lo cual, la parte principal Gy () del desarrolle de cotg z en el
entorno del punto z = kr es igual a % v

En el caso dado, los polinomios 7, (z) (véase la férmula (4.1:8)
son de grade no superior a p = O:

Py (2) = AP = Fes 0ge .
=kt ;"

Pero, evidentemente, la Iunci(m sotgt es par. Por esto, su
desarrollo en serie de Laurent en el entornn del origen de coordenadas
conticne solamente potencias pares de § ¥, por consiguiente,

Res 8L _
=0 5
Por otra parte, los puntos {=4%n (k=£0) son polos simples para

e
%. Por lo tanto,
[
colglf  coskn 1
clii:’l £ 7 kmcoskn T kn

In resumen,
Py(®=0, Pr(a)=1=  (k==0),
¥. por consiguiente, segfm la f6rmula (4. 1'10}'

cotg z = lim -+Z(z_kn-+ kn)+2(z+fm %)]

h—no

i

vll_{l _+2( kﬂ+z+kn)]__+§‘_l(z—kn +_z-;-i—k:r1)
(4.2:2)

=1
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Hemos obtenido el desarrollo de cotg z en fracciones simples.
Del mismo modo de ohiencién de esta formula se deduce (de la for-
mula general (4.1:40)) que la serie (4.2:2) es unilormemente conver-
genle en cualquier circulo |z | <C R, si se excluye de la misma
un nimero finito de términos que ticnen polos en este circulo.

Escribiendo la relacién (4.2:2) en la forma

L
1 1 i
Cotgz—T-— >_! ( 2 —kn -+ z—l;—Jr:rL) !
1

integrémosla término a término a lo largo de vna curva arhitraria I,
que parta del origen de coordenadas y no pasc por los puntos kn
e = +1, +2, ...). Obtenemos:

g (cutgs-——:—) dz:%l‘n (%_-1 ) 2[4:1(1——-——) .

donde en el segunde miembro figuran unos valores de los logarit-
mos completamente determinados; precisamenge los valeres de las
integrales correspondientes:

1
j ( Z— kTt g oy z+kn )dz
L
La integral del primer miembro ey ignal a uno de los valores
de Lnie;i‘ Asi, pues,

n

= lim ELH (1"7&—,19‘)

Ti—t 0

de donde

“"“—hmﬂ( — ) -

T=w00

lo cual, ordinariamente, se escribe mediante ¢! simbolo del pro-
ducto infinito:

senz=z H ( =E ] ; (4.2:3)

IHemos obtenide el desarrollo de sen z en producto infinito.
Lste desarrollo se obtendréd de nuevo en el cap. séptimo, partiendo
do wnos razonamientos mas generales.
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3y Desarrollos de coscez y tgz De los desarrollos
de las funciones sec z ¥ cotg z se obtienen inmedialamente los desa-
reollos de las funciones cosccz y tgz. En efecto, cosec z =

== s0¢ (— - z) . Por lo tanto, de la formula hallada anteriormente
" ;
secz= lim ) I o
M=roo i %
jm—m 1 z_(z'.’-‘”'i"
hallamos:
iR T N (—1y .
L.(}S(-L.Z—J‘l;!;l:u. 2’ —_———— T e
jmmmept 52— —1) 5
m 3 " 1)1
T {(—1) R (=)=
~lm B =l D st
F=—m+41i j=—m4-1
Sustituyendo j—1 por &, obtendremos:
m—1
o i (=D* _
COSQC £ == ll:lL E _":f__k}:-_u
TR =
= T 1 1 1 1 g
_::!51]-:1:9[_5-_(3_3 + 3+n)+(£—2ﬂ + 5+2-ﬂ-)_ E
1 1 ; 1
Ao f e 1y f — P
' ( 1y (5—{»1—1} m & t4(m—1)a ) + ( 1) z—ma ] ’

Agreguemog denlro de los corchetes un término mas: (—1)™ %
m cuyo [imite es igunal a ccro (uniformemente respecto de 3,
pertenceiente a un circulo arbilrario |z| << R). Obtencmos:

z 1 2z 2z
coscc.z_—ﬂli]:; [T_ P -+ A=A (=D '_—_3—(na1)3] =

‘—+2( W

liste ey el rusull;m}o pedido.
Andlogamente, para tgz tencmos: tgz-—= cotg [—g——z) , por lo
cual, de la [6rmula obtenida anteriormente

cntgz=iijgo[%+§l(ﬁf+z_+%]J
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obtenemos:

e
¥ 1 1 1
rz=1lim . - E = - =
i % k=i T—-z—kn 52 + ke

. 1 1 1 i
= et At — Vs
! 7 7 T F Tg E

j 1 1 4 1
... L )
( @m—1)F—z  —@m—1) —j}—q ) (2 +1) - — ]
1

Despreciando entre corcheles el término ——
(2m—4-1) T—F

, cuyo limite

€s igual a cero, hallamos;

L Les)
L 2z 2z
tgz— lim X O E—E L 2 e R
Fi— o0 1 25__z;____ng 1 zz__,,_T_n_

Este cs el desarrollo buscado de 1g z.

4) En particular, de los desarrollos buscados ficilmenie se oblie-
nen los desarrollos de Laurent de las funciones trigonométricas on
el entorno del origen de coordenadas que fueron hallados anterior-
mente mediante division de series (cap. tercero, ap. 7.2),

Consideremos sec 2. Esta funcién es analitica en ol ecirculo

|z ] < % ¥, por consiguiente, admite en el mismo un desarrollo

en serie de Taylor, La [drmula (4.2:1) expresa esta Tuneién en forma
de serie:

< i @I—1)=
sec z = (—1)y —— =
21' 22— 12
~ 3 (—1Y l — 1.
1 3—(2;"'-1)"2" 3+(2.F—‘)T

la cual es uniformemente convergente en cada eirculo ¥, en parlicu-
lar, en el interior del circulo | z | << o . Por esta razén, basandose
en el leorema de Weierstrass sobre las series uniformemente conyer-
gentes de funciones analiticas, se pueden oblener los cocficientes
de Taylor de see z sumando los coelicientes correspondientles de los
desarrollos de Taylor de eada una de las funciones que figuran entre



462 CAP, [V DIVERSAS SERIES. RESIDUOS

corchetes en ol segundo miembro de la altima formula (véase cap. 3.
ap. 7.1). Pero

{Mi)j : o 1 T |
-'--(21—1)? 8-.‘-{2,1—1)“5"_
L 3 = (_,_1)!:.:&
S (' ’ + 3 =
[Z' [@—n5]™ [(2:—1) 1+

=2(—1) L
zo:[(zf—n—.’}]‘ L

Aqui, los coeficientes de potencias i.mpares son iguales a cero,

(lsl<@—-1%)-

mientiras que el coeficiente de z?™ (m = 0, 1, 2, .. .) es igual a
2({— 12;—1 2 32wttt (—1)-1
(_] 2i—1Eme

[{)-_f ]2m+1

Por lo tanto, los coelicientes de Taylor de las potencias impares
de z en el desarrollo de sec z, son iguales a cero (lo cual, evidente-
mente, se podria haber observado inmediatamente, puesto que la
funcién sec z es par), mientras que los coeficientes de las potencias
pares z®™ so expresan en forma de series:

o i
2 yIm (—1)i-1
2 (-:r-l.") Zi (2j—1)2mi1
Asi, pues,
o o (2B sy (=0T T um
secz - %[3 (?) 3 21 {zjﬁi)zmu]z* .

Recuérdese que en el cap. 3, ap. 7.2, s¢ obtuve cste mismo desa-
rrollo en otra forma:

‘b g
S0 % = z (=™ (d::;l g3,

donde E,, son enleros, denominados nameros de Kuler (E,=1,
Ey= —1, E,=5, Eg=—61, ...). Comparando los coelicientes
de ambas series, obtenemos las igualdades:

o 2 \2m4d & (—1p-1 m _Eam e p
2 () 2 g = W gy (=02
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y, en particular:

S (=p? _Eo o n 0
2—1 7 2 27 4
oo
2' (_{}J—l A 52 (1)3__ IE
Zi—1 SRV BN T
I
b L
(—1) By (3)5_* 5n8
Z (2i—1)5 2.41 42/ T 1538 7
i

S - : 1 ;
Consideremos también la funcidén cotg z —m la cual es anali-
tica en el ¢irculo | z | << n. Para calenlar los coeficientes de su desa-
rrollo de Taylor, apliquemos la férmula (4.2:2), de la cual se deduce
In siguiente expresion de esta funcién en forma de serie:
=]

1 1 1
colg 2 ——= Z (_“—*‘z_;.-( Fomrer ) ;

=

Para cada término de esta suma se tiene el siguiente desarrolle
de Taylos:
@ A o .
ST SIS, N A D
—jn ' ozjn h,zo (fnyk+ +r.ga( b (st

=—2NZ_  (|z)<ay).

T (im)zm

Por lo tanto, los coeficientes de potencias pares de z en ¢l desarrollo.
de Taylor de la funcién cotg z — % son iguales a cero (lo cual se

observa inmediatamente, puesto que esta funeidn es impar), mientras
que los coeficientes de potencias impares 2™, se expresan en forma
de scries:

o k==

i 2 1

) o - i i — P

2 Zﬁ = — ,?21 — (m=1, 2, ...).
= =

Por consiguiente,

oo (=.1

1 2 1 "
cotg zem—= D) [_ e g, ‘}?m"] ML,

m={
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En el cap. lercero, ap. 7.2, so obtuve este mismo desarrollo
en obra ferma:

o
1 N o 23 Hp, i<
cotgz—-—== Z (—1)" _(2'“_)_!_'_ am-1
e |
Comparando los dos desarrollos se deduce que
2 < pa ]
2o A gy 2B
nam 2 jam _{ 1) Emy
Jam1

Como el primer miembro de esta igualdad es posilivo, el segundo
también Liene que ser posilivo, es decir, {(—1)"'B,, = 0. D¢ aqui

se deduce que los nameros de Bernoulli By, (m =1, 2, s T, |

Lienen que alternar de signo (\a s¢ vio en cl cap. 3, ap. 7.2, que
1 .

By = =, Bi=—x5, By dad - O

Do la relacién oblenida se deducen, en particular, las siguientles
igualdades:

i=1

1 I ad
2 = =gy @)=
.ﬂ=
L3+ "

[ _ag %
2 =20 @V =5
=1

4.3, lixaminemos ¢l problema de la construceién del polinomio de inter-
polacign para una funcién analitica dada f (z). Bl problema consiste en que,
dado un sistema de puntos

2]

gy Ega -eee B

perteneeientes a un recinte €, ¥ dados otros tantos nimeros naturales
Gy, Oay -0y Gy @0y ! ..oy —n 2m,
se puede constrnir un polinomio U (2), del menor grado posible, que satislaga
a las condiciones:
o g —1) @ ;1) )
WEd=FGED ven I T {z)ee o d (z (Fu=ty:8, caim)s

El iml}rl_mnin 11 (z) que salisface a estas condicioues = llama po lino-

mio de interpolacidn de la Tuneidn fiz), correspondienie o los

puntes de interpolacion z;, con los drdenes de multiphicidad e; (# - 1, 2, ...
REPO |, § %
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Si 1T (z) es tal polinomio, ontonees para la diferencia
R(z2)=[(z)—TI(2)
que, evidentemente, representa una funcidn aualitica en el recinto €, se Ligne:

By —o=B"apy=0 =1, 2 ..., m.

'or consiguiente, & (z} tiene un cerp en cada uno de los Juntos z; e orden oy
por lo juenos. Supongamos quo I, (z) es otro polinomio que satisface a las
condiciones del problema. La funcién correspondicnte

Ry {z)=/[(a)—TI, {2)
también tendri los eeros zp, ..., 2, cuyos Grdencs serin no menores fjuo
Sy ooy Syt 10 mismo sord cierto también para
I (2)— 8y (z) =TI (z)—TI (2).

IZn resumen, Ilg (z) — 1T {z) ez am polinomio que tiene al momes 7 ceros:
2qy Zze - .o 3t Ordencs 0O MeNores que ey, dy, ..., o, de donde se deduco
que 1y (23 — 11 (z) es divigible por ¢l pelinomio

(:—z,}a’ v {:—:m)u’"=@ {z)
de grado a. Por vsta razdn, si cada uno de los polinomios 1T (z) y 11, (2) vs de
readlo menor que x, sa diferencia tiene gue ser idénticamente igual a cero, es
deeir, entre los polinomios de grado wenor que » existe no mas do un polinomio
que resuelve ol problema planteado.
Demostremos que tal polinomio verdaderamente existo v puede expresarse
en forma de una integral

10 () =t J‘ ) ed)—oa)

ni (L) t—z

dg, (4.3:1)
donde y es una cueva cerrada rectificable de JTordan cualquiera, situada en o
recinte € junle con s pacte interior, la cual contiene en su parte intevior lo
n
puntos g, .oz En efocto sio @ ()= Agzk, resulta
[
n

L8
Ap (Lh— 2ty
oy—wiz) %‘

—z {—z -
= Ap (e b o A (P L 2 =
=l sl AT (Ap e AgE b ARET b L A A
=B g @) +By-u Q) 2-] ... F By (L) 2",

donde By, g (). Br_a(l), ..., Ho(l) son polinomios respecto de , cuyos grados
coinciden con sus indices. Por consiguiente, IT (z) se puede exprosar en la forma

n—1{
II{z)= 2:_“: g ({’((""_:; By gy (b 2 do=
E bl
ne—1 " 5 |
- .2' ( 2= ( :,((li‘_) Bpeten (T) d;] z"=2 Pk,
Hemd ¥ : h=0

Ap=1109
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donde

, .
Ph—gor [ L((\E;,)) Brown (O de  (k=0, 1, 2, ..., n—1).
k4

En resumen, la expresion (4.3:1) representa un polinomo de grado nn supe-
rior 8 n—1. Formemos ln diferencia B (z)=/f(z)— 11 (z). Si el punto z sk
sitmudo en el interior de y, enlonees f(z) se pucde expresar en la forma f (z) =

= ,,:u. E ;f—_{f)_q‘;, ¥, por comsiguiente, £ (3 s puede teansformar del modo
ot o
sigenle:
t [ 10 1 Q) oid—o) ..
Riz)= = d - =
tE) =3 l T—2 b—Zm E w (%) {—3 a5
5 ”
1 g 18 oz . Yot
LTI L—z wig) dt (ki)
¥
o hien, finalmento,
) Lo a —
1 (@)= (3) 5 S e (4.3:27)
¥
Evidenlemonte, la integral
A
1 f8 a8 1 @ &) g
i ) T—z w0 2n E—z =
v v
es una integral e Lipe Cauchy ¥, por eousiguienbe, representa uni funeidn
analitica en el interior de p. Come m{z]:(z—zj)af (:—:m}u"‘. la funeidn
iz @ o, .
-——-H—_:(z——;.) Lo (p—ayai) L-"‘(,:—ajﬂ)u-’“
z=—=g
(L)
@ i w [l -
oo (2—2p) m-'drt_.i [ ;—ﬂl s
?

os analitica en un entorno del puato z; (0 incluse en toda la parte interior u y).
Pov esta razim, z = z; es para 1t (z) un cero de vrden 2; al menos, y. posible-
mente, de orden superior. Pero esto signifien que

tz -0,

Rizp—0, ... ;™1

es doeir,
. { — 1) " — 1 "
Pl =MLz, oo £ 0= =ty 2

Asi, pues, hemos hallado el |im]in(>miu de interpolaciin (4.3:1) de grade
no superior uo# — 1 gue vesuelve el problema planteads, En virtud de la obser-
vieion hecha anteriormente, éste es el tmico polinomio de grado inferior a n
que satisface a las condiciones del problema,

La formuola (4.3:1), gue proporciona el polinomio de interpolaciin, v la
formmla (4.4:2), que expresa la diferencia f (z) — IT (2), es decir, que propor-
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cionwel término complementario () de la [drmula
de interpolacion
fsy=I1(z)+ B (2),

selloman formmlas de Hermitae,

4.4, Husteemos la importancia de las [oemulas obtenidas en unos cuantos
ejemplos. .

1) Supongamos primero que mo= 1, de modo gue solamente s tiene un
punto de interpolacion z, de orden ey == n, Se trata de buscar el pelinomio
IT (2} ==ty (z) de grado no superior 1 n — 1 que satisfaga a las condiciones:

tny (31)=[ {24}, 5;1.._[ (z)=F"(z), - -, llﬂ'l_-ll] (g)=J1"=0 (2y).

En el caso considerado o (z)=wy, (2)--(2—2z" ¥ la [rmula (4.3:1) nos da:

[ | F)  (L—s)"—{z—z™ |
'ln—l{*')""ﬁ'j fe—z " e dz.
Pero
1 E—z)'—(z—2)"
(E—z)" {—= :
1 1 M ' 13—
o [E— )" S =) T E— s — S () =
(E—2zq)
1 1 1 iy i %
B s i i (S = vc | —— g L TH ]
=z (L—=? (=21 | G—zp" ¢ 0 Gedily
Ohtenemos:
=l 1) g )
- A B TN T bl €7} N ¥
tyoy (5= Z T g (r_z}md,,{, gq)ftme 2 T (s—z.  (4.4:2p
fe=11 a 1E =0

Memos obtenide el polinomio de interpoalaciaon de
Taylor esdecir, Ia suma pareisl de la serie de Taylor (lo cual s debia de
esperar deside ol principio), El términe complementario (4.3:2°) tiene la Torma

I [ i s—2 )" 3
=t @)= | 78 G= 0 L
v

Este esel términoe complemontario de la formula de
Taylor. En virtud del teorema integral parn un sistema de circuilos, sin
valor no varia si la integracién se cfectita sobre una circnnflevencia cualguicra
Cyt | § — 2z, | = p, donde p es menor que la distancin & desde el punto z; hasta
la frontera ded recinte @ (en el cual f (2} es analitica). Por csta razon, para los
puntos z situados en el interior de €, se ticno:

pap— j 1O =z .

2ni b—z (f—z )™
0

[ Bo (2) | < - p_“l"jﬂzll ( ':—pz” .

_"I{J. resulta que Ry, (z) tiende a cero cuando 2 — co,

Cowo
de donde se obtiene de nuevo que lu sudesidn de polinomios de Taylor (1, _, (2)}
=
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converge hacia { (z) en el interior del ciroulo | z — z; | =2 A. pertencciente al
recinto de analiticidad de la funcién f (z).
2) Sea m = n, de modo que se tienen r puntos de interpolacidn z,, z,, . . .
v Ty cada uno do orden 1 (g = ... = &, = 1). S¢ trata de buscar el
polinomio 11 (z) = I, ; (z) de vrden no superior a » — 1, gque satisfaga a las
coniliciones:
fagz)=/(=1). lncafzz=/l22h oo, i) Gl =T1(20). -
En ol caso dado,
o2} =, (3)=(3—21) ... (2=2p)
v por la férmula (4.3:1), resulta:
A | (D) Wn (£)—@p (2) ..
L e S R O
v

(&R

Para calcular esta integral, lo més [dcil es aplicar el tevrema de los residuvs.
La funcién subintegral g (z), considerada como funcién de {, tiene polos simples
en los puntos z, (k =1, ..., n). El punto § == z no ns zingular para la mi=ma,
puesto que el polinomio o, () — ©, (2) s divisible por { — z. Para los residnos
de g (33 en los pantos 5, resultan las expresiones:

Bes ¢ (@) = LER_ 94 ()

t=1p W) (25) z—zp
®, . .
donde %(2— =(z—z¢) ... (z—zp_g) (z—3psy) - .. (2—2,) es un polinomio en =z
de prado n—1.
Por consiguiente,
n n ( )
La@= Mesg@=3 L _ @G 4.4:5
-1 ) E s 0 @) PZJI e = (4.4:5)

Hemos oblewido el polinomnio de interpolacién de Lagrange de grade

n—1i. El términe complementario de la férmula de interpolacién correspon-
diente tiene fa forma:

li ()= g | LS 2l ar, (4.4:6)

Vo ) T e @

El comportamiento del mismo para n — co depende de la relacidn entre
tn distribueidn de los puntos de interpolacién {z,} en el interior del recinto
Gy el cardcter de Ta funcion 7 (z).

3y El polinomio de interpolacion de Lagrange puede escribiree de otra
forma. Transformemos la expresion

—_ 1 Wy (L) — wy, ()
T on () {—z A

4que, como ya sahemos, representa nn polinomio en z de grado n—1.
Para, n=1 se liene:

Tn

1 (E—z)—(z—z) _ 1

o= -
T f—z [T
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Consideremos la diferencia

{ o @@ 1 op ) —an ()
@ (© &= @ =

br=0pp1—op=
cCOmo
wp g (D =(L—zpp ) 0p (L) ¥
Wy (2)= (z —Zhyq} 0 (2),
esta diferencia puede representarse en la forma siguiente:
S (E—2asy) Oa (D) — (2 —2ns1) On (2) — (L —5n41) ©4 (D) (T — k) 01 (2)
What (£) (E—2)
= (E—zap(z) _  op)
wpeg (€ €=2) ~ @y Q)

=1
Haciendo én=01=ﬁ=ﬁ, formemos la  suma Zﬁ" (£);
k=0

oblenemos:
n—1 n—{ 1 ( } ]
- et it o WA  Wami (5)
2 S @=01+ 3| Cnui—O)=n= gy gl +2ak )
k=0 k=i
En resumen,
1 0, (f)—ws(z) 1 wy () Wa-q{2) g
W@ = a0 Teottu.g s @8
Evidentemente, haciendo aqui z, = ... = z,, se obtiene ¢ aqui la

identidad (4.4:1).
De la igualdad ¢4.4:7) se deduce que el polinomio de interpolacion de
Lagrange &, (z) se puede representar cn la forma

n—1
4 1D 0D —0al) . 4 .
a@=ger Vg e a=3 o § D D e 2
¥ o

(4.4:8)

En esta forma, éste se lama polinomio de interpolacian

de Newton. La ventaja de la férmula (4.4:8) ante la [6rmula (4.4:3) con-
siste en que, segin la [érmula (4.4:8), para pasar de [, _; (z) a I, (2) es suficiente

agregar {solamente) a !, ; (z) un término do la forma g 1 di-ay, (2),
Wy gy (L)

mientras que la férmula (4.4:5) no sélo exige ¢l aumento 50 un término, sino
también la sustitucidn do cada término anterior por umo nueve distinto.

En pdrticular, si la sucesibn {i,_, (z)} converge hacia la funcién f (z),
teniendo en cuenta la férmula (4.4:8), en lugar do la relacién

fE)=lim I_y(z)

2ni

se puede emplear la serie

e 1 (5 3 y
1= ? v S o O dion(z). (4.4:9)
¥
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Isle se Mama scerie de interpolacion de Newlon Evidentemente,
para oy —zp=...=zy=.... Opeq (L) s¢ hace igual a (E—z)""1, wp (3} se hace
igual a (z—z", v resulta la serie de Taylor como un caso particular de la
serie de Newton:

a5 , B
o » BTH

Obsérvese, por cierto, gue ya establecimos las condiciones para la conver-
ncia de la serie (4.4:10), mienlras que el problema general de la convergencia
de Ja serie de Newton, es decir, el problema de las condiciones segiin las enales
el Lérmino complementario de la serie de Newton (4.4:6) (que es también el
término complementario de la sovie de Lagrange) tiende a ¢ero enando n — oo,
exige un estudio particudar, que tenga en cuenta también la distvibucidn de los
wntos de interpolacion ¥ el comportamiento de la funeion f (z). Este problema
{m sido tratado por A. Guellond.
Delengimonns también a examinar tos coeficientes de la serie de Newton:

i F (&) -
—_— i k= . S 1
ant ‘ e (o) T ( 0, 1,2 )

En el easo particular de ln gorie de Taylor estos coelicienles se expresan
R oy
mediante las derivadas de f (z), precizamente se representan en la forma "L-k—l{w’—:' .

En ol caso general, ellos se expresan mediante lns dilerencias divididas de la
funcion f (z) respecto de los puntos {z, ).

Puara 0()!.@!1@1‘ la expresion debida de estos coeficientes, aplignemos el Leo-
rema e los residuos, Tendremos:

: Q o =
i ‘; ir = 4| R !{":-J 2 e
2ni i Oy 2'1 :::i @4 (8} ’21 R GhaeHt)
= =

dande
Wppr (2= (=20 oo =z (Fi—3500) von (F5—Tnpa)s
En pacticular, para &-=1 obtenemos:

L@ e L), S S de

20t ) we(l) O zg—zp @ Ip—2 Zg— 3y
v

Llamemos u esta expresién diferencia dividida primera de
ta funeidn f(2) vespeclo de los puntos 3z ¥ 22 ¥ designémosla  por
Al (s 5y, 2], Bn ogeneral. 51 ya se ha ticl'iuidn la diferoncia divi-
dida de orden & — 1, llamaremos diferencia dividida de arden k de la fun-
¢ign 1 (z) respecto de ks puntos z, 2z, - - ., Iy, @ la expresion

AUV 2o oo, Sl =AU g L 3R]
LIS St |

=AU [fs 24, .ovy 2y Znadls

Supongamos que ya se ha demostrado guoe
1 g F3)

wy (£)

T 1V Ul T A€ HE PR Y

&
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para cwlguier sistema de puntos zy, ..., 2 demostremos que enlonees,

T ) D AL O 2 e B Bt D)

Ln efecto, debido a la hipétesis hecha, se tisne:
1 5 &
i) (i—3q) ... (E—2z)
%
i 5 paes)
EL 3 (E—22) «.. (E—in41)

df - A=V [ £(2); 2y ooy Tl

A — AV zo, vy Shgile
Por consiguiento,

:.\"“[1 (£ 1 TR, znn:l:

_ AL EY 2 e S = AL ) s el zad ey
Zp1—5

i | t | -
ety i”Q[t;—zz)...(c—sn+|a‘(;—z.> =) =

. ! i 5 i (E—2)— (L —3n41) db= 1§ i
Bper—3 2mi ) (E—31) oo E—zn4g) ° 270 5 Wy (L)
como ¢ querin demostrar, Haciendo también

Y T LS g )

—dl,

2 ) oD 2t | T—z dE = (z9) =AM |f; 3],
v v
representamos el polinomio de interpolucidén de Newton (4.4:8) en la lorma
=1
bicy (== 3 A S () 210 -v vy Saggl O (2
=4

Lie aenerdo a esto, la serie de interpolacién de Newten loma la forma
siguiente:

DV AR5 2 ey gl o (2.
k=11

4) Finalmeute, examivemos el problema de interpolacién en el que se
dan . puntos distinlos: =y, ..., 5, de dedenes i_gnalus g i v oo W U= P}
a conlipuacion anmentaremos indelinidamente ¢l ndmero p, sin cambiar los
mismos puntos de interpolacidn, Se trata de busear un polinowio Fnp-1(3)
de gradv ne superior a mp—1 que satisfaga a las condiciones:

Imp-t Gn)—1 @)y fp—y Ga) /7 Grbs ey
Ap—1 E —
o BB ) = fD ()
(h=1, 2, ..., m). Hacicndo

: (E—20) +ov (2—zm) =4 (2},
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Sse tiene:
Omy (=(—2)? ... (2—zm)=|q (2)]",
¥y por ennsiguiente,

; =1 & [a@NP—[q ()" .
Ifmp—1 (”"Tﬁ‘;‘ (7 (D)F T—= di.
¥

Transformemos la expresién

1 [qENP—lgq (2)]7
g (D)7 [

del modo siguiente:
1 lg@PP=—Iz ()" _

PTG =
= =L (e @it @ g o+

Feee g @BIP1 = Nﬁg}‘_—;!{z) _[ ;; (=) PRSI (z)]°1 } )

lq (E)1% [g Q)"
Fntonees tendremcs:
o—1
1 7 g—aE . .
-t =3 5 | rgpr L9 arer. @y
=0 :.’

Para las transformaciones ulteriores, apliquemos la [Grimda (4.4:7),

sustituyendo en la misma o, (z) por g'(z). Resulla:

L g —atz) 1 { g —a()) _
lg (§yn+L £—3 lg @I" L 242 L—z
. 1 1 T—3y . (c—zy) ... (z—zpq)
“Tror [;—zk Bl e S R e [ i vy
de donde
1 15 g {E)—q (z) dr—
) @I T = T
4
m-1 1 [w} i
- —— (I’ (; I—= aea [S=— .
=2 7w .[ W@F T - Gzpppy 0 o €2

Ttemos abtenido un polinomio @, (z) de grado ne superior a m — 1, cuyos
vocficientes son integrales do la forma

1 (9] dg
T ) @ T—z0 ... G—zpp

Mediante el tearema de log residuos so podeian haber hallado sus expresiones
mediaute los valores de la funcién f (z) v sus derivadas en los PMlos ey, o . -y Bin-
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Volviendo a examinar la formula (4.4:13), hallamos:
p—1
imp-1(2)= Z Qu (=) e (1™
==}

este Viltimo se llama polinomio de interpolacién de Jacobhi.
Congideremos ¢l término complementario de la férmula e intorpolacidn
correspondiente
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P'ara hallar una cota, obsérvese que, desde el principio, a la curva ¥ sola~
mente se la han impucsto las siguientes restricciones: y junto con su parte inte~
rior pertenece al recinto G en el cual la funcién f (z) es analitica v contiene en

su interior a todos los puntos zy, . . ., z,. Tomemos como curva v la lemniscata
Ap eon los focos en los puntos zq, . . ., z,:
| g(z) |=p™

(véase el cap. 3. ap. 6.2). Ya sabemos que ella encierra en su interior los puntos
Zyy v v 0y Im, cualquiera que sea p = 0. Supongamos ahora que Po == U} vs un
valor del radio tal, que f (2) es uniforme y a